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Vorwort zum Kurs

Die Graphentheorie ist heute ein wichtiges Hilfsmittelrbebtudium komplexer
Probleme in verschiedenen Wissenschaften wie auch intdiveknwendungsbe-
reichen.

Der universelle Charakter der Graphentheorie hat seinsprumg in der Einfach-
heit der Struktur von Graphen: die Konzepte und Ergebnissesdaphentheorie
sind immer dann anwendbar, wenn ein System zu modellietemislem Paare
von Objekten in einer Beziehung stehen kdnnen. Die strakuEinfachheit (und
damit auch Anschaulichkeit) zusammen mit dem interdigzipen Charakter geben
der Graphentheorie viel von ihrem besonderen Reiz. Ber éfoelellierung durch
Graphen bleiben nattrlich stets (mitunter wichtige) Aspatkes zu untersuchen-
den Systems unbericksichtigt, weshalb die erzielten Bige® mit Zurickhal-
tung interpretiert werden mussen. Dies dirfte besondesofilalwissenschaftliche
Anwendungen der Graphentheorie zutreffen.

Historisch hat die Graphentheorie viele Urspringe, di@ao#t Ratseln oder Spielen
erwachsen sind. Viele Konzepte und Ergebnisse sind dablerfach eingefuhrt
bzw. erzielt worden. Einige markante Stationen sollen aidgefihrt werden:

1737 Euler 16st das Kdnigsberger Brickenproblem.

1847 Kirchhoff verwendet graphentheoretische Uberlegarzgir Analyse elek-
trischer Netzwerke.

1852 Guthrie wirft gegenuber deMorgen die Vierfarbenverumg als Problem
auf, das 1878/79 von Cayley noch einmal 6ffentlich gestetid.

1857 Cayley untersucht die Isomeren gesattigter Kohlesevatoffe und
bestimmt die Anzahl der Geruste vollstandiger Graphen.

1859 Hamilton erfindet ein Spiel, bei dem entlang der Kanteaseregularen
Dodekaeders eine geschlossene Linie zu finden ist, die jekie genau einmal
beruhrt.

1890 Heawood beweist, dass jeder planare Graféinbbar ist.

1927 Menger beweist, dass in jedem zusammenhangendengardghMin-
destanzahl von Ecken, deren Wegnahme zwei nicht benaehBantkte unver-
bindbar macht, gleich der Maximalzahl eckendisjunkter gVegischen diesen
Punkten ist.

1930 Kuratowski beweist, dass ein Graph genau dann planaresn er bis auf
Homoomorphies; oder K 5 nicht als Teilgraphen enthalt.

1936 Das erste Buch tber Graphentheorie erscheint in lgeipzKoénig, Theo-
rie der endlichen und unendlichen Graphen.

Hier wollen wir die Aufzahlung abbrechen. Die folgende Zsitgekennzeichnet
durch das Eindringen der Graphentheorie in immer mehr Adwegsbereiche, auf
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der anderen Seite durch eine intensive innermathematsetveicklung der Gra-
phentheorie selbst. Dabei bestimmt neben den Anstosseaw®an zunehmend
auch eine innermathematische Dynamik diese Entwicklung.

Besonders stirmisch wurde die Entwicklung der Grapheniheoden letzten Jahr-
zehnten durch die Verfugbarkeit immer leistungsfahigBechner. Wie allgemein
fur die sog. Kombinatorische Optimierung gilt insbesordiér die Graphentheo-
rie, dass viele Probleme praktisch l6sbar wurden, nachdemosher wegen der
grof3en Anzahl durchzufiihrender Rechenoperationen meatriretbarer Zeit bear-
beitet werden konnten. Viele dieser Probleme kommen ausabpes Research
oder Informatik.

Eine besondere Station in der Entwicklung der Graphenthauouss allerdings
noch herausgehoben werden: im Jahre 1976 bewiesen Appélakeh die Rich-
tigkeit der Vierfarbenvermutung, die mehr als hundertd#dmg als einfachsten und
zugleich faszinierendsten ungeldsten Probleme der Mathkgegolten hatte. Bri-
sant an dem Beweis ist, dass zur Untersuchung einer groR3eshAgleichartiger
Falle die Hilfe eines Computers in Anspruch genommen wurrt es fir Men-
schen praktisch kaum maglich ist, diese Falle einzeln (dtiife eines Rechners)
nachzuprufen.

Im vorliegenden Kurs ist die Auswahl des gebotenen Stofeegptséchlich unter
dem Aspekt der Anwendungen in der Elektrotechnik erfolgesikonnte nur eine
grobe Leitlinie sein, denn schon die Einordnung des Staffetas "Gebaude” der
Graphentheorie verlangt auch ein Eingehen auf nicht ualbét praxisrelevante
Bereiche. Im zweiten Teil des Kurses spielen insbesondauélisgraphen” eine
grof3e Rolle. Auf Farbungsprobleme wird in dem Kurs nichgegangen, obwohl
das Vierfarbenproblem auch fur die Herausbildung der Gafgiteorie von zentra-
ler Bedeutung war.

Methodisch wird in dem Kurs der Stoff vorwiegend vom algamiischen Stand-
punkt her entwickelt. Fur ein solches Vorgehen ist ein ksirgengehen auf die
Theorie der Algorithmen, wie sie in Logik und Theoretischrdormatik betrieben
wird, notig.

Der erste Teil des Kurses hat neben der Vermittlung der degedden Begriffe der
Graphentheorie das Herstellen eines Grundverstandrissgie Theorie der Algo-

rithmen zum Inhalt. Ferner werden einige der "klassisch@rédphenalgorithmen
behandelt (z. B. zur Bestimmung kirzester Wege), die inchgeglensten Anwen-
dungen ein Rolle spielen.

Der zweite Teil des Kurses ist einigen speziellen Anweneuarder Graphentheorie
in der Elektrotechnik gewidmet.

Die behandelten mathematischen Satze werden in der Retgtbndig bewiesen.

Es gibt zwei Ausnahmen von dieser Regel: Handelt es sich nemé&atz mit einem
technisch komplizierten Beweis, so dass der grof3e AufwasdBiweises zu der
Bedeutung des Satzes flur diesen Kurs in einem Missverkataht, so wird nur

die Beweisidee angedeutet. Geht es gar um einen Satz, éetlai nicht zu dem



Stoff dieses Kurses gehort, sondern mehr dem Ausblick ayreazende Bereiche
der Graphentheorie dient, so ist der Beweis ganz weggelasse

An Voraussetzungen fur das Studium des Kurses sind notigedieautheit mit der

Mengensprache sowie Kenntnis der Grundlagen der Linealgebfa (einschliel3-
lich des Umgangs mit Matrizen). Die wichtigsten Begriffesadiesen Bereichen
sind - sozusagen zur Erinnerung - in Anhangen kurz erlautert

Das Literaturverzeichnis fihrt die bei der Erstellung desgen Teils verwendete
Literatur sowie einige weitere Biicher auf, die anzuseheagifien Leser sicher loh-
nend ist. Es erhebt jedoch nicht den Anspruch, eine volisggnBibliographie des
Gebietes der Graphentheorie zu sein, eine solche ware thesemfangreicher.

Die vorliegende Fassung des Kurses ist eine Uberarbeitengrdten Version, die
ab 1990 an der Fernuniversitat angeboten wurde. FUr deenefstl des Kurses
wurden auch die Unterlagen zu Vorlesungen verwendet, diereils an der Tech-
nischen Hochschule Darmstadt - vom ersten Autor zusammeRrofl Dr. P. Bur-
meister im Jahre 1975 und vom zweiten Autor im Jahre 1982lgghaurden.
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1 Grundbegriffe

1.1 Pseudographen, Multigraphen, Graphen

Definition 1.1-1: Pseudograph
Ein Pseudographist ein Tripel P = (E, K, v) bestehend aus einer Eckenmenge Bseudograph
einer Kantenmenge K und einer (Inzidenz-) Abbildung

v: K — {{z,y}|x,y € E}.

Die Elemente vory heiRenEcken die vonk Kanten Ecken
Istk € K mitv(k) = {z,y}, so heiBernr undy die Endeckenvonk. (Man sagt Kanten
auch:z undy inzidierenmit k& bzw.k inzidiert mitz undy.) Endecken einer Kante

Es werden im folgenden nendliche Pseudographeifd. h. £ und K sind endliche endliche
Mengen) betrachtet. Einen endlichen Pseudographen kanmsistastets durch ein Pseudographen
Diagramm veranschaulichen: die Ecken werden durch Punkte der Zegtiemne Diagramme
dargestellt, die Kanten als Linien, die die Endecken dert&aarbinden.

Beispiel 1.1-1:

Der Pseudograpt® mit £ = {ey,eq,e3}, K = {ki, ko, k3, ks} undo(ky) =
v(ka) = {e1,es3}, v(ks) = {e1,e2},v(ks) = {e2} wird durch jedes der beiden
folgenden Diagramme dargestellt:

Ko
kg ko

€3

Definition 1.1-2: Parallelkante
Zwei oder mehrere Kanten, die mit denselben Ecken inzidieteeillen
Parallelkanten Parallelkanten

Definition 1.1-3: Schleife
Eine Kantek mit zwei gleichen Endecken (d. h. es gilt) = {z}) ist eine (Selbst-)
Schleife Schleifen
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Definition 1.1-4: Multigraph
Multigraph  Ein Pseudograph ohne Schleifen heMiltigraph.

Definition 1.1-5: Graph
Graph  Ein Multigraph ohne Parallelkanten hei@raph.

Beispiel 1.1-2:
Beispiele durch Diagramme:

Pseudograph Multigraph
(kein Multigraph) (kein Graph)

Graph

Dain einem Graphen jede Kante durch ihre zwei verschiedéndacken eindeutig
bestimmt ist, kann ein Graph auch als ein Rdat (E, K) mit

K C{{r,y}lz,y € E,x #y}

aufgefasst werden. Diese Definition wird in der Literatuufigiverwendet. Einen
Graphen im Sinne von Definition 1.1-1 bekommt man dann, indemov (k) := k
fur jedesk € K setzt.

Definition 1.1-6: Vollstandiger Graph
vollstandiger Graph ~ Ein Graph heif3tvollstandig oder auch einSimplex wenn je zwei verschiedene
Simplex Ecken des Graphen durch eine Kante verbunden sind.
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Beispiel 1.1-3:
In den folgenden Diagrammen sind vollstandige Graphenesaegt.

Definition 1.1-7: Benachbarte Ecken
ZweiEckena, b € E in einem Pseudographen heil3enbenachbart wenn ein benachbarte Ecken
k € K mitv(k) = {a, b} existiert.

Definition 1.1-8: Benachbarte Kanten
ZweiKantenk;, ko € K heiBenbenachbartin P, wennuv(k;) Nv(ky) # 0 gilt, benachbarte Kanten
d. h. wenn sie in mindestens einer Ecke gemeinsam inzidheht si

Beispiel 1.1-4:
kq “
b
k d
2 ky
c ksl kg
k3
e

a undb sind benachbart,

a undd nicht,

k4 undks sind benachbart,
ks undkg sind benachbart,
k1 und k4 nicht.

Definition 1.1-9: P sei ein Pseudograplas, € E. Dann heil3t die Anzahl der an a
inzidenten Kanten (wobei eine Kante, die zweifach an a @amtitst, auch doppelt
gezahlt wird) der Eckengrad (kur@rad) von a inP und wird mity(a, P) bzw. nur Grad
v(a) bezeichnet.

Fur einige Sonderfélle werden zusatzliche Begriffe bénutz
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Definition 1.1-10: Isolierte Ecke
isolierte Ecke  ISty(a, P) = 0, so heif3t a einésolierte Eckevon P.

Definition 1.1-11: n-regular
n-regularer Haben alle Ecken vo den gleichen Grad n, so heitn-regular.
Pseudograph

Definition 1.1-12: Nullgraph
Der Pseudograph ohne Ecken und Kantégh= K = () heil3t aucHeerer Graph
Nullgraph  oderNullgraph.

Beispiel 1.1-5:

*d
Esisty(a) = v(c) = 3, v(b) = 2,7(d) = 0; d ist eine isolierte Ecke.

Als nachstes werden zwei GesetzmaRigkeiten nachgewidseen die Zahlen
v(a, P)in einem beliebigen Pseudographen unterliegen.

Satz 1.1-1: Fur jeden Pseudographen gilt

> ya, P) =2|K].

acE
(Man prife die Formel an Beispiel 1.1-5 nach.)

Beweis: Da jede Kante bei der Bildung der Summe der Eckengrade geveiu z
mal gezahlt wird (je einmal bei jeder der beiden Endeckemgjbesich die
Behauptung sofort.

Satz 1.1-2: In jedem Pseudographef gibt es eine gerade Anzahl von Ecken
mit ungeradem Eckengrad.

Beweis: Aufgrund von Satz 1.1-1 ist die Summe aller Eckengrade eanadg
Zahl. Durch Subtrahieren aller geraden Eckengrade voredigshl bleibt
eine gerade Zahl tbrig, die nun die Summe aller ungeradearigcde ist.
Dies kann aber nur dann der Fall sein, wenn die Summe alleeradgn
Eckengrade eine gerade Anzahl von Summanden hat.
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Beispiel 1.1-6:

Wir nehmen an, unter sechs Freunden A, B, C, D, E und F hattezinem
Tag eine Reihe von Telefongesprachen stattgefunden. Ds@iEn konnen als
Ecken und die stattgefundenen Telefongesprache als Kaimtes Graphen auf-
gefasst werden. So kénnte sich z. B. folgender Graph ergeben

D E

(A und B haben miteinander
telefoniert,D und E nicht, etc.)

Satz 1.1-1 und Satz 1.1-2 ergeben nun allgemeingultige ayess Uber die
Anzahlen der gefuhrten Telefongesprache. So wére es zcBtmoglich, dass
A drei, B zwei, C ein, D vier, E zwei und F drei Telefongespm@gefihrt hat,
denn3 + 2 + 1 4+ 4 4+ 2 + 3 ist 15 und somit ungerade.

Wir kommen nun zu dem zentralen Begriff dsomorphie von Pseudographen.isomorphie
Wie auch bei anderen mathematischen Objekten Ublich,estlie Grundidee, ver-
schiedene Objekte in gewissen Zusammenhangen aBigakt ansehen zu diirfen,

wenn sie sich streng mengentheoretisch unterscheidendeto8truktur her aber

identisch sind.

Beispiel 1.1-7:
b b €
e C C of
a ae d

Die drei in den Diagrammen dargestellten Graphen sind zwaschieden,
jedoch von ihrer Struktur her gleich.

Definition 1.1-13: Isomorphismus
P = (E,K,v)und P' = (E', K',v") seien Pseudographen. Ein Paar von Abbil-
dungen

¢ FE—FE¢yv: K—K

heil3t einlsomorphismusvon P auf P’, wenn¢ und bijektiv sind und wenn flr Isomorphismus
allek € Kundz,y € F qilt:

v(k) ={z,y} & V' (¥(k)) = {o(x),o(y)}.
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isomorph  EXistiert ein Isomorphismus voR auf P’, so heil3en? und P’ isomorph (in Zei-
chen:P ~ P").

FUr Graphen lasst sich der Begriff Isomorphismus einfadssen, wenn man die
Kanten als Eckmenge auffasst:

G und G’ seien Graphen. Eine Abbildung
¢ FE— E
heil3t Isomorphismus von G aGf, wenng bijektiv ist und fur alle{z, y} € F gilt

{z.y} e K & {o(z).¢(y)} € K.

Beispiel 1.1-8:
a b b ks k a
kq ko ky ks kg ko
C k3 d C k3 d
Py Py
g h
15<>14 13©12
e N f
P2

Man beachte, dass die beiden ersten Diagramme DarstefldagselbeMul-
tigraphenP; sind. Ein Isomorphismus voR; auf P ist z . B. gegeben durch

¢(a) = g,0(b) = h,d(c) = e,¢(d) = f,¥(k1) =I5,
Y(ka) = lu, ¥(ks) = L, Y (ka) = 13, 90(k5) = b
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Bei Beispiel 1.1-7 reicht es, da es sich um Graphen handeé,/Abbildung zwi-
schen den Eckenmengen anzugeben, um einen Isomorphisrbesaureiben. So
ist z. B. die Abbildungp mit ¢(b) = b, ¢(a) = ¢, ¢(c) = a ein Isomorphismus des
im ersten Diagramm dargestellten Graphen auf den zweiten.

Es ist wichtig anzumerken, dass beim Umgang mit Pseudogradie Begriffe
"Gleichheit" und "Isomorphie" oft nicht sauber getrenntrgen, was jedoch in der
Regel nicht zu falschen Schlussfolgerungen fiihrt: hiritbathaller mathematischen
Eigenschaften (und nur abgesehen von der "Natur" der Elengind zwei isomor-
phe Pseudographen im Grunde "gleich".

Stillschweigend haben wir den Begriff der Isomorphie auerelis bei den Bei-
spielen Beispiel 1.1-2 und Beispiel 1.1-3 benutzt, wo Peguaphen durch ihre
Diagramme ohne Bezeichnungéir Ecken und Kanten definiert wurden. Wenn
man einen Pseudographen durch ein Diagramm einfiihrt, dhs fiir alle Ecken
und Kanten Namen enthalt, so ist damit strenggenommen gérdass von irgend-
einem der vielen zueinander isomorphen Pseudographerede iR, die durch das
Diagramm beschrieben werden; man kann auch die Auffassaingn) dass durch
das Diagramm einésomorphieklassevon Pseudographen festgelegt wird. Es iséomorphieklasse
aber trotzdem ublich, in dieser Situation von dendem betreffenden Diagramm
dargestellten Pseudographen zu sprechen.

Als nachstes werden die grundlegenden Operationen bebehti mit denen aus
vorgegebenen Pseudographen weitere konstruiert weraereko

Definition 1.1-14: Teilgraph

Ein Pseudograph?’ = (E’, K’,v') heildt einTeilgraph von P = (E, K,v) (in  Teilgraph
ZeichenP’ C P), wennE’ C E,K' C K undv'(k) = v(k) fur alle k € K'.

Ist P £ P, so heil3tP’ ein echter Teilgraphvon P (P’ C P). Gehort jede Kante echter Teilgraph
von P, die zwei Ecken voi’ verbindet, zuP’, so heil3tP’ der von E’ induzierte

(oder: aufgespanntg Untergraphvon P. (Der Kiirze wegen wahlt man hier nichtinduzierter

die Bezeichnungen "Teilpseudograph” oder "Unterpseualuigl.) Untergraph
Beispiel 1.1-9:
a ke b a k2 b a ke b
k1 X3 kg Kkq kq '
C ks d € €
P Py Po

P ist Teilgraph, jedoch kein Untergraph, weil die Kaatenicht zu P; gehort,
aber die zuP] gehorenden Eckeb und c verbindet. P, ist der von{a, b, c}
induzierte Untergraph.
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Es ist leicht einzusehen, dass ein wbhinduzierter Untergraph vo#® durch die
Angabe vonE’ eindeutig festliegt. Demgegeniber ist ein Teilgraph bfssalierte
Ecken durch seine Kanten festgelegt:

Definition 1.1-15: Induzierter Teilgraph

Ist P C P, und enthaltP’ keine isolierten Ecken (d.h. fur alle € E’ qilt
v(a, P") # 0), so kann manP’" als denvon K’ induzierten Teilgraphenvon P
auffassen, welcher durch’ eindeutig bestimmt ist.

P/ aus Beispiel 1.1-9 ist durch die Meng& = {k4, k»} induziert.

Definition 1.1-16: Léschen einer Kante
Léschen einer Kante  Sei P = (F, K, v) ein Pseudograph. Unter detrdschen einer Kante voR ver-
vonP  steht man (fiirk € K) die Bildung des Pseudographdt\k := (E, K,7) mit
K = K\{k} und® = v/K. Entsprechend ist dak6schen eines Teilgraphen
Loschen eines von P(fir P’ C P) die Bildung des Pseudographeéf\ P’ = (E,K,?) mit
Teilgraphenvon P 7 — F\E' K = {k € K|v(k) N E' =0} undo = v/K.
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Beispiel 1.1-10:
e1 ki ep e5 e ke
ks |ko ko
es eq e €3
P)
P

Léschen eines
Teilgraphen
il €2 €5 e.5
k3k2
AN RN

@ €4 €p eq eg

€1 e
p——— 0
Léschen eines
€5
° Teilgraphen
63 84 86
P)’ P \ :|P,,

Besteht, wie im letzten Beispiel, der geldschte Teilgraphaus einer Ecke e,
so schreibt man fiir das Ergebnis auch kg (hier: P\e; stattP\ P").

Definition 1.1-17: Durchschnitt der Pseudographen
P, = (E;, K;,v;),1 € I, sei eine Familie von Pseudographen, und ke K; N

K.

J
P, (i € I) versteht man den Pseudographen

m PZ = (ﬂ Ei7 ﬂ Ki7 ﬂvi)u
i€l el i€l i€l
unter ihrerVereinigungden Pseudographen

Ur=JE.|JK:.Jw).

iel el iel iel

(i,7 € I) sei stet; (k) = v;(k). Unter demDurchschnitt der Pseudographen
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Beispiel 1.1-11:
kg k10 kq kg
L ] *————4
1) 0 iy
ks kg kry
L ] o4
kg k11 ko kg
Py Ps
. 16 ! kg kio
g
k
k4 o) k3 Ky kg
[ [ L ]
kg ko kg k11
Pl /2 P2 Pl N\ P2
Beispiel 1.1-12:

Wir illustrieren die Notwendigkeit der Bedingung(k) = v;(k) fir k € K bei
der Definition von Durchschnitt und Vereinigung an folgem@raphen:

b ko © a e
ky k3 k3 kq
a d b

Py P2

Da die Kantéeks in P; die Ecken c und d, i, aber die Ecken a und b verbindet,
lassen sich?, N P, und P; U P, nicht sinnvoll definieren.

Definition 1.1-18: Summe
P, und P, seien zwei disjunkte Pseudographen (&,mE, = ) und K, N K, = ().
Summe von zwei Dann verstehen wir unter d&umme
Graphen
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P1>|<P2

den (bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten) Pseudogmptier ausP;, U P,
dadurch entsteht, dass jede Ecke ¥§mit jeder Ecke vorP, zusétzlich durch eine
(neue) Kante verbunden wird.

Beispiel 1.1-13:

kq ko K k1 \l Kk
Vi

VAR
~

P1 Ps 12 5 [P

In Verallgemeinerung von Definition 1.1-18 wird definiert:

Definition 1.1-19: Summe derP; tber dem Graphen

Ist G ein Graph mit der Eckenmende = {¢;|i € I}, undistP; = (E;, K;,v;) (i €

I) eine disjunkte Familie von Pseudographen, so verstehemnimtér derSumme
der P; Uber dem GrapherG, G;<; P;, den (bis auf Isomorphie eindeutig bestimm-
ten) Pseudographen, der au$,., P, dadurch hervorgeht, dass alle ¢ £; und

b € E; furi # j genau dann zusatzlich durch eine neue Kante verbunden merde
wenn die Ecken; unde; in G benachbart sind.

Setzt man in Definition 1.1-19 spezi€ll= {1, 2} und wahlt firG den 2-eckigen
Graphen mit einer Kante, so ergibt sich Definition 1.1-18.
In G;c; P; heil3tG deraul3ere Graph P; sind dieinneren Pseudographenlist G &uRerer Graph,

ein Simplex, und sind all®; kantenlos, so heil§¥;c; P, simplexartig. innerer Pseudograph
simplexartig
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Beispiel 1.1-14:
€1 °
62 e 3 64 *
o P Po P3 by

Selbsttestaufgabe 1.1-1:

Erlautern Sie den Unterschied zwischen den Begriffen rgly und Untergraph
und illustrieren Sie dies anhand eines Beispiels.

1.2 Wege, Kreise, Zusammenhang

Definition 1.2-1: Kantenfolge

P = (FE, K,v) = sei ein Pseudograph.

Eine Folge(eo, k1,1, ko, €2, ..., i1, ki €4, . Ky, en) Mite; € Eundk; € K
Kantenfolge heif3t eine Kantenfolge , wenn fir alldl < i < n) gilt v(k;) = {e;_1,¢;}. Die

Anfangsecke, Endecke Eckee, heil3t dieAnfangseckedie Eckee,, die Endeckeder Folge.
einer Kantenfolge
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Beispiel 1.2-1:

Kantenfolgen sind z. B.:

Fy = (e3, k1, e, kg, €5, k7, e4),

Fy = (64, ks, €6, k12, €6, k10, €5, k7, 64),
F3 = (617 ks, eq, ko, €6, ko, €4, k5,€2)-

Eine Kantenfolge wird haufig nur durch die Folge ihrer Kar(me explizite Nen-
nung der Ecken) dargestellt. Fir das obige Beispiel ergibt 5, = ( ki, kg, k7),
Fy = (ks ko, ko, k7), Fy = (ks, ko, ko, ks5); in allen diesen drei Fallen ist die
urspringliche Kantenfolge aus der abgekiirzten Folge sgkaierbar. Die Kanten-
folge F, = (ey, ks, €6, ks, e4) konnte aber z. B. nicht au§, = (ks, kg) zuriickge-
wonnen werden.

Definition 1.2-2: Kantenzug

Eine Kantenfolge isgieschlossenfalls ihre Anfangsecke gleich ihrer Endecke isigeschlossene, offene
andernfalls ist si@ffen. Die Anzahl der Kanten in einer Kantenfolgewird als inre  Kantenfolge
Lange| F'| bezeichnet. EiKantenzugist eine Kantenfolge, die keine Kante zweimalinge einer
enthalt. Einwegist ein Kantenzug, der auch keine Ecke zweimal enthaltkEsis Kantenfolge

ist ein geschlossener Kantenzug, der (von Anfangs- unddkaddgesehen) keinekantenzug

Ecke zweimal enthalt. Weg
Kreis

Beispiel 1.2-2:

F; (aus Beispiel 1.2-1) ist ein Weg mjit;| = 3.

F, (mit |Fy| = 4) ist ein geschlossener Kantenzug, jedoch kein Kreis, darauf3
e4 aucheg zweimal enthalten ist.

F3 (mit |F3| = 4) ist eine offene Kantenfolge, aber kein Kantenzug.

Istin dem Pseudographénein Weg oder ein Kreig’ gegeben, so bestimmt dieser
eindeutig einen Teilgraphen vadn, der genau die i’ vorkommenden Ecken und



14 1 Grundbegriffe

Kanten enthalt. Beim Ubergang zu diesem Teilgraphen géddaigs die "Rich-
tung” verloren, im Falle eines Kreises auch die Festleg@nghafangs- bzw. End-
ecke.

Beispiel 1.2-3:

Es sei wieder der Pseudograph aus Beispiel 1.2-1 zugruledgge
Fs = (eq, ks, eq, ks, €9, ks, e1) und

Fs = (ea, ks, eq, ks, e1, ka, e5) bestimmen denselben Teilgraphen.

Im folgenden werden, trotz der angesprochenen Problenme\WWegen bzw. Krei-
sen herkommende Teilgraphen auch als "Wege" bzw. "Kreiseéibhnet. Mit die-
ser Vereinbarung kann dann auch von der Vereinigung oderRigchschnitt von
Wegen bzw. Kreisen gesprochen werden.

In einem Graphen kann eine Kantenfolge auch durch die Fegeeteiligten Ecken
angegeben werden, denn dadurch ist die Kantenfolge benedsutig bestimmt.

Zusammenhang Wir kommen nun zu dem grundlegenden Begriff @@sammenhangeines Pseu-
dographen. Kurz gesagt ist ein Pseudograph zusammenltingsm er "an einem
Stick" ist; der in Beispiel 1.1-6 vorkommende Graph ist mBht zusammenhan-
gend.
Die prazise Begriffsdefinition lautet:

Definition 1.2-3: Zusammenhang
verbindbare Ecken  Zwei Eckem, b eines Pseudographeh heiRenverbindbarin P, wenna = b ist
oder es einen Weg iR vona nachb gibt. Sind je zwei Ecken vai verbindbar, so
zusammenhangend heil3tP zusammenhangend

Beispiel 1.2-4:
=2 €3 =2 €4 €5
el 64 61 63
Py P2

Py ist zusammenhangeng; nicht.

Ein Pseudograpl® = (F, K,v) sei gegeben, die Verbindbarkeit vanb € E
werde durch: ~ b gekennzeichnet.

Satz 1.2-1: Die Verbindbarkeit- ist eine Aquivalenzrelation auf.
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Beweis: Die Reflexivitat ist aufgrund der Definition sofort klar.
Symmetrie: Ista ~ b, so gibt es inP einen Weg vor: hachb. Durchlaufen
dieser Kantenfolge in umgekehrter Richtung ergibt eineig W b nacha,
folglich istb ~ a.
Transitivitat: Ista ~ b undb ~ ¢, so hat man jeweils einen Weg vamach
b und vonb nachc. Die Aneinanderreihung dieser beiden Wege ergibt eine
Kantenfolge voru nache. Als Teilfolge lasst sich dann ein Weg vamachc
finden, somitist auch ~ c.

Definition 1.2-4: Zusammenhangskomponenten

Die ~-Aquivalenzklassen bilden eine disjunkte Zerlegung deéefEmengeF.

Die von den Aquivalenzklassen aufgespannten UntergraphanP heiRen die

(Zusammenhangs-) Komponenteron P. Zusammenhangs-
komponenten

Jede Zusammenhangskomponente ybist ein maximaler zusammenhangender

Untergraph vorP. P ist die disjunkte Vereinigung aller Komponenten.

P selbst ist zusammenh&ngend, wenn nur eine Komponentesexist

Beispiel 1.2-5:
P, aus Beispiel 1.2-4 besteht aus zwei Komponenten, die von den
Aquivalenzklasseie;, e, } und{es, ey, 5} aufgespannt werden.

Beispiel 1.2-6:

Nimmt man alle Hauptanschliisse im offentlichen Telefonrr Deutschen
Bundespost sowie die Vermittlungsstellen als Ecken undatsvischen liegen-
den Leitungen als Kanten, so ergibt sich ein Multigraph. Rissage, dass die-
ser Multigraph zusammenhangend ist, bedeutet, dass vemjBdnkt zu jedem
anderen telefoniert werden kann.

In vielen Anwendungen hat man es mit Pseudographen zu tundgoen man
von vornherein weil3, dass sie bestimmte spezielle Eigaftethhaben. Betrachtet
man z. B. bei dem das Telefonnetz darstellenden Multignapbeeine Ortsvermitt-
lungsstelle mit den daran angeschlossenen Teilnehmeemtkalt dieser Teilgraph
keinen Kreis.

Besonders haufig tauchen Klassen von Pseudographen aufumdie das Nicht-
Enthalten bestimmter Teilgraphen charakterisiert simdfdlgenden werden einige
wichtige dieser Klassen eingefihrt.

Definition 1.2-5: Kreisloser Pseudograph

Ein Pseudograph heilkreislos wenn er keinen Kreis enthalt. Ein kreisloser Pseueisloser
dograph heif3t auchvald. Pseudograph
Ein zusammenhangender Wald ist Biaum. Wald

Ein Wald, der aus: Komponenten besteht, hei3t auch @iBaum. Ba;m
n-paum
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binares Suchen

Man beachte: ein kreisloser Pseudograph ist stets ein Graph

Beispiel 1.2-7:

Pq Po

Py ist ein Wald bzw. eir2-Baum, P; ist ein Baum. Der Pseudograph aus Bei-
spiel 1.2-1 enthalt Kreise und ist somit kein Wald.

Auf einen Baum bzw. Wald trifft man oft dann, wenn man es niteeiGrundge-
samtheit zu tun hat, die "baumartig" hierarchisch geortsteMan denke etwa an
die sogenannten Familienstammbaume.

Auch beim sogenanntdainaren Suchenist eine Baumstruktur (bindrer Suchbaum)
im Spiel. Soll z. B. eine weitere Zahl in eine bereits geotdrgste von Zahlen
(etwa Messwerten) an der richtigen Stelle eingeordnet@&ersb empfiehlt es sich
als Strategie, die neue Zahl zunachst mit der Zahl zu vetygai, die genau in der
Mitte der bisherigen Liste steht, um dann zu wissen, ob maks? oder "rechts"
davon weitersuchen muss; mit der Gibriggebliebenen Hadité dte wird dann ent-
sprechend verfahren usw. Diese Vorgehensweise entsdaeamnDurchlaufen eines
Weges in einem Baum, dessen Ecken die Mittelpunkte denterepréasentieren.

Beispiel 1.2-8:

Zu der geordneten Liste

(3,5,6,8,11,12,16, 19, 20, 22, 23, 27, 28, 30, 33) gehort der im folgenden Dia-
gramm dargestellte Suchbaum:

// /\ AN

16 20 23 28 33
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Die Zahl 19 ist die mittlere aller gegebenen Zahleénist die Mitte des "links"
von 19, 27 die Mitte des "rechts" vom9 liegenden Intervalls etc. Eine neu einzu-
ordnende Zahl muss nun nur MiZahlen verglichen werden, um an die richtige
Stelle eingeordnet werden zu kdnnen; z. B. viiddnit 19, 27, 22 und 23 vergli-
chen.

Von Interesse ist auch das Problem, innerhalb eines nielgl&sen Pseudographen
einen moglichst grof3en Baum als Teilgraphen aufzuspuren.

Definition 1.2-6: Gerust
P sei ein Pseudograph. Ein BauBy der Teilgraph vonP ist und jede Ecke voRr

enthalt, heil3t ein Gerist (oder spannender Baum) #on Geriist
spannender Baum

Beispiel 1.2-9:
Das Diagramm stellt den Pseudographen aus Beispiel 1.2k ®in Gerust
dar.

L J ¢ —@& O
k3 k4 k5 k6 k4
Kk
ey KT Jes e19—"—gc5
Kk
kgl |2 ki1 kg k11
k10
€5 s €7 ege e
kio
Beispiel 1.2-10:

Ein Datennetz mit NetzknoteA, B, . .., G habe die im folgendem Diagramm
gezeigte Graphenstruktur:
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A B
C D G
E F

Soll nur sichergestellt werden, dass jeder Knoten mit jedaderen kommuni-
zieren kann (eventuell Gber Zwischenknoten), so missegligt die Kanten
eines Gerists genutzt werden. Das folgende Bild zeigt eiiste

A.—GDB

Dieses spezielle Gerust wirde sich z. B. dann zur Nutzunggam) wennD im
"Broadcasting"-Verfahren Meldungen an alle anderen Kmsticken will.

Als nachstes werden zwei wichtige Eigenschaften von BalmenGerusten nach-
gewiesen, die von der Anschauung her unmittelbar einlenchinter allen zusam-
menhangenden Graphen mit einer festen Eckenanzahl halemeBiie wenigsten
Kanten, und jeder zusammenhangende Pseudograph enth&8egist. Zunachst
sind einige Voruberlegungen ndtig.

Hilfssatz 1.2-1: SeiF’ ein Kreis in dem zusammenhangenden Pseudographen
P, k eine inF vorkommende Kante. Dann ist auch der PseudogrBph=
P\ k zusammenhangend.

Beweis: Es seien, b zwei beliebige Ecken voR’ bzw. P. Es ist zu zeigen, dass
a undbin P’ verbindbar sind. D& zusammenhéngend ist, gibt eshreinen
Weg vona nachb. Benutzt dieser Weg die Kantenicht, so ist dies auch in
P’ ein Weg vona nachb. Enthélt dieser Weg i® von a nachb jedoch die
Kantek, so kann statt der Kanteder ganz inP" enthaltene Rest des Kreises
F (auRerk) benutzt werden, um nun eine Kantenfolgeinvon a nachb zu
erhalten, die einen Weg als Teilfolge enthalten muss.

Satz 1.2-2: Jeder zusammenhangende Pseudograph besitzt ein Gerust.
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Beweis: Der Beweis wird durch vollstdndige Induktion tber die Anzder
Kanten| K| von PseudographeR = (F, K,v) gefuhrt. Im Falle| K| = 1
ist der Satz offenbar richtig.
Nun wird vorausgesetzt, dass fur alle Pseudographem rfiit > 1) vielen
Kanten die Behauptung bereits richtig sei, ferner sei esammenhangender
Pseudograpt® mit || = n + 1 gegeben. IsP ein Baum, so ist nichts zu
zeigen,P ist "sein eigenes Gerist".
Enthalt P aber einen Kreig”, so qilt flr eine beliebige Kante aus diesem
Kreis, dassP’ = P\k ein zusammenhangender Pseudograph (nach Hilfs-
satz 1.2-1) mitn vielen Kanten ist, der nach Induktionsvoraussetzung ein
Gerust besitzt. Dieses Gerust ist auch ein Gerustron

Definition 1.2-7: Endkante

Eine Ecken eines Pseudographef mit v(a, P) = 1 heil3t eineEndeckevon P.  Endecke
Eine Kante, die mit einer Endecke inzidiert, heitidkante Endkante
Fur je zwei Eckem, ¢ von P definiert man de\bstand|b, ¢|» zwischerb undcin  Abstand

P wie folgt:

=

wennb = c Iist;

oo, wennb undc in P nicht verbindbar sind;
wennl die kirzestmaogliche Lange eines
Weges inP vonb nachc ist.

|b,C‘p =

o~

Hilfssatz 1.2-2: P = (F, K, v) sei ein Baum. Dann gilt:

i. P enthalt mindestens zwei Endecken.
i. |K|=|FE-1

Beweis: i. a,b € E seien derart gewahlt, dags b|p fir P maximal ist, d. h.
es gibt keine zwei Ecken, die einen gro3eren Abstand vondarahaben.
Wir zeigen, dass (und aus Symmetriegrinden augheine Endecke ist.
(a, ky,e1,ka,e9,...,k;,b) sei ein kiirzester Weg i von a nachb. Hattea
aul3ere; eine weitere Nachbarecke(s. das Diagramm), so misste es wegen

|f7 b|P S |a7 b|P
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einen kurzesten Weg vafinachb geben, der nicht durch die Eckererlauft.
Dann gébe es jedoch einen Kreisfmim Widerspruch zur Voraussetzung.

ii. Dies folgt nun leicht mit Induktion: Entfernen einer

Endecke und der zugehdrigen Kante fiihrt zu einem Teilbadm =
(EB',K' o Yymit|E'| = |E| -1,|K'| = |[K|-1und|K'| = |E'| -1
(nach Induktionsvoraussetzung).

Damit kann nun folgendes gezeigt werden.

Satz 1.2-3: P = (E, K,v) sei ein zusammenhéngender Pseudograph. Dann
gilt |K| > |E| — 1,und esistK| = |E| — 1 genau dann, wen# ein Baum
ist.

Beweis: Die allgemeine Ungleichungy| > |E| — 1 folgt sofort aus Satz 1.2-2
und Hilfssatz 1.2-2 ii), ferner auch die Gleichujfg| = |E| — 1 fur einen
Baum. Sei nun umgekehik'| = |E| — 1.

Wir nehmen an,P sei kein Baum. Nach Hilfssatz 1.2-1 kann albiseine
Kante k. entfernt werden, so dag® = P\k zusammenhangend ist. In dem
zusammenhangenden PseudograpRémit Eckenmengels und Kanten-
mengeK’ = K\{k} giltalso|K’| < |E| — 1.

Dies ist nun ein Widerspruch, denn nach Satz 1.2-2 misste/ésin Gerist
geben, welches nach Hilfssatz 1.2#2 — 1 viele Kanten hat, die samtlich in
der MengeK' enthalten sind.

Folgerung 1.2-1: Alle Geriliste eines zusammenhdngenden Pseudographen
P = (E, K,V) haben dieselbe Anzahl von Kanten (namlieh — 1).

Beispiel 1.2-11:

Im folgenden Diagramm ist ein weiteres Gerust des GrapheBaispiel 1.2-10
dargestellt. Beide Geruste hab&Kanten.
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Als nachstes wird eine weitere interessante Klasse vondegeaphen betrachtet,
die sich (allerdings erst auf den zweiten Blick) durch dashidEnthalten gewisser
Kreise charakterisieren lassen.

Definition 1.2-8: Bipartiter Pseudograph

Ein Pseudograpl® = (F, K, v) heil3tbipartit (oderpaar), wenn die Eckenmengebipartiter (paarer)
F die disjunkte Vereinigung zweier nicht-leerer Teilmengerund E” ist derart, Pseudograph
dassE’ undE" kantenlose Untergraphen vdhaufspannen, wenn also alle Kanten

von P einen Endpunkt itE’ und einen inE” haben.

Beispiel 1.2-12:
°1 .0 €1 €2
€2 €5 €3 €4
68 64 65 66

Beide Diagramme stellen denselben Pseudographen dampértiten Fall ist es
tiblich, wie hier im rechten Diagramm, die MengBnund E” (hier {e,, es, e5}
und{e,, e4, €6 }) auch optisch voneinander zu trennen.

Satz 1.2-4: Ein Pseudograpt® = (F, K,v) ist genau dann bipartit, wenf
keinen Kreis ungerader Lange enthalt.

Beweis: Ist P bipartit, so kannP sicher nur Kreise gerader Ladnge enthalten
(wie im obigen Beispiel), denn fir einen Kreis mit einer uragken Anzahl
von Ecken ist es nicht moglich, dass diese Ecken abwechgelzdvei dis-
junkten MengerE’ undE” gehéren.

Umgekehrt enthalt® keinen Kreis ungerader Lange. Der Nachweis, dass
bipartitist, wird durch Induktion tiber<| (Anzahl der Kanten) gefiihrt, wobei
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Brucke (Isthmus)

Blatt

far den Induktionsanfand<| = 0 nichts zu zeigen bleibt. Als Induktionsvor-
aussetzung wird nun angenommen, dass die BehauptungdiPsdudogra-
phen mitn vielen Kanten richtig ist. Es sét ein Pseudograph mit+1 vielen
Kanten, der keine ungeraden Kreise enthalt, fernek sei eine beliebige
Kante undP := P\ k. P enthélt keinen ungeraden Kreis, denn durch Léschen
einer Kante werden keine neuen Kreise erzeugtPDaviele Kanten hat, ist

P nach Induktionsvoraussetzung bipartit, d. h. man hat eineeifing der
Eckenmengé” von P (die auch die Eckenmenge véhist) in E' undE”, so
dass jede Kante voR — {k} eine Ecke vor¥’ mit einer ausE” verbindet.
Gelingt es nun zu zeigen, dass von den Endpunkiemdb von k einer zuk’

und der andere z&" gehdrt, so ist aucl? als bipartit nachgewiesen.

Es sind zwei Félle zu betrachten.

Sinda undb in P nicht verbindbar (d. h. sie gehéren zu verschiedenen Kom-
ponenten vorP), so kann (ber die Zerlegung und E” 0.B.d.A. voraus-
gesetzt werden € E' undb € E”. Sinda undb in P verbindbar, so muss
jeder Weg voru nachb in P eine ungerade Anzahl von Kanten enthalten,
denn sonst hatte man (durch Hinzunahme ¥preinen ungeraden Kreis in
P. Anfangs- und Endknoten eines ungeraden Wegd3 gehoren offenbar

zu verschiedenen unter den MengEnund E”. Damit ist gezeigt, das®
bipartit ist.

Zum Schluss dieses Abschnitts soll ein weiterer Begrifigefihrt werden, der
anschaulich leicht zu fassen ist.

Definition 1.2-9: Briicke

Eine Kantek des PseudographeR heil3tBricke (oder Isthmus) von P, wennk
keine Endkante vo® ist und wenn dig: enthaltende Komponente vdn nach
Wegnahme voh (d. h. in P\k) in zwei Komponenten zerféllt. Diese beiden Kom-
ponenten vorP\ k heiRen dieBlatter zur Brickek.

Beispiel:
k
Graph mit Brucke k Blatter zur Bricke k

Ohne Beweis merken wir an, dakstets genau dann eine Bricke vBrist, wenn
P keinen Kreis durclk enthélt undk keine Endkante vor® ist. Auch der Beweis
der folgenden Charakterisierung von Baumen sei dem Lesgladsen.
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Satz 1.2-5: Fur einen MultigrapherP sind folgende Aussagen aquivalent:

i. Pistein Baum.

ii. P ist zusammenhangend, und jede Kante vonst Endkante oder
Bricke.

iii. Je zwei Ecker: und b sind durch genau einen Weg i miteinander
verbunden.

Selbsttestaufgabe 1.2-1:

i. Erlautern Sie die Begriffe Kreis und Baum.
ii. Bestimmen Sie die Anzahl der verschiedenen Gerusteotlsgindigen Graphen
K, mit 4 Ecken.

1.3 Kreise und Schnitte

Definition 1.3-1: Spannender Wald
Ein Multigraph M = (FE, K, v) sei gegeben mit Ecken undn Kanten, alsa: =
|E| undm = |K|. M bestehe aus Komponenten.

SindMy, ..., M, die Komponenten vol und By, ..., B, Geruste, alsd3; jeweils

ein Gerust inM;, so ist die Vereinigun@ = B;U ... U By ein k-Baum bzw. Wald.

Da B ganzM aufspannt, wirdB auch alsspannender Waldezeichnet. Mithilfe spannender wald
von Folgerung 1.2-1 ist leicht einzusehen, d&ss— k viele Kanten hat. Die Zahl

p(M)=n—k

hei3t derRangvon M. Rang



24 1 Grundbegriffe

Beispiel 1.3-1:

n=38
m =9
k=3
My Ms M3
B
V o(M) =5
B Bo

° ° D

Definition 1.3-2: In obigem Beispiel ist im dritten Diagramm der Teilgraphvon
M dargestellt, der genau die nicht zu dem spannenden Wajdhdrenden Kanten
enthalt, dies missen natirlich — n + k viele sein.

spannender Ko-Wald D ist ein spannender Ko-Wald(Das Wort "spannend” bezieht sich hier auf den
Wald B.) Die Zahl

u(M)=m—n-+k

Nullitat  heif3t dieNullitat (auch: Rangabfall) vor/.
Rangabfall

Die Begriffe "spannender Wald" und "spannender Ko-Waldtisiueinander dual.
Es ist nicht so leicht einzusehen, wird sich aber bald zeidass der nun einzufih-
rende Begriff eines Schnittes in gewissem Sinne dual zu diees &reises ist:

Definition 1.3-3: Ist die Eckenmengé& von M die disjunkte Vereinigung zweier
nicht-leerer Teilmenge’ und E”, so heilt die Meng& C K aller Kanten, von
Schnitt  denen ein Endpunkt iB” und einer inE” liegt, einSchnittvon M.
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Beispiel 1.3-2:
ko
Multigraph M
Ky

— zugehoriger Schnitt
Sl = {k’5}

— zugehoriger Schnitt
SZ - {k'la k'3a k'4a k'5}

Definition 1.3-4: Fundamentaler Schnitt

Zusatzlich zu dem Multigraphe¥l sei nun ein spannender Waltl= B U. ..U By

von M vorgegeben. Eine Kante vavl gehort entweder z# und heildt dann ein
Zweigvon M beztiglichB, oder die Kante gehort nicht zZB und ist einéSehnevon  Zweig
M bezuglichB. Sehne
Offenbar hat man auf diese Weig)/) viele Zweige ung.(1/) viele Sehnen.
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fundamentaler Kreis

fundamentale Menge
von Kreisen

fundamentaler Schnitt

fundamentale Menge
von Schnitten

Beispiel 1.3-3:
ko
k
k]t 3 k4 Graph G mit n =4, m =5, k = 1;
o(G) = 3, u(G) = 2.
5
k
2 Gertist bzw. spannender Wald B;
ki, ko, k5 sind Zweige,
kl ks und k4 Sehnen.
ks

Man beachte, dass eine andere Auswahl eines spannendere8auneiner
anderen Einteilung in Zweige und Sehnen fiuhrt, deren Arzabkind jedoch
von dieser Auswahl unabhangig.

Definition 1.3-5: Fundamentaler Kreis

Wir gehen wieder vord/ und B wie in Definition 1.3-4 aus. Flgen wir eine Sehne

s zu B hinzu, so erhalten wir in dem neuen Teilgraphen genau einers Kdenn

in B gibt es zwischen den Ecken einer Sehne genau einen Weg,taiarBiehne
zusammen genau einen Kreis bildet. Dieser Kreis hieifflamentaler Kreisder
Sehnes. Die p(M) vielen fundamentalen Kreise, die auf diese Weise entstehen
bilden einefundamentale Menge von Kreisen

Definition 1.3-6: Fundermentaler Schnitt

Dual fuhrt jeder Zweigz (von M bezlglichB) eindeutig zu einerfundamenta-
len Schnitt des Zweigeg: die z enthaltende Komponentg; von B zerfallt bei
Wegnahme der Bricke in Blatter £’ und E”. (Die Ecken der anderen Kompo-
nenten kdnnen o0.B.d.A&’ zugeschlagen werden.) Di¢//) vielen fundamentalen
Schnitte, die so entstehen, bilden dimedamentale Menge von Schnitten
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Beispiel 1.3-4:
Es wird wieder der Grapli’ aus Beispiel 1.3-3 betrachtet, zunachst mit dem
dort angegebenen Gerist

k2 o K2,
G kl kg k4 kl B
o————@
k5 ks
ko
Fundamentale
Kreise: kq (der Sehne kg)
k3
ko
kq ky (der Sehne ky)
ks
Fundamentale
Schnitte:  ___|___/ _| |___ (des Zweiges kq)

> lf{ (des Zweiges kg)

K4 (des Zweiges kg)

Ein anderes Gerist ist z. B. folgendgs
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Eine wie sich bald zeigen wird wichtige Beobachtung tberns&@nd Schnitte ist
schlief3lich der folgende

Satz 1.3-1: In einem Multigraphen hat jeder Schnitt mit jedem Kreis gjamde
Anzahl von Kanten gemeinsam.

Beweis: Ein KreisC' und ein SchnittS mit zugehdriger Einteilung in disjunkte
Eckenmenger®’ und E” seien gegeben. Gehort der Kréisganz zu einem
der vonE’ bzw. vonE" aufgespannten Untergraphen, so®iait S offenbar
keine Kanten gemeinsam, und die Behauptung stimmt.

Wir setzen nun also vorau§, durchlaufe Ecken vo” und vonE”; e € E’

sei eine zW' gehorende Ecke. Durchlauft man nun, vomusgehend, einmal
den KreisC', wobei man wieder bet € E’ endet, so muss man fur jeden
Ubergang von einer Ecke aus zu einer Ecke au€” (d.h. die benutzte
Kante liegt inS) auch einen solchen Ubergang in umgekehrter Richtung
haben, andernfalls konnte man nicht bei £’ enden. Dies zeigt aber genau
die Behauptung.

In den folgenden Abschnitten wird sich zeigen, dass siclStiiektur eines Mul-
tigraphen in hohem Mal3e mit den Mitteln der Linearen Algdimachreiben lasst.
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Dies ist besonders auch fir die Anwendungen der Graphemthemn Bedeutung,

denn die Lineare Algebra ist ein gut untersuchtes matheptas Gebiet und bietet
fur viele Probleme bewahrte Rechenverfahren.

Der ganze weitere Verlauf des Kurses wird durch die Spraoledie Denkweisen

der Linearen Algebra stark gepragt sein. Um die Eigensehafbn Kreisen besser
darstellen zu kdnnen, wird es dabei ginstig sein, einerskineeéinem Pseudogra-
phen einerseits als Teilgraphen aufzufassen, ihn aberemséés einfach mit der
Menge seiner Kanten zu identifizieren.

Fasst man di€otenzmengeP (K') der Kantenmengek™ als Vektorraum tiber dem Potenzmenge der
KorperIF, auf, so ist die Summe zweier Kreise, die genau eine Kante igpsama Kantenmenge
haben, wieder ein Kreis.

Beispiel 1.3-5:
Ko
b
kl k4
D
k5
k
2 ko
k k3
! Ka kg S| ki,
ks kg
Kreis C4 Kreis Cy Kreis C + Oy
— {k17k27k3} — {k37k47k5} — {k17k27k47k5}

Die soeben gewonnene Erkenntnis soll nun verallgemeirendem.
Wir setzen (zu gegebenem Multigraphif

C :={C C K | C ist eine Vereinigung kantendisjunkter Kreise}

undC* := C U {0}.
Man beachte, dass kantendisjunkte Kreise nicht notwendily knotendisjunkt sein
mussen.

Es soll nun gezeigt werden, daB$ ein Untervektorraum voi® (K) ist. Das Ent-
scheidende dazu steckt in dem folgenden
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Hilfssatz 1.3-1: C* besteht aus allen Teilgraphen vad, in denen jede Ecke
einen geraden Grad von mindestens zwei hat.

Beweis: Zunachst folgt aus der Definition unmittelbar, dass jedeeEekes
C € C* einen geraden Grad hat. Umgekehrt sei nun ein Teilgfaph 0
mit dieser Eigenschaft gegeben; eslist C zu zeigen. Dies folgt leicht mit
Induktion: dal” kein Baum ist (dann musste es eine Endecke geben), gibt es
in 7" einen Kreis. Nun sind mit jeder Ecke eines Kreises genau geieer
Kanten inzident. Entfernen der Kanten dieses Kreises/afigrt zu einem
Teilgrapheri’” vonT" und damit auch voi/, in dem wieder jede Ecke einen
geraden Grad hat. Dabei werden isolierte Ecken (vom Grat) Wabgelas-
sen, d. h. wenfl” nicht der leere Graph ist, so hat jede Ecke Y8rwieder
einen geraden Grad von mindestens zwei. Die analoge Argatiamfir 7’
fuhrt zuT"” etc. -auf diese Weise kommt man durch dauerndes Entfermen vo
Kreisen und isolierten Ecken zum leeren Graphen, womit aibaBptung
folgt.

Satz 1.3-2: C* ist ein Untervektorraum der Potenzmerigex).

Beweis: Der Beweis dieses Satzes ergibt sich jetzt mit Hilfssatzl1a®is der
Beobachtung, dass die Vektorraumsumme zweier Kantenmengeleren
zugehdrigen Teilgraphen jede Ecke einen geraden Gradhesith wieder
diese Eigenschaft hat.

In dem MultigraphenV/ sei nun wieder ein spannender Wadbdgegeben. Es gilt
der

Satz 1.3-3: Die u(M) vielen fundamentalen Kreise vai (bezuglichB) bilden
eine Basis des Vektorraurgs.

Beweis: si,..., S, _nik Seiendie Sehnenurtd, . .., C,,_, . die zugehdrigen
fundamentalen Kreise. Die lineare Unabhangigkeit folgt daraus, dass die
Sehnes; nur in C; und keinem der andere®}; enthalten ist, folglich kang’;
nicht als Summe anderer fundamentaler Kreise dargestitten.

Es bleibt zu zeigen, dass jedes Element @nSumme von fundamentalen
Kreisen ist. SelC' € C*, C' # (). Es seiers;y, ..., s;, die in C' enthaltenen
Sehnen. Wir behaupten, dass= C;; +. ..+ C;, ist. DaC' undC;; +. . .+,
genau die gleichen Sehnen enthalten (namdjch . ., s;,.), enthaltC’ = C' +
(Ci1 + ... + C;,) uberhaupt keine Sehnen. Andererseits ist @alfee C*,
womit C’ = () und die Behauptung folgt.

Folgerung 1.3-1: Fr jeden MultigraphenV/ gilt

|C| =2 1.

Wir wenden uns nun wieder den Schnitten zu und setzen (zubgagen Multigra-
phen)M)

S := {S C K|S ist ein Schnitt
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und
S*:=Su{0}.
Auch S* ist gegentuber der Summenbildung abgeschlossen.
Beispiel 1.3-6:

Fur die SchnitteS; und S, aus Beispiel 1.3-2 ist auch; = S; + S, =
{k1, k3, k4 } ein Schnitt, wie folgendes Bild zeigt:

Es werden nun ohne Beweise einige Satze und FolgerungendigdodfengeS*
aufgezahlt, wobei die Ahnlichkeit der Aussagen zu denem Gteauffallt:

Satz 1.3-4: e S*ist ein Untervektorraum voR (K ).

e Istirgendein spannender Walglin M/ gegeben, so bilden djg A7) vielen
fundamentalen Schnitte eine Basis &n

o S| =20 1,

Es soll noch einmal darauf hingewiesen werden, dass dieafyessiber die Vek-
torraumeC* und S* und deren Elementeanzahlen nur vidnabhangen; die Basis
der fundamentalen Kreise bzw. Schnitte hangt allerdingsdey Wahl eines span-
nenden Walde® ab.

Eine interessante Beobachtung, die an spaterer Stelleevielumg finden wird, ist
es nun, dass die Untervektorrau@e undS* von P(K') orthogonal sind:

Satz 1.3-5:

C" LS

Beweis: Mit Hilfe von Satz 1.3-1 folgt, dass ein beliebiges Eleméntce C*

mit einem beliebigefi’ € S* eine gerade Anzahl von Kanten gemeinsam hat.

Dies hatD - T' = 0 zur Folge.

Die bisher beschriebene Dualitat zwischen Kreisen undiehrspiegelt sich auch
in deren Verhéltnis zu spannenden Baumen bzw. Ko-Baumesr. Ehfachtheit
halber seiM als zusammenhangend vorausgesetzt).

Ohne Beweis merken wir an:
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Konigsberger
Bruckenproblem

Eine Kantenmengé C K ist genau dann ein Schnitt, weisheine minimale Teil-
menge vonk ist mit der Eigenschaft, von jedem spannenden Baum mingkeste
einen Zweig zu enthalten.

Eine Kantenmengé€' C K ist genau dann ein Kreis, wert eine minimale Teil-
menge vonk ist mit der Eigenschatft, von jedem spannenden Ko-Baum rsteds
eine Sehne zu enthalten.

Zum Schluss dieses Abschnittes soll Hilfssatz 1.3-1 zunmagsifir einige kurze
Bemerkungen zu Eulerschen und Hamiltonschen Graphen imdmdgringen der
Graphentheorie genommen werden.

Das beriihmteKonigsberger Brickenproblem lautet folgendermaf3en. In dem
durch Konigsberg flieRenden Pregel gab es zwei Inseln, dehdiieben Bricken
miteinander und mit den Ufern (wie im untenstehendem Bilgegieutet) verbun-
den waren. Es stellte sich die Frage, ob es mdglich sei, amdejnem Punkt in
einem der Gebietd, B, C, D loszugehen, jede Bricke genau einmal zu passieren
und zum Ausgangspunkt zurtickzukehren.

m@?
tﬁQA«

Der Mathematiker Euler fand im Jahre 1736 heraus, dass das midglich ist.

Dies wird allgemein als Ursprung der Graphentheorie argesedenn Eulers
Begrindung war, dass der im folgendem Diagramm dargesidliftigraph keinen
geschlossenen Kantenzug enthalt, der jede Kante genaaldiemutzt.
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Aus diesen Grunden nennt man einen geschlossenen Kantenzigem Pseu-

dographen, der jede Kante enthalt, eifierierschen Kantenzug ein Eulerscher Eulerscher Kantenzug
Pseudographist ein solcher, der einen Eulerschen Kantenzug besitzglde aus Eulerscher

einem geschlossenem Kantenzug besteht. Pseudograph

Es gilt nun folgender

Satz 1.3-6: Fur einen zusammenhangenden Pseudographen(E, K, v) sind
die folgenden Aussagen aquivalent:

i. PistEulersch.
ii. P (bzw.K) ist eine Vereinigung kantendisjunkter Kreise
lii. Jede Ecke vorP hat einen geraden Grad.

Beweis: Am leichtesten ist es, die Implikationen+} iii), iif) — ii) und ii) — i)
nachzuweisen.
i) — iii): Es seiC' ein Eulerscher Kantenzug van. Bei einem Durchlaufen
des Kantenzug§é' tragt jedes Vorkommen einer Eckeden Summanden 2
zum Grad vore bei. Da jede Kante vo® genau einmal durchlaufen wird,
muss jede Ecke geraden Grad haben.
iii) — ii): Dies ist eine direkte Folgerung aus Hilfssatz 1.3-1.
i) — i): Es seiC' ein Kreis in einer Zerlegung der Kantenmerigen kanten-
disjunkte Kreise. Ist’ ein Eulerscher Kantenzug, so ist nichts zu beweisen.
Andernfalls gibt es, d& zusammenhangend ist, einen weiteren Kégisder
mit C' eine Eckee gemeinsam hat. Wir kdnnen nun 0.B.dAals Anfangs-
und Endpunkt beider Kreise wahlen und so, voamusgehend, zuerst und
anschlieBend” durchlaufen. Indem die Argumentation &hnlich fortgefihrt
wird, erhalten wir schlief3lich einen Eulerschen Kantenzug

Der \Wollstandigkeit halber soll noch angemerkt werdensdagia Pseudograph, in

dem es einen alle Ecken enthaltenden Kreis gilimiltonsch genannt wird. Eine

einfache Charakterisierurtpmiltonscher Pseudographefetwa ahnlich Satz 1.3- Hamiltonscher
4 fur Eulersche Pseudographen) wurde bisher nicht gefunden Pseudograph

Selbsttestaufgabe 1.3-1:

Man Uberlege sich, dags(M) = 0 fur jeden Wald)/ (und keine anderen Multi-
graphen) gilt.
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2 Darstellung von Graphen

2.1 Diagramme und Planaritat

Schon im ersten Abschnitt war von Diagrammen - also zeigcbelgen Darstel-
lungen von Pseudographen - die Rede. Besonders Uberdicigti ein solches
Diagramm, wenn sich die gezeichneten Linien nicht schmei&ié@r Graphen, die
durch ein solches Diagramm in der Zeichenebene darstdalibdywurde folgender
Begriff gepragt:

Definition 2.1-1: Planare Darstellung
planarer Graph  Ein GraphG = (FE, K, v) heifdtplanar, wenn er so durch Punkte und Linien der
Zeichenebene dargestellt werden kann, dass sich die Lmar Gberschneiden;
planare Darstellung  ein solches Diagramm nennt man eplanare DarstellungvonG.

Beispiel 2.1-1:

Die folgenden Diagramme zeigen den vollstandigen Gragtiemit 4 Ecken;
das zweite und dritte bieten planare Darstellungen uncereidass<, planar
ist.

< ) A

Man beachte: nicht jedes Diagramm eines planaren Graph&mis planare
Darstellung.

Beispiel 2.1-2:
Der GraphKj ist nicht planar. Dies zu beweisen, ist allerdings nichtzgaim-
fach.
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Das dritte Diagramm in Beispiel 2.1-1 ist eine planare Calshg, in der jede Kante
als gerade Strecke gezeichnet ist. Man kann beweisen (deskvdrde hier zu weit
fuhren), dass es ein solches Diagramm flr einen planarggh@nammer gibt.

Es leuchtet ein, dass es fur einen gegebenen Graphen dsistttawierig festzustel-
len sein kann, ob er planar ist oder nicht - die Frage ist, amésr den im Prinzip
unendlich vielen méglichen Diagrammen eine planare Didusig gibt. Nun kann
man sich zwar Uberlegen, dass es nur endlich viele "weskn#tirschiedene" Dia-
gramme gibt, jedoch bleibt nach wie vor das Problem, wie manFdage nach
der Planaritat am schnellsten beantworten kann. Wir weatédieses Problem an
spaterer Stelle zuriickkommen, wenn von der Bewertung vgarRhmen die Rede
ist.

Beispiel 2.1-3:

Der Leser versuche zunachst selbst, eine planare Dargjadiels Graphen aus
dem ersten Diagramm unten zu finden. Anschliel3end Uberzazgieh, dass es
sich im zweiten und dritten Bild um solche Darstellungenden

Definition 2.1-2: Gebiete
Eine planare Darstellung teilt die Zeichenebene&3abieteein, wenn die gezeich- Gebiete
neten Kanten als Grenzlinien aufgefasst werden.

Beispiel 2.1-4:

In der folgenden planaren Darstellung d€s sind die Gebiete mit\, B, C, D
bezeichnet. Zu beachten ist, dass auch der auRerhalb dase@iléegende "Rest
der Zeichenebene" als Gebiet gezahlt wird.

-
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Fur die Anzahl der Gebiete in einer planaren Darstellunigdgit folgende Zusam-

Eulersche menhang, die sogenanritelersche Polyederformel

Polyederformel L . .
Satz 2.1-1: Fur eine planare Darstellung eines zusammenhangendenh®rap

mit n Ecken,m Kanten und- Gebieten gilt stets

n—m-+r=2.

Beweis: Die r — 1 vielen Kreise, die die inneren Gebiete in dem Diagramm
umschliessen, werden die Maschen der Darstellung gengsnivird nun
gezeigt, dass die Maschen eine Basis Wnbilden. Mit Satz 1.3-3 folgt
dannr — 1 = m — n + 1 und damit die Behauptung.

Es seienC,...,C,_; die Maschen(,...,G,_, die einzelnen von die-
sen Maschen eingeschlossenen Gebiete. Eine (im Vektor€ziugebildete)
Summe irgendwelcher dieser Maschen umschliel3t stets gdirazu den
Summanden gehdrenden Gebiete, z. B. umschligBt C; + C5 die Gebiete

(G1, G5 und GG3. Dies bedeutet auch, dass keine Masche als Linearkombina-
tion anderer Maschen darstellbar i&t,, . .., C,._; sind folglich linear unab-
hangig. Nun seC ein beliebiges Element vo@*. Die von C' umschlosse-
nen Gebiete seiefy;,,...,G,;,. EsistdanrC = C;, + ..., +C;,. Damit ist
{C1,...,C._1} als Basis vorC* nachgewiesen, und der Beweis ist erbracht.

Der hier angedeutete algebraische Beweis der Eulerschged@doformel entspricht
natdrlich nicht der zuerst gefundenen Argumentation.rer verknipft die For-
mel urspringlich die Zahlen der Ecken, Kanten und Seiteméldceines konve-
xen Polyeders im Raum und kann auch zur Bestimmung deguléaren Polyeder
genutzt werden.

Die Eulersche Polyederformel kann ausgenutzt werden, enfiottiende notwen-
dige Bedingung fir die Planaritéat eines Graphen abzuleiten

Satz 2.1-2: Ein zusammenhangender planarer Gra@hmit n Ecken(n > 3)
hat hochsten8n — 6 viele Kanten.

Beweis: Der Beweis wird durch Induktion Giber die Anzahl dedrenthaltenen
Briicken gefiihrt. Zunachst enthalfe keine Briicke.GGq, . .., G, seien die
Gebiete einer gegebenen planaren Darstellung] fgr ¢ < r seikg, die
Anzahl der das Gebiet/; begrenzenden Kanten. Da jede Kante v@rzu
genau zwei Gebieten gehort, gilt fir die Anzahlder Kanten

2m:kG1+...+kG7, 237’,
denn es ist stets;, > 3. Mit der Eulerschen Polyederformel folgt daraus

3(m—n+2) <2m
oder m < 3n — 6,

was zu beweisen war.
Nun enthalte=s + 1 viele Brucken, und die Richtigkeit des Satzes werde flr
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alle Graphen mit héchstersvielen Briicken angenommen. Wir wéhlen eine
Bruckek in G. Durch Entfernen voik, zerfallt G in zwei planare Teile&x,
und Gy, mit ny bzw. ny vielen Ecken undn, bzw. m, vielen Kanten.

Esist n =mn; +ny
und m =mq+msg+ 1.

Da G, undG; hochsteng viele Brucken enthalten, gilt nach

Induktionsannahmem,; < 3n; —6
und me < 3ng — 6.

Mit den oberen Gleichungen folgt darauws< 3n — 11 und somit erst recht
m < 3n — 6. Damit ist der Satz insgesamt bewiesen.

Mit Satz 2.1-2 ist sofort klar, dags; nicht planar ist, denn der Graph HatKanten,
durfte aber hochsterds 5 — 6 = 9 Kanten haben.

Kas

Fir den hier dargestellten Graphéty;, der ebenfalls nicht planar ist, greift
Satz 2.1-2 allerdings nicht. Hier missten kompliziertesiez& herangezogen wer-
den, auf die nicht eingegangen werden soll.

Ohne Beweis soll nun d&atz von Kuratowski (aus dem Jahre 1930) angegebegatz von Kuratowski
werden, welcher besagt, dass es im wesentlichen immer amealer Graphelk;

oder K 5 "liegt", wenn irgendein Graph nicht planar ist. Ein Bewe#k z. B. in

dem zitierten Buch von R. Gould nachgelesen werden. Zurgam&ormulierung

des Satzes muss allerdings der Begriff der Homdomorphgeéihrt werden:

Definition 2.1-3: Unterteilung

EineUnterteilungeines Graphef ist ein GraphH, der durch ein- oder mehrfache Unterteilung
Anwendung der folgenden Operation dki®rhalten werden kann: eine Kante=

{a, b} wird durch einen Weda, c;, . . . ¢, b) ersetzt, wobei alle; neue Ecken sind.

Zwei Grapherd’ und H” heilerhomdomorph wenn sie Unterteilungen desselbehoméomorph
Graphend sind.
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Beispiel 2.1-5:
a a
Sl
Cl co
b b

G H H
H'" und H” sind Unterteilungen vo* und somit homdéomaorph.

Satz 2.1-3: von Kuratowski
Ein Graphd ist genau dann planar, wenn er keineny oder K5 3 homdo-
morphen Teilgraphen enthalt.

Der Satz von Kuratowski liefert ein praktisches Verfahréndinen Planaritatstest
von Graphen: man muss alle Teilgraphen betrachten und aoftdmorphie zu
K5 oder K 5 hin Gberprifen. Dieses Verfahren ist jedoch sehr aufwernflif das
Problem wird an spaterer Stelle noch einmal eingegangen.

Der Abschnitt Gber Planaritat soll nicht abgeschlosseram®iohne einen Hinweis
darauf, dass beim VLSI-Layout Problemstellungen auftrebei denen z.T. die
Kenntnisse uber planare Graphen Anwendung finden.

Selbsttestaufgabe 2.1-1:

Erlautern Sie den Unterschied zwischen den Begriffen "atanGraph” und "pla-
nare Darstellung eines Graphen”.

2.2 Matrizen

Die Darstellung von Pseudographen durch Matrizen hat zvefiey\orteile:

e sie ist "rechnerfreundlich”, d. h. bietet sich an, wenn eigadkithmus konkret
fur einen Graphen auf einem Rechner durchlaufen werden soll

e sie bietet die Mdglichkeit, mathematische Eigenschafiam Matrizen fir die
Graphentheorie zu nutzen.

Ein Nachteil gegenuber der Darstellung durch ein Diagramegt lallerdings auf
der Hand: beim Nachdenken tber Graphen sind Diagramme ssdgemnd flir die
menschliche Intuition, was sich von Matrizen nicht sagesta
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Definition 2.2-1: Darstellung durch Listen

Eine Vorform der Matrizendarstellung besteht darin, dik&t und Kanten eines
Pseudographen einfach aufzuzahlen. Man spricht dann voar &arstellung

durch Listen, die hier nur fiir Graphen erklart werden soll. Der Einfaclithgal- Darstellung durch
ber werden die Ecken des Graphen im folgenden Beispiel miitlichen Zahlen Listen
1,2,...,n bezeichnet.

Beispiel 2.2-1:
4
1 3
G
2
Die Kantenliste eines Grapheny wird spezifiziert durch Kantenliste

e die Angabe vom;

e die Angabe der Liste der Kanten, etwa als Folge von Eckeepaar

Der GraphGG aus Beispiel 2.2-1 ist demnach beschrieben dureh4 und die Liste
(1,2),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4).

Eine andere Mdglichkeit ist die Darstellung durch eingdenzliste, zu der auf3er Inzidenzliste
der Angabe vom noch die Aufzahlung vom Listen A, ..., A, gehort, wobei4;

aus den Nachbarn des Punkidmesteht.

Der GraphG aus Beispiel 2.2-1 wird wie folgt durch eine Inzidenzlisegestellt:

n=4; Ay :2,4;, Ay :1,3,4; A3 :2.4; A, : 1,2, 3.

Welche Art von Liste (oder Matrix) die gunstigste ist, hangttrlich von der kon-

kreten Anwendung ab. Z.B. benétigen Kantenlisten zwar w8&pieicherplatz, sind

aber sehr unhandlich, wenn man etwa die Nachbarn einer Eckeigsuchen will.

Als nachstes wird die Adjazenzmatrix eingeftihrt, die nurdinen Graphen (und
nicht allgemein fir einen Pseudographen) gebildet werdén s

Definition 2.2-2: Ein GraphG = (E, K) sei gegeben mi&' = {e;,...,¢,} und
k = {e;, e;} (mit geeigneten, j) fir £ € K. Die Adjazenzmatri¥l(G) = (a;;) von  Adjazenzmatrix
G ist dien x n-Matrix mit folgenden Eintragen:
G — 1, falls {61-,6]-} e K
Y1 0, sonst.
Statt A(G) wird im folgenden oft nurd geschrieben. Wie man sofort sieht, ist die
Adjazenzmatrix eines Graphen stets symmetrisch und ¢ntkéfern eine gewisse

Redundanz, die man sich bei der Eingabe eines Graphen im &eehner durch
eine Adjazenzmatrix zunutze machen kann.
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Inzidenzmatrix

Fur den Graphery aus Beispiel 2.2-1 ergibt sich die Adjazenzmatrix

0101
1 011
A= 0101
1110

Der folgende Satz liefert eine interessante Eigenscha\dmzenzmatrix.

Satz 2.2-1: Ist A die Adjazenzmatrix eines Graphe&h so liefert der(i, j)-
Eintrag ag) der r-ten PotenzA™ die Anzahl der Kantenfolgen von Lange
die inG die Eckere; unde; verbinden.

Beweis: Der Beweis wird durch Induktion Uber gefihrt. Flrr = 1 ist die
Aussage des Satzes offenbar richtig.
Nun sei die Behauptung als Induktionsannahme-férl (mit » > 2) richtig.
Es gilt dann

n

(r _ (r=1)

Qij = E Qay
k=1

Wobeiag,:_l) die Anzahl der Kantenfolgen von Lange 1 zwischere; undey,

ist. Demnach ist fur jedelsdas Produktzg,z_l) -ay; die Anzahl der Kantenfol-
gen von Lange vone; nache;, deren letzte Kantéey, e; } ist. Da mit obiger
Summe alle Alternativen fug, durchlaufen werden, folgt die Behauptung
auch furr, d. h. der Satz ist insgesamt bewiesen.

Beispiel 2.2-2:
Fur die AdjazenzmatriXd des Graphen aus Beispiel 2.2-1 gilt
21 2 1
1 3 1 2
2 _
A= 2 1 21
1 21 3

Esist z.B.a!? = 2:(1,4,1) und(1,2,1) beschreiben die beiden moglichen
Kantenfolgen von Langg, die die Eckel mit sich selbst verbinden.

Als nachstes wird die Inzidenzmatrix eingefuhrt.

Definition 2.2-3: Es sei ein Multigraph\/ = (E, K,v) gegeben. Die Mengeh
und K seien duchnumerierty = {ey,...,e,} und K = {ky,...,k,}. DieInzi-
denzmatrix (M) (oder einfach/) des MultigraphenV/ ist dien x m-Matrix (i)
mit

. 1, fallse, mitk, inzidiert
7’7’8 pu—
0, sonst.
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Beispiel 2.2-3:
€4
k
1 ko
Sl €3
Ky k3
€2
100100
(M) = 001111
01 1000
1100 11

Es gilt folgende Vereinbarung: Bestehf ausk vielen Komponententk > 1),
so nimmt man die Ecken und Kanten als in einer Weise durchriarh@an, dass
die einzelnen Komponenten nacheinander jeweils vollstgaharchlaufen werden.
Sind M, ..., M, die Komponenten, so hdt /) dann die Gestalt

IM) 0 ... 0
0 L0 I(My)

Wegen der Konstruktionsvorschrift laut Definition 2.2-3tge die folgenden Aus-
sagen fur jede InzidenzmatriX /) eines Multigrapher/:

e Jede Spalte von()M ) enthalt genau zwei Einsen.
e Die Anzahl der Einsen in derten Zeile ist gleich dem Eckgrade;).

e Umnumerierung der Ecken- bzw. Kantenmenge fuhrt zu Vectausgen von
Zeilen bzw. Spalten in der Inzidenzmatrix.

Dabei kann Aussage iii) noch verstarkt werden: Zwei Mulifgren sind genau
dann isomorph, wenn deren Inzidenzmatrizen sich nur durehRermutation von
Zeilen und Spalten unterscheiden. Man kann also sagen,dias3truktur eines
Multigraphen durch seine Inzidenzmatrix vollstandig thesben ist.

Es wird sich nun herausstellen, dass auch die Begriffe RawgQeterminante
(siehe Anhang C) einer Inzidenzmatrix bzw. ihrer Untermatr zur Beschreibung
der Struktur eines Multigraphen genutzt werden kdnnen.
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Fur das folgende sei ein zusammenh&ngender Multigraph (mit<x m)-
Inzidenzmatrix/ gegeben.

Hilfssatz 2.2-1: Esistrgs(I) < n — 1.

Beweis: Da jede Spalte voml zwei Einsen enthélt, ergibt die Summe aller
Zeilen (modulo2) den Nullvektor. Folglich sind die Zeilen Ubdf,
linear abhéngig, somitg, (1) < n — 1.

Hilfssatz 2.2-2: Die Spalten vor/, die zu den Kanten eines Kreises gehdoren,
sind linear abhéangig (UbelF,).

Beweis: Die Summe dieser Spalten ergibt den Nullvektor. Da namlicé e
Eins in einer Spalte eine mit der betreffenden Kante inZieldtcke
bezeichnet, gibt es zu jeder solchen Eins genau eine zwgdtkeSnit
einer Eins an derselben Stelle.

Fur die nachsten Aussagen erweist es sich als nutzlich retheierte Inzidenz-
reduzierte matrix I, zu betrachten, die sich ergibt, wenn dite Zeile von/ weggelassen wird.
Inzidenzmatrix  Dje zu dieser Zeile gehorende Eckewird auch alsBezugseckeder reduzierten
Bezugsecke |nsidenzmatrix/, bezeichnet.
Es muss hier darauf hingewiesen werden, dass in der Litdnatifig die Bezeich-
nung "Inzidenzmatrix” fur das hier verwendete "reduziéneidenzmatrix” genom-
men wird.

Ist M ein Baum, so giltn = n — 1, eine reduzierte Inzidenzmatrix ist folglich
guadratisch.

Satz 2.2-2: Ist M ein Baum und/, eine reduzierte Inzidenzmatrix vad, so
gilt fur die reelle Determinantdet(/,) = +1.

Beweis: Die Argumentation verlauft wieder induktiv.
Hat M nur eine Kante und zwei Ecken, soistdie (1 x 1)-Matrix mit Eintrag
1, mithin gilt det(I,) = 1.
Als Induktionsannahme sei nun der Satz richtig flr jedenmBanit £ Ecken
(k > 2); ein Baum mitk + 1 Ecken sei gegeber, sei eine reduzierte Inzi-
denzmatrix von)M . Schlie3lich sei, eine Endecke von/, die nicht die
Bezugsecke ist. (Da nach Hilfssatz 1.2¢2nmindestens zwei Endecken hat,
gibt es ein solches,.) Entwicklung vondet(1,.) nach Zeiles fuhrt zu

det(I,) = (—1)*det(I"),

wenn k; die eindeutige mik, inzidente Kante ist]’ ist dabei die Matrix,
welche aud, durch Streichen von Zeileund Spalte entsteht. Nun ist aber
andererseitd’ eine reduzierte Inzidenzmatrix des Baumes, den man erhalt,
wenn aus)M die Eckee, und die Kantek; entfernt werden. Da nach Induk-
tionsannahmeet(I’) = +1 gilt, folgt dies auch fuwlet(1,), womit der Satz
bewiesen ist.
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Beispiel 2.2-4:
Sl
kyq
62 M
Kk
ko &
63 64
1 00
111
7=
010
0 0 1

Streichen der 4. Zeile (Bezugseckg fuhrt zu

100
Li=|11 1 |mitdet(l)=—1.
010

Aus dem Satz und den vorangegangenen Hilfssatzen lassenwiczwei Folge-
rungen ableiten. Wieder sei ein zusammenhangender Maifigy/ mit (n x m)-
Inzidenzmatrix/ gegeben. Es ist noch zu beachten, dass Satz 2.2-2 bei Rgchnun
in IF, ebenfalls die Aussagét(7,) = 1 liefert.

Folgerung 2.2-1: Esistrg,(l) =n — 1.

Beweis: Die zu den Kanten eines Gerilsts von gehdrenden Spalten einer
reduzierten Inzidenzmatrix. bilden nach Satz 2.2-2 Ubéf, eine regulére
((n — 1) x (n — 1))-Matrix, also muss auchden Rang: — 1 haben.

Folgerung 2.2-2: Eine quadratisché(n—1) x (n—1))-Untermatrix einer redu-
zierten InzidenzmatriX, ist genau dann regular tbdF,, wenn die ausge-
wahlten Spalten zu einem Geriist vidhgehdren.

Der Beweis folgt sofort mit Hilfssatz 2.2-2 und Folgerung-2.

Abschlie3end sei darauf hingewiesen, dass Folgerung Ri2tit verallgemeinert
werden kann: besteht der Multigraplh ausk Komponenten, so gilt fiir eine Inzi-
denzmatrix/

rge(I) =n—k = p(M).
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Selbsttestaufgabe 2.2-1.:
Berechnen Sie fur den Bauii aus Beispiel 2.2det(1;).

2.3 Weitere Matrizen und deren Eigenschaften

In diesem Abschnitt werden beliebigen Multigraphen zweiteve Matrizen zuge-
ordnet. In ihnen spiegelt sich die Zugehdorigkeit von Karsieikreisen bzw. Schnit-
ten. Die Relevanz dieser beiden Arten von Matrizen liegerdlhgs weniger in
der Darstellung von Graphen als vielmehr in Anwendungstieea. Auf solche
Anwendungen wird an spéterer Stelle eingegangen, higgrselindchst nur einige
grundlegende Eigenschaften dieser Matrizen dargestettien.

FUr den ganzen Abschnitt sei ein beliebiger Multigrdptvorgegeben, ebenso eine
(von der Nummerierung der Ecken und Kanten abhangige)énziahatrix/. Ferner
seien die Elemente va@ (Vereinigungen kantendisjunkter Kreise) durchnumeriert
(C;, 1 <i <2t —1)sowie die Elemente vofi (SchnitteS; , 1 < j <27 —1).

Definition 2.3-1: Die Kreis-Kanten-MatrixC' (M) = (¢;;) istdie in folgender Weise
definierte((2# — 1) x m)-Matrix:

o 1, fallsC; k; enthalt
Y1 0, sonst.

Beispiel 2.3-1:
e e
1 kg 2
ky
k1 kg kg
J
68 k5 64

Der BaumB mit den Kanterk,, k4, k5 fuhrt zu den im folgendem Bild ange-
deuteten fundamentalen Kreis€f, Cy, Cs:

/C2

C
: @JCS
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Die weiteren Elemente vo@ sindCy = C; + 5, C5 = C1 4+ C5, Cg = Cy+ Cy
undC; = C1 + Cy + Cs. Es ergibt sich die Matrix

o
=
I

— O R = O O =
SO R R O O K~
_ O~ O = O
O O~ Rk = = O
_ = = O ) O O
_ = = O = O O

Mit Hilfe von Hilfssatz 2.2-1 kann nun gezeigt werden:

Folgerung 2.3-1: Fur die InzidenzmatriX und die Kreis-Kanten-Matrix' gilt
(UberlF,) die Beziehung

I-Ct=0.

Beweis: Die i-te Spalte vorl - C* erhalt man, indem man die Spalten vbauf-
summiert, die zu den Kanten gehdéren, die in dem Eleragrd C enthalten
sind. Nach Hilfssatz 2.2-1 muss dies den Nullvektor ergeben

Fasst man wieder - wie in Abschnitt 1.&-als Untervektorraum der Potenzmenge
P(K) auf, so besteht die Kreis-Kanten-Matrix aus einer zeilésere Auflistung
der Elemente vorC, wobei - wie Ublich - ein Element von P(K), also eine
Menge von Kanten, durch das — tupel(l, . .., ;) mit

I 1,fallsk; € L
771 0, sonst

beschrieben wird.
In diesem Lichte folgt unmittelbar aus Hilfssatz 1.3-1 ddgénde
Satz 2.3-1: Esistrgs(C) = u(M).

Analog zur Kreis-Kanten-Matrix ist die Schnitt-Kanten-ivla definiert:

Definition 2.3-2: Die Schnitt-Kanten-MatrixS(M) = (s;;) ist die in folgender Schnitt-Kanten-Matrix

Weise definierté(2” — 1) x m)-Matrix:

1, fallsS; k; enthalt
Sii —
I 0, sonst.
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Beispiel 2.3-2:

Wir nehmen wieder den Multigraphevi aus Beispiel 2.3-1, ebenso denselben
Baum B. Es ergeben sich zunachst die in den folgenden Bildern augen
fundamentalen Schnitt&,, S,, Ss:

Sq D2
/ \\

~

__S3

Die weiteren Elemente vo&sind S, = S; + S,, S5 = S1 + S3, Sg¢ = Sz + S3
undS7 = S1 = SQ == Sg.

Es ergibt sich die Matrix

A

=

Il
— O = = O O =
—_ O = = O O =
O R = O O M =
— —_ O ) O =) O
_ = = O~ O O
OO R R =Rk O

Man beachte: da die mit einer festen Ecke inzidenten Kambener einen Schnitt
bilden, ist die Matrix/ stets in der Matrix5 enthalten, genauer: einige Zeilen von
S bilden. So gesehen ist der folgende Satz eine Verstarkung vonifeoig.3-1:

Satz 2.3-2: Es gilt (UberlF,) die Beziehung

S.C'=0.

Beweis: Dies ist eine Konsequenz von Satz 1.3-1, dass jeder Schibitt m
jedem Kreis eine gerade Anzahl von Kanten gemeinsam hat.

Analog zu Satz 2.3-1 lasst sich nun auch leicht die folgenaesAge tUber den Rang
von S(M )beweisen:

Satz 2.3-3: Esistrgs(S) = p(M).
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Selbsttestaufgabe 2.3-1:

Stellen Sie fur den folgenden Multigraph&heine Kreis-Kanten-Matrix auf:

e 4
kq ko
eq €3
ky k3
e
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3 Algorithmen

Algorithmus

Flussdiagramm

3 Algorithmen

3.1 Das Erkennen und Suchen von Baumen

Einen Baum erkennt man daran, dass er ein Graph ohne Kreidstigin Dia-
gramm eines Graphen vorgelegt, so wird man dies in der Regehdvenige Bli-
cke nachprufen konnen. Es stellt sich nun aber die Fragemaieeinen Graphen
am schnellsten auf seine Kreisfreiheit untersucht, deini@re Rechner (z. B. durch
eine Inzidenzmatrix) abgespeichert ist. Es ware sichemekgute Methode, den
Rechner ein Diagramm zeichnen zu lassen und dieses dasclopti inspizieren.
Es geht also darum, ein gunstiges Rechenverfahren, eirgamaonterAlgorith-
mus, zur Loésung dieses Problems zu finden.

Nach Satz 1.2-2 ist ein Graggh = (F, K') genau dann ein Baum, weiihzusam-
menhéangend ist und| = |E| — 1 gilt. Ein Algorithmus, der testet, o8 ein Baum
ist, kann also aus der Abfrage "I$t’| = | F| — 1 ?" und einem Zusammenhangstest
bestehen . In dem folgendé&tussdiagrammist ein solcher Algorithmus beschrie-
ben.

Die Grundidee des in dem Diagramm beschriebenen Tests adnZimenhang
ist es, dass von einer beliebig gewéhlten Eekausgehend die enthaltende
Zusammenhangskomponerffebestimmt wird und am Schluss noch die Abfrage
"7 = E7" steht.Z wird iterativ dadurch aufgebaut, dass fur eire Z, welches
noch Nachbarn au3erhalbhat, diese Nachbarn zi hinzugenommen werden.

Gegeben sei ein Grapi = (£, K), fur jedese € E sei N(e) die Menge der
Nachbarecken voa

Der Algorithmus stoppt, wenn eine der beiden Boxéhist ein Baum" bzw. &7 ist
kein Baum" erreicht wird.
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K| = nein

Ist
N(z)<Z ja nein G ist
far alle

z€ 7

Kein Baum

nein ja

Sei z€Z mit G ist
N(z) ¢ Z. ein Baum
Setze Z:=Z.N(z)

Flussdiagramme bieten eine von mehreren Mdglichkeiten-dnktionsweise von
Algorithmen zu beschreiben. Eine andere Mdglichkeit, diedér Literatur sehr
gebrauchlich ist und die im folgenden auch hier verwendader soll, ist die
Beschreibung mit Hilfe einiger weniger Sprachelemente,ididieser oder ahnli-
cher Form Teil aller Computer- Hochsprachen sind. Es hasa#i m. a. W. um eine
Schreibweise, die zwischen einem Flussdiagramm und Hoatispn wie PASCAL
oder ALGOL angesiedelt ist. Dabei ist es dann kein groRemwantl mehr, von dort

ausgehend zu eineRrogramm in einer dieser Hochsprachen zu kommen. Ein sol-

ches Programm ist also die konkrete Formulierung einesrilgous, wie sie zur
Durchfihrung auf einem Computer bendétigt wird, man spriar einerimple-
mentierung des Algorithmus.

Wir wollen den oben betrachteten Algorithmus in der hienwardetenQuasi-
Hochsprachebeschreiben:

Algorithmus "Baumtest” Gegeben sei ein Gragh = (E, K), N(e) C E sei zu
e € E die Menge der Nachbarecken. Es wird UberpriftGoein Baum ist.

Algorithmus ; Baumtest

begi n
if K| # |E|-1
then G ist kein Baum, goto ende

el se
begi n
sei e € E, Z = { e}
while N(z) € /Z fur ein 2z € Z do
wéhle z € Z mit N(z) </ Z,
setze Z = Z U N(z);
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if Z7 = F
then G ist ein Baum
el se G ist kein Baum;
end
ende: end

Diese Beschreibung des Algorithmus dirfte selbst flr solceser verstandlich
sein, die bisher mit Programmiersprachen nichts oder nurigveu tun hatten.

Bevor im nachsten Abschnitt noch einmal detailliert auflder verwendeten Spra-
chelemente eingegangen wird, soll ein weiteres Beispielllstration vorgestellt

werden.

In Satz Satz 1.2-2 wurde gezeigt, dass jeder zusammentdm@eaph ein Gerust
enthalt. Es wird nun ein Algorithmus zur Konstruktion eir@erists angegeben.
Dieser Algorithmus ist naturlich "besser” als die ebesfalenkbare Vorgehens-
weise, einfach alle Teilgraphen des vorgegebenen Graphegie darauf zu unter-
suchen, ob es sich um einen Baum handelt, der alle Eckenlieribigd Funkii-
onsweise des Algorithmus beruht auf der folgenden Tatsat#ren Beweis sich
erubrigt.

Hilfssatz 3.1-1: SeiG = (£, K) ein Graph, der Teilgrapfi” = (E’, K') sei ein
Baum. Iste € E' und f € E\E'und{e, f} € K, so ist auch der Teilgraph
(E"U{f}, K'U{{e, f}}) ein BauminG.

Algorithmus "Konstruktion eines Geriists" Gegeben sei ein zusammenhangen-
der GraphG = (E, K), N(e) C E sei zue € E die Menge der Nachbarecken. Es
wird ein Gerustl’ = (FE, L) konstruiert.

Algorithmus: Konstruktion eines Gerilsts
begin
sei e € E, F:= { e}, L:=0
while N(e) C/ F fur
ein e € F do

begin
sei e € F mit N(e) S/ F,
sei f € N(e) \ F,
F:=F U {f} L==1L U {{efh
end
end

Der Algorithmus geht vor, wie im Hilfssatz vorgezeichnef s h. es wird in jedem
Schritt eine Ecke des bereits konstruierten Baumes mit dlaehbarecke, die noch
nicht zu dem Baum gehoérte, verbunden und so ein gro3erer Babaiten. Im
folgenden Beispiel ist die Funktionsweise des Algorithnflustriert.
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Beispiel 3.1-1:
C ko D
k3
I q] oy
A ks B

Zu Anfang seie = A, alsoF = {A}, L = 0.

1.Schritt: N(A) €F, C € N(A)

F = {AC}, L = {k
2.Schritt: N(A) €F, D € N(A) \F,

F = {A,C,D}, L = {ki,ks};
3.Schritt: N(D) ZF, B € N(D)\F,

F = {A,B,C,D}, L = {ky, ks, ka}.

\F,
%
\

Das ermittelte Gerust i§t = (E, {k1, ks, k4 }).

3.2 Algorithmen und deren Komplexitat

Zunéchst soll der Begriff des Algorithmus etwas ausfuhdicerlautert werden.

Ein Algorithmus ist ein Verfahren zur Losung eines Problems. Dabei muss unaggorithmus
einemProblem eine (im Prinzip unendlich groRe) Ansammlung gleichartigja- Problem
zelner Problemstellungen angesehen werden. Z. B. |6studetzz beschriebene
Algorithmus allgemein das Problem der Konstruktion einesiSts, wobei aber

fur eine Anwendung ein konkreter zusammenhéngender Graggiegeben werden

muss; fur jeden dieséinzelfalle arbeitet der Algorithmus erfolgreich. Einzelfall

Eine selbstverstandliche Forderung an einen Algorithrstusatirlich digkorrekt-
heit, d. h. er sollte das Problem fur jeden Einzelfall korrekieldsDer Nachweis, Korrektheit
dass ein flr ein Problem vorgeschlagener Algorithmus awactekt ist, kann sehr
schwierig zu fuhren sein. Oft hilft ein mathematischer Sden der Algorithmus
per Iteration ausnutzt. In anderen Féllen hat die L6ésung dam Durchlaufen des
Algorithmus stets gewisse Eigenschaften, die sich in eiabbgemeinen mathema-
tischen Satz zusammenfassen lassen, wobei die Korreklégilgorithmus als
Konsequenz ebenfalls mit herauskommt - so verhélt es sich 'eax-flow - min
cut" - Theorem, das an spaterer Stelle behandelt wird.

Die Korrektheitsbegriffe fur Algorithmus und Programm gifentsprechend den
Begriffsbestimmungen des vorigen Abschnitts) im weselndén identisch - voraus-
gesetzt, dass bei der Umsetzung des Algorithmus in ein &mogrfir einen kon-
kreten Rechner keine Fehler gemacht werden. Es gibt aucitZsgslie Korrektheit
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3 Algorithmen

Verifikation

Verzweigung

Schleife

Iteration

Sprungbefehl

Zuweisungen

von Programmen mit formalen Methoden zu untersuchen, mahspier von der
Verifikation von Programmen.

Als weitere notwendige Eigenschaften eines Algorithmusiere angesehen:

e Endliche Beschreibbarkeit: Das Verfahren kann mit einedtieimen Text (Spra-
che , Formeln) beschrieben werden.

o Effektivitat: Jeder einzelne Schritt des Verfahrens muagchanisch™ durch-
fuhrbar sein (z. B. durch einen Computer).

e Determinismus: Die Reihenfolge aller Rechenschritte ndussh das Verfahren
fur jeden Einzelfall eindeutig festgelegt sein.

e Endlichkeit: Das Verfahren muss fir jeden Einzelfall nactleh vielen Schrit-
ten abbrechen.

Im vorigen Abschnitt wurde anhand von Beispielen beregs'8prache" festgelegt,
in der im weiteren Verlauf des Kurses Algorithmen bescletelverden sollen - wir
haben dort den Begriff einer Quasi-Hochsprache eingefilihet Elemente dieser
Sprache werden im folgenden kurz erlautert.

Verzweigung if A thenB,, B, ..., Byelse&’;, (s, ..., C; steht fur:

Wenn Bedingung A erfillt ist, werden die Operationén B, . . ., B, ausgefihrt,
andernfallsCy, Cs, . . ., C;. Die mit "else" eingeleitete Alternative kann dabei auch
fehlen.

Schleife while A doB,, ..., By; steht fur:
Wenn Bedingung A erfillt ist, werde,, ..., B, ausgefuhrt; dies wird solange
wiederholt, wie A erflllt ist.

Iterationen: for L doB;, ..., B;; steht fir:

Fur jedes Element der Liste L werden die OperatioBen . ., By, je einmal ausge-
fahrt. Dabei kann die Liste L geordnet sein (zfBt: = 1,...,6doB,, B,;) oder
ungeordnet (z. Bfors € SdoBj, Bs;). Im zweiten Fall ist die Reihenfolge nicht
spezifiziert.

repeatd,, ..., A.until B; steht fr:
Die Operationen4,, ..., A, werden durchgefiihrt. Ist danach die BedinguBg
nicht erfallt, wird dies solange wiederholt, biserfullt ist.

Zur Erhohung der Ubersichtlichkeit werden zusammenhzshg&iocke oft durch

ein begin-end-Paareingeschlossen, unter anderem auch der ganze Algorithmus
(s. z. B. die "Konstruktion eines Gerusts"). Aul3erdem wie Struktur des Algo-
rithmus durch Einriicken von Blocken (beim Aufschreiben Qessi-Programms)
zusatzlich optisch verdeutlicht.

Ein weiteres Element der Sprache ist 8prungbefehtgoto Name
bedeutet, dass als nachstes das auszufihren ist, was iretiersi&ht, die mit
"Name:" gekennzeichnet ist (s. z. B. in "Baumtest").

Zuweisungenwerden mit:= vorgenommen, z.B. stehtZ":= Z U {e}" fur: der
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Mengenvariablen wird als Wert die Menge zugewiesen, diedaus'bisherigen
MengeZ" plus dem Element besteht.

Unsere kurze Erlauterung der verwendeten Sprache schligiBenit drei Bemer-
kungen ab:

1. Bezuglich deDatenstrukturen, die verwendet werden dirfen, werden inDatenstrukturen
folgenden keine Einschrankungen gemacht. Es sind einfactendizierte
Variablen sowie Variablen fir Mengen erlaubt. Die durch\éigablen repra-
sentierten Grol3en kdnnen beliebiger Art sein (z. B. auclei&eknes Gra-
phen).

2. Als Bedingungen A oder Operation&n(wie z. B. inwhile A doBy, . . ., By)
lassen wir alle sinnvollen und unzweideutigen mathemlaéisAussagen zu,
z.B.:
whileS # (do wahles € S, suche einen Krei§' durch s, setzeK :=
Ku{C}, S :=5\{s};

Dabei missen die aufgefihrten Operationen stets endlgfiilatar sein.

3. Die unter 1. und auch schon bei der Erklarung einer l@magewahrte Frei-
zugigkeit, die z. B. dazu fuhrt, dass beim Durchlaufen emMenge die Rei-
henfolge der Elemente nicht festgelegt wird, bedeutehggenommen ein
Abrtcken von der Forderung des Determinismus. Dieser dstgle dadurch
gegeben, dass eine konkret gewahlte Hochsprache entvedoersch in sol-
chen Punkten festlegen muss oder aber -spatestens- ihigii@om

Fur den Rest dieses Abschnitts beschaftigen wir uns mitr &igenschatt,

die nicht notwendig zu jedem Algorithmus gehort, jedoch salrenswert ist

und die eigentliche Herausforderung beim Suchen nach eilgorithmus

bildet: seine moglichst hoheffizienz. Damit ist gemeint , dass ein Algorith- Effizienz
mus maoglichst schnell und 6konomisch arbeiten soll.

Beispiel 3.2-1:

Zur lllustration dieses Punktes wird zunachst ein Beispaghngestellt. Wir
gehen vom reellen Zahlen aus, die der Grol3e nach sortiert sind< ay; <

... < a,. Eine weitere Zaht soll in diese Liste an der richtigen Stelle eingefugt
werden (vgl. Beispiel 1.2-7). Als Ausgabe des Algorithmuschvder Index; mit

a; < a < a;y1 erwartet, wobei in den Grenzfallen< a; bzw.a, < a jeweils
eine der Zahlen keine Bedeutung hat.

Ein moglicher Algorithmus ist der folgende:

Algorithmus: A1

begi n
for k=1,...,n do
if a < a then i:=k—1, goto ende;
1:=n;
ende: end
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Fur die Formulierung des zweiten Algorithmus setzen wirausy, dass eine
Zahl der Formn = 2™ — 1 ist (also z.B.1,3,7,15,31,...). Dadurch ist es
gewabhrleistet, dass die auftretenden Briche immer zu gasaklen fuhren -
sonst musste das Verfahren etwas komplizierter beschrieieden. Das Vor-
gehen entspricht genau dem Intervallhalbierungsvenfebeen bindren Suchen
(vgl. Beispiel 1.2-7).

Algorithmus: A2

begi n
k= (n+1)/2;
while n > 3 do
begin
if a < ap
then k:=k—(n+1)/4
else k:=k+ (n+1)/4;
n:= (n—1)/2;
end
if a < ayg
then i:=k—-1
el se i:=k;
end

Die Arbeitsweise dieser beiden Algorithmen soll nun an mik@nkreten Fall
verdeutlicht werden.
Es sein = 7 mit der gegebenen aufsteigenden Folge

2 < 6< 7T< 7,2< 91 < 11 < 20
a a9 as ay as Qg ar,

a = 10 soll eingefligt werden.

Ablauf von Al:
k=1 — Vergleicha <a, — FErgebnis: nein;
k=2 — Vergleicha <ay — FErgebnis: nein;
k=3 — Vergleicha <az — Ergebnis: nein;
k=4 — Vergleicha <ay — Ergebnis: nein;
k=5 — Vergleicha <as — FErgebnis: nein;
k=6 — Vergleicha <ag — FErgebnis: ja,

alsoi = 5, Sprung nach "ende".
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Ablauf von A2:
k=(7+1)/2=4

— Vergleich a < ay — FErgebnis : nein,
alsok=4+2=6,n=(7—1)/2=3;
— Vergleich a < ag — FErgebnis: ja,
alsok=6—-1=5n=(3-1)/2=1;
Ausstieg aus der while — Schleife;
— Vergleich a < as — FErgebnis : nein,
alsoi =5, end.

Im Ergebnis waren bei Al sechs, bei A2 nur drei Vergleichégnot

Eine wichtige Einsichtist es nun, dass der Algorithmus A2see (well effizien-
ter) ist als Al: beim zweiten Algorithmus wird die Zahimit logs(n + 1)-vielen
der a; verglichen, bis seine richtige Position gefunden ist ¢flie= 2™ — 1
bedeutet dies m Vergleiche), bei A1 musgn schlechtesten Fall mit allen
verglichen werden (falls ndmlicta > a,, ist). Im Mittel braucht Aln /2 viele
Vergleiche, was immer noch schlechter ist/alg (n+ 1) - umso mehr fur grofRe
n.

Allgemein geht man davon aus, dass einem Problem stets &itdiche Zahl als
Problemgréf3ezugeordnet werden kann, relativ zu welcher die Glte eingsrith-  ProblemgroRe
mus zu beurteilen ist. Ist nuA ein Algorithmus, der das gegebene Problem I6st,

so ist dieKomplexitat 7'4(n) die Anzahl der im schlechtesten Fall auszuflihrend@mplexitéat
elementaren Rechenoperationen bei einer Anwendungdvauf einen Einzelfall

von GroR3en.

Als Mal3stab wird das "Verhalten im schlechtesten Fall" gemen, weil zur
Bestimmung des "Verhaltens im Mittel" bereits bei einfathdgorithmen sehr
komplizierte wahrscheinlichkeitstheoretische Untehsungen nétig waren und
man sich schon bald mit empirischen Verfahren behelfen taiiss

Man muss sich nun festlegen, was zu den "elementaren Rgoér@tionen” gezahit

werden soll.

Wir stellen uns einen Rechner mit unbegrenztem Speicher imodem zu

Beginn der Rechnung die Eingabedaten und am Ende die Audateive ste-

hen. Der technische Aufwand der Ein- und Ausgabe sowie deicBerung

wird also aul3er acht gelassen. Der Rechner kann arithrheti€perationen

(+, —, *, /,exp), Vergleichsoperationef(=, #, <, <, >, >), Speicheroperationen,
Sprungbefehl¢GOTO, I[F ... THEN) usw. ausfuhren.

Bei der Bestimmung vof’s(n) wollen wir nur die arithmetischen und die Ver-
gleichsoperationen zahlen und Sprungbefehle, Zugriffeeddern usw. aul3er acht

lassen. Dies macht im Grunde nichts aus, da man im allgeméing:) ohnehin

nicht prazise bestimmen kann und nur nach@eif3enordnung bzw.Wachstums-  GréRenordnung
rate dieser Funktion fragt. Dazu wird die folgende Notation vendet: Wachstumsrate
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f(n) undg(n) seien Funktionen mit natiirlichen Zahlen als Argumentenwaden
in IR™, der Menge der positiven reellen Zahlen.
Man schreibt

f(n) = O(g(n))

und sagt,f habe héchstens Wachstumsratevenn es eine Konstante> 0 gibt
mit f(n) < c- g(n) fur allen ab einem gewisseny;

f(n) =Q(g(n))

(f hat mindestens Wachstumsrajewenn es eine Konstante> 0 gibt mit f(n) >
¢ g(n) fur allen ab einem gewissem;;

f(n) = 6(g(n))
(f hat Wachstumsratg), wennf(n) = O(g(n)) und f(n) = Q(g(n)) gelten.
Gilt fur einen AlgorithmusA

Ta(n) = O(g(n)),
so sagen wird habe die Komplexitad (g(n)).

Nach dieser Definition hat1 (in Beispiel 3.2-1) die KomplexitdD(n) und A2 die
KomplexitatO(logn).

Beispiel 3.2-2:
Ist f(n) ein Polynom vom Grad, d. h. gilt

f(n) = axn® + ap_1n* + .+ ain + ao,

soistf(n (n*), denn mitc = 2|a,| ist fir gentigend groRes auf jeden

=0
Fall f(n) < cn*.

polynomialer Man sucht stets nagholynomialen Algorithmen, also Algorithmen der Komple-
Algorithmus  xjtat O(n*) fur ein geeignetes. Aus gutem Grund nennt man diese Algorithmen
effizienter Algorithmus  aucheffizient: Polynome wachsen wesentlich langsamer als etwa Exp ahfeintk-
tionen. In einer Formel kann dies so ausgedrickt werdem(igtirgendein Poly-
nom unda > 1 eine reelle Zahl, so gilt

lim p(n)

n—oo ™

= 0.

("Schlimmer" als die Funktion™ ist noch die Funktiom!.)

Die folgende Uberschlagsweise Rechnung dient der Verdeutlg des Unter-
schieds zwischen polynomialer und exponentieller Wachstate: Angenommen,
es stehe ein Rechner zur Verfliigung, der pro Sekunde 1 M#i&chritte ausfuh-
ren kann. Fir ein Problen? habe man einen Algorithmudl von Komplexitét

O(2™) und einen Algorithmusi2 von KomplexitatO(n?). In einem Einzelfall mit

n = 60 dauert die Rechnung dann, wenn wir dirélgt (n) = 2" undT43(n) = n3

annehmen, beill ca. 37 Jahre, beﬁl2ﬁ Sekunden.
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Hier sind einige weitere Begriffe:
Probleme, die einen polynomialen Algorithmus zulasseifd¢drdeicht. Probleme, leichtes Problem
fur die es keinen polynomialen Algorithmus geben kann, wenghzugénglich
oderhart genannt. Uber eines muss man sich im klaren sein: es kansa®liierig  unzugangliches
sein herauszufinden, ob ein Problem leicht ist! Problem
hartes Problem

Beispiel 3.2-3:

Wir betrachten das folgende Problem. D#h vielen Teilmengen einem-

elementigen Mengd seien beliebige reelle Zahlen (Bewertungen) zugeordnet,

man hat m. a. W. eine Abbildung

F:P(X) > IR

Die Abbildung sei auf irgendeine Weise in einem Rechner gbgiehert, und
es sei nun das Ziel, eine Mengé € P(X) mit moglichst kleiner Bewertung
f(Y) zu finden. Dieses Problem ist, wenn die Zahhls Problemgrofie ange-
nommen wird, unzugénglich, denn jeder Algorithmus mus8eigertung jeder
diese Mengen mindestens einmal mit irgendeiner anderegeienen, was zu
mindesteng™ vielen Rechenoperationen fiihrt. Sieht man allerdings dizahl
der Teilmenger™ als Problemgréf3e an, so ist das Problem leicht.

Es sei an dieser Stelle auch auf die fur die Theorie der Aligoren wichtigerNP-
vollstdndigenProbleme hingewiesen. Es handelt sich um eine (durch né@®Br NP-vollstandig
nisse immer weiter wachsende) Klasse von Problemen mitidenEchaft, dass

1. von keinem der Probleme bekannt ist, ob es leicht odeiigtarhd

2. allediese Probleme als leicht nachgewiesen sind, wenn manutié$reines
von ihnen herausfindet.

Auf eine prazise mathematische Definition der NP-\olIstgkeit konnen wir hier

nicht eingehen. Man miusste hierzu zunachst die DefinitioeseAlgorithmus noch

starker formalisieren. Ublicherweise wird dann der Bégtér Turing-Maschine  Turing-Maschine
benutzt. Wer in dieses Gebiet im Bereich Mathematische K.égiheoretische

Informatik tiefer einsteigen mdchte, sei auf das Buch vome@aind Johnson (s.
Literaturverzeichnis) verwiesen.

Den Schluss dieses Abschnitts bilden folgende kurze Anomgyén:

1. Beiden graphentheoretischen Problemen, die im weitéedauf des Kurses
betrachtet werden, wird in der Regel die Eckenanzahls Problemgréiie
angenommen. Stitzt sich ein Algorithmus auf ein Absucherkdaten, so
wird man zu einer Bewertung des Algorithmus eher die Kanteallm als
Problemgrée nehmen. Handelt es sich um einen Graphen r(\Redado-
noch Multi-), so giltm = 0(n?); insofern kdnnen sich in diesem Fall bei der
Wahl vonn oderm keine qualitativen Unterschiede (z. B. bei der Frage, ob
der Algorithmus polynomial ist) ergeben.
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Algorithmus
"Bipartit"

2. Man musste eigentlich die Problemgrd3e sorgfaltigema®n, wenn in
einem Problem gro3e numerische Zahlenwerte auftreteneispil 3.2-1
ist z. B. nicht nur die Anzahk der betrachteten Zahlen von Bedeutung, son-
dern auch digsroRRe der a; hat bei einem realen Computer Einfluss auf die
Laufzeit. Ebenso verhalt es sich in der Graphentheorienwesm Ecken- und
Kantenbewertungen zulasst (s. ndchstes Kapitel). Wir erediesen Einfluss
der ZahlengréRen jedoch im weiteren vernachlassigen.

Selbsttestaufgabe 3.2-1:

Erlautern Sie den Begriff der Komplexitat eines Algoritlsmu

3.3 Weitere Algorithmen und Begriffe

Zur lllustration der bisherigen Aussagen Uber Algorithmeerden in diesem
Abschnitt weitere Algorithmen zur Losung graphenthescdter Probleme vorge-
stellt. Unter anderem beschéftigen wir uns mit einem NRstémdigen Problem.
Ferner werden die Begriffe Heuristik und approximativegétithmus eingefuhrt.

Ein GraphG = (F, K) ist nach Definition 1.2-8 bipartit, wenn seine Eckenmenge
so in Teilmengert’ und E” unterteilt werden kann, dass jede Kante eine Ecke aus
E’ mit einer ausy” verbindet. Nach Satz 1.2.4 ist dies gleichbedeutend ddast

G keinen Kreis ungerader Lange enthalt. Der folgende Algonits prift dies nach.

Algorithmus "Bipartit" Gegeben seien ein zusammenhangender Géaphk
(E, K)und fur jedeg € FE die MengeN (e) der Nachbarn von. Es wird uberprdift,
ob G bipartit ist.

Algorithmus: Bipartit

begi n
sei e € E, f(e):=0;
whi | e es gibt noch unmarkierte Ecken do

begin
for + € FE do
i f x ist bereits markiert
t hen
i f es gibt ein markiertes y € N(z)
mit  f(y) = f(x)
then G ist nicht bipartit
el se markiere jedes nicht-
markierte y € N(z)
mit  f(y) = f(z) +1
(in  IFy);
end
end
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Der Algorithmus hat die Komplexitdt(n?)(n = | E|). Dies sieht man am leichtes-
ten so ein: Die while-Schleife wird hochstefis — 1)-mal durchlaufen. Innerhalb
der Schleife werden fir jede bereits markierte Ecke derearh macht markierte
Nachbarn markiert (oder ein ungerader Kreis entdeckt).

Sind nach dem Durchlauf des Algorithmus alle Ecken markienden, so bilden
E':= f~1(0) und E” := f~1(1) eine disjunkte Aufteilung der Eckenmenge deratrt,
dass Kanten nur zwischen Elementen ¥grund E” verlaufen.

Auch die Frage, wie man Graphen effektiv auf Planaritaietegtann, wollen wir Algorithmus "Planar”
hier noch einmal zur Sprache bringen. Es sind mehrere poliale Algorithmen
bekannt, jedoch sind bei jedem dieser Algorithmen fir dasge Verstandnis wei-
tere Begriffsbildungen nétig, auf die hier nicht eingegamgrerden soll. Wir wollen
nur kurz die Grundidee des Algorithmus nach G. DemoucroMafgrange und R.
Pertuiset skizzieren - genauer kann dies z. B. in dem &tieBuch von R. Gould
nachgelesen werden.

In dem gegebenen Graphéhsucht man zunéchst einen Krei§s den man in die
Zeichenebene einbettet. Der Rest des Graphen(atdme(C) zerfallt in sog. "Seg-
mente". Diese werden nun schrittweise zu einer planarebefiing eines immer
grél3eren Teils voldz hinzugenommen, wobei nach jeder Teileinbettung die Ubrig-
gebliebenenen Segmente neu bestimmt werden missen. Dafpkidolem beim
Korrektheitsbeweis dieses Algorithmus steckt -wie zu emsva in dem Nachweis,
dass der Graph nicht planar sein kann, wenn der Algorithreuslér Einbettung
eines Teilgraphen stockt, d. h. diese nicht erweitert wekdan.

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir das Problemrdgimalen Knoten-
Uberdeckungbetrachten. Es geht darum, in einem gegebenen GrapheF, K) minimale

eine Mengd/ C E mit moglichst wenigen Knoten zu finden derart, dass von jedgroteniiberdeckung
Kante mindestens eine der beiden Ecke/zyehort, formal: isk = {e, f}, so gilt

ecUoderfeU.

Beispiel 3.3-1:

Der im folgenden Diagramm gezeigte Graph wurde bereitsari@.verwendet
- er soll ein Datennetz mit Netzknoteh B, . . ., GG darstellen:

A B

C D G
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Algorithmus
"Knotentiberdeckung"
Nr. 1

Sollen nun die einzelnen Leitungen tberwacht werden (auf.\erkehrsmes-
sungen zu machen), so genugt es, in den Knoten einer Knasdgidkung
Beobachtungsstationen einzurichten. Es sidd D, £, G} und {B,C, D, F'}
minimale Knotentiberdeckungen.

Fragt man nach einem gutem Algorithmus zur Suche einer naieimKnoteniber-
deckung, so bietet sich, da man méglichst wenige Knoten aligw will, folgende
Strategie an: man wahlt zunachst einen Knoten mit moglidestn Nachbarn aus
und erklart ihn zum Element der gesuchten Menge, entfem{rit allen mit ihm
inzidenten Kanten) aus dem Graphen, verfahrt mit dem Restup®, usw. . .

Dies fuhrt zu dem folgenden Algorithmus:

Algorithmus "Knotenuberdeckung” Nr. 1

Gegeben sei ein Gragh = (F, K).
Es wird eine Knoteniiberdeckugkonstruiert.

Algorithmus: Knoteniiberdeckung Nr. 1
begin
U:= 0
while K # 0 do
wahle eine Ecke e € FE mit grofitem

Grad,
entferne sie aus E und die e
enthaltenden Kanten aus K,

setze U:= U U {e};
end

Wendet man diesen Algorithmus auf den Graphen aus Beis@idl 8n, so ergeben
sich u. a. die beiden dort aufgefiihrten Uberdeckungen €fedar dann, wenn nach
der Wahl vonD in dem dann tbrigbleibenden Kreis "zufallig" auf glinstigei¥e
weitere Ecken ausgewahlt werden. Wird namlich nach der WahbD etwaA und
dannF gewahlt, so ergibt sich am Ende eine Uberdeckung mit finft&moDies
zeigt, dass obiger Algorithmus das gestellte Problem it
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Beispiel 3.3-2:
Cl 02 03 04 05
bl bg b3 b4 b5
a b
aj 4ap ag
Gq Go

Bei (G; fuhrt die Anwendung von Algorithmus Nr. 1 zu der minimalend<n
tenuberdeckunga, b}. Bei Anwendung auty, werden auf jeden Fall zunéchst
a1, as, a3 und dann funf weitere Knoten ausgewahlt, was stets zu eiregrgk!
mit acht Knoten fuhrt. Die (in diesem Fall eindeutige) miaismKnoteniberde-
ckung{by, bs, b3, by, bs } wird nicht gefunden.

Einen Algorithmus wie den obigen, der auf einer plausibleat8gie beruht, aber

nicht unbedingt immer zum Ziel fihrt, nennt man diauristisches Verfahren heuristisches
(oder einfactHeuristik ). Von einer guten Heuristik erwartet man, dass sie -wenn feffahren
schon nicht das eigentliche Problem 16st- zumindest akbégitlahrungslosungen  Heuristik

zum Ergebnis hat. Man spricht dann von eingpproximativen Algorithmus. Nahrun.ggolsung
approximativer

Dass wir bei "Knoteniberdeckung Nr.1" trotzdem von einenlgbhithmus” Algorithmus
gesprochen haben, bedeutet strenggenommen eine Abkehderoim vorigen

Abschnitt aufgestellten Forderung, dass ein Algorithmas dorgelegte Problem

korrekt 16sen soll. Wir werden auch im folgenden so verfahned den etwas gelo-

ckerten Begriff des Algorithmus verwenden.

Das Problem der minimalen Knotenuiberdeckung ist NP-\ildig, d. h. es ist kein
guter Algorithmus zur Losung bekannt, und es ist sogar ursehieinlich, dass
Uberhaupt ein polynomialer Algorithmus existiert. In emgolchen Fall ist man auf
approximative Algorithmen angewiesen. Leider ist es hieidass der obige Algo-
rithmus Nr. 1 reichlich schlechtes Verhalten zeigt: manrkdas Beispiel7, aus
Beispiel 3.3-2 zu einer Serie von Beispielen ausbauen, enisith dann demons-
trieren lasst, dass die von dem Algorithmus produzierteibggprozentual beliebig
weit vom Optimum abweichen kann.

Besser verhalt sich eine andere Heuristik, die auf folgendee beruht: Man
betrachte irgendeine Kante und entferne die beiden Endpsokvie alle mit diesen
inzidenten Kanten aus dem Graphen. Dies flhrt zu:

Algorithmus "Knotenuiberdeckung” Nr. 2 Algorithmus
o "Knotenuberdeckung"
Gegeben sei ein Gragh = (£, K). Nr. 2

Es wird eine Knoteniiberdeckuigkonstruiert.
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branch-and-bound-
Methode

Algorithmus: Knoteniiberdeckung Nr. 2
begi n
U:= 0
while K # 0 do
wahle ein k& = {e f} € K,
entferne e und f aus F,
entferne die e oder f enthaltenden
Kanten aus K,
setze U:= U U {e f};

end

Wendet man Algorithmus "Knotentberdeckung Nr.2" auf di@gben aus Bei-
spiel 3.3-2 an, so erhalt man ( unabhangig von den getraff@vhlentscheidun-
gen) beiGG; eine vierelementige, bé&r, eine zehnelementige Knotentiberdeckung.
Dies ist in beiden Fallen eine Abweichung vioi0% vom Optimum. Im Gegensatz
zu der Situation bei Algorithmus Nr. 1 kann man jedoch beamrislass es schlim-
mer nicht kommen kann:

Satz 3.3-1: Eine von dem Algorithmus "Knotenuberdeckung” Nr.2 gefoade
Lésung enthalt héchstens doppelt so viele Knoten wie einegnale Kno-
tentiberdeckung.

Beweis: Die in einem Durchlauf des Algorithmus ausgewahlten Karainen
keine Knoten gemeinsam. Jede Knotentberdeckung (auchngitienale)
muss also von jedetieser Kanten mindestens einen Knoten enthalten, muss
also insgesamt mindestens halb so viele Knoten enthaledieivom Algo-
rithmus gelieferte Knotenmenge.

Wir wollen das Kapitel mit folgendem Hinweis abschliel3ernucA bei unzu-
ganglichen Problemen hat man gewisse Techniken entwjakeht-polynomiale
Algorithmen so weit zu verbessern (z. B. hinsichtlich ders@threihenfolge der
zu betrachtenden Mdglichkeiten), dass sie in einer Vidlzah Fallen akzepta-
bles Verhalten zeigen. Eine dieser Techniken istodanch-and-bound-Methode
(manchmal auch "Verzweigungsmethode” genannt).

Ihr liegt die folgende Idee zugrunde.

Gegeben sei ein Minimierungsproblem, wo flr ein Problegine optimale Losung
(hier also ein Minimum) gesucht werden soll. Man versucht, dtin Teilprobleme
Py, ..., P, zu zerlegen, deren Losungen insgesamt zu einer Losung’voihren
("branch”). Erkennt man dabei, dass die Losung eiRegsine obere Schranke fur
die Losung vorP;(j # i) darstellt, dann brauchk, nicht mehr weiter betrachtet zu
werden ("bound”). Nach diesem Prinzip kénnen auch die émreTeilprobleme
behandelt werden, man kommt also zu einem Baum von Teilenaodh:
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P/P\P
AN

Pll Pll P21

Wir wollen die Methode an einem Beispiel illustrieren. Anitgeen Beispielen
Interessierte seien auf die Literatur verwiesen, z. B. dashBson Papadimitriou
und Steiglitz (s. Literaturverzeichnis).

Beispiel 3.3-3:
Die Entfernungen zwischen den StadténB, C' und D seien (in km) in der
folgenden Matrix(d;;) festgehalten:

A B C D
Alocc 4 2 1
B|4 oo 1 2
Cl2 1 ~ 3
D|1 2 3 ~

(Fur dieses Problem ist in der Diagonalen der Eintrag statt "0” sinnvoll.)
Es ist eine Tour durch alle Stadte und zuriick zum Ausgangssticht, so dass
insgesamt moglichst wenige km zurtickzulegen sind. Es hasidé hier um
einen Spezialfall des bekannten "Problems des Handluisgsiien”.

Eine untere Schranke fir die Lange des gesuchten Wege$esbaf

4
s=) min{di;},
=1

hier alsos = 4.

Wir verzweigen nun in

P;: Annahme, die Streckd — D wird genutzt, und
P,: Annahme, die Streckd — D wird nicht genutzt.
Zu den "Zweigen”P; und P, gehdoren die Matrizen:

OO wm >
PN D R(I>
N R Y AT
w3 P N0
¥ wN RO

w

I

B
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le

PN AR
wd P NO
¥ w N RO

)

Il

=

B
4
0
1
2

OO w>»

Der Zweig P, braucht wegen = 6 nicht weiter untersucht zu werdeR, lasst
sich nun weiter aufspalten mit der Annahme, dass- B benutzt wird(P;)

bzw. nicht benutzt wird P;5). Man erhalt furPy; (die TourA— D —B—C — A)

die Langes und fir Py, (TourA—D—-C —B—A)Lange9, A—-D—-B—-C—-A

ist folglich optimal.

Selbsttestaufgabe 3.3-1.:

Begrinden Sie, weshalb man sich bei der Losung gewissetePnelmit approxi-
mativen Algorithmen zufrieden gibt.
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4 Pseudodigraphen

4.1 Grundbegriffe

Definition 4.1-1:

Ein Pseudodigraph(gerichteter Pseudograph) ist ein Trigel= (E, B,v) beste- Pseudodigraph
hend aus einer Eckenmengi einer Bogenmeng® und einer (Inzidenz-) Abbil-
dung

v:B— FEXxXE.

Die Elemente von E heil3decken, die von BBdgen(oder gerichtete Kanten). Ecken

B
Im Unterschied zu einem Pseudographen sind die Kanten Bs@sdodigraphen ogen

gerichtetw(b) = (x, y) wird so gelesen, dass der Bogetvon x nach y" gerichtet
ist; im Diagramm wird dies durch einen Pfeil angedeutet.
Ein Pseudodigraph tragt als Teil seiner Bezeichnung site¢s éfeil (z. B.P).

Beispiel 4.1-1:

P = (EBv)

Zu jedem Pseudodigraphe‘ﬁ gehort ein Pseudograph, der dadurch entsteht,
dass statt des geordneten Pa&reg) das ungeordnete Pafr, y} betrachtet wird,
anders gesagt: die Richtung der Kanten wird "vergesseréng&eht z. B. aus dem
in Beispiel 4.1-1 dargestellten Pseudodigrapﬁeder folgende Pseudograph

Es liegt auf der Hand, dass sich immer dann ein Pseudodigaspmathemati-
sches Modell anbietet, wenn zweistellige Beziehungen imérdRichtung zwischen
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Anfangsecke, Endecke
Nachfolger
Vorganger

Inzidenz
Multidigraph
Digraph

irgendwelchen Objekten untersucht werden sollen.
Wir betrachten etwa den folgenden gerichteten Graphen

Folgende reale Hintergriinde wéren z. B. denkbar:

1. A, BundC sind Telefonteilnehmer, un® undC' haben beidel angerufen.

2. A, B und( sind StralRenkreuzungen, und natfiiihren vonB und C' aus
Einbahnstralen.

3. A, BundC sind Menschen, un@& undC habenA als Vorfahr.

Als nachstes sollen nun einige Begriffe fir Pseudodigrapdgfgefihrt werden,
die sich teilweise wegen der Analogie zum ungerichtetehvéal selbst verstehen.
Deshalb werden wir nicht auf jeden dieser Begriffe nahegehen.

Definition 4.1-2: Ein Pseudodigraph® = (E, B, v) sei gegeben. Ist € B mit
v(b) = (z,y), so heiltr die Anfangs undy die Endeckedes Bogens. Man sagt
auch:y ist einNachfolger (oder eine Nachfolgerecke) van x ein Vorgangervon
Y.

Weitere Sprechweisen sindundy inzidieren mith, b inzidiert mitz undy, b ist ein

Bogen vormr nachy. Ein Pseudodigraph ohne Schleifen heliltidigraph. Ein
Multidigraph ohne Parallelbégen heil3t eDigraph (oder gerichteter Graph).
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Beispiel 4.1-2:

Pseudodigraph Digraph

Multidigraph

Definition 4.1-3: P = (E, B, v) sei ein Pseudodigraph une € E eine Ecke von
P. Dann ist der

Innengradvonz in P, in Zeichem*(z, P), die Anzahl der Bégen voRi mitz als  Innengrad
Endecke;

AuRengradvonz in P, in Zeichery~ (z, P), die Anzahl der Bogen vafi mitz als  AuRengrad
Anfangsecke;

Gradvonz in P, in Zeicheny(z, P) := v~ (z, P) + v+ (x, P), die Anzahl der mit Grad
x inzidenten Bogen. (Schleifen werden dabei doppelt geyahlt

Es werden oft die Abkiirzungen (z) fur 4~ (z, P) und~*(z) fir v*(x, P) ver-
wendet. Zum ungerichteten Fall hat man den Zusammenhand®) = ~(z, P) =
().
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Beispiel 4.1-3:

Die Begriffe Teilgraph und Untergraph werden in demselbem&wie im unge-

richteten Fall verwendet. Als nachstes werden fiir Psegdapihen die den Kan-
tenfolgen, Wegen, Kreisen usw. entsprechenden Begrifigediihrt. Zur besseren
Unterscheidung werden hier andere Worter verwendet, s® slek die obenge-
nannten Begriffe nur auf den ungerichteten Fall beziehen.

Definition 4.1-4: Eine Folge(ey, b1, e2,bs,...,b,,€,41) Mite; € Eundb;, € B
Bogenfolge heil3t Bogenfolge (gerichtete Kantefolge), wenn fur alle(1 < ¢ < n) e; die
Anfangsecke des Bogesinde;  ; dessen Endecke ist.

Beispiel 4.1-4:
be
b1
@1 62
ba b4 be
by
63 e4
e e
5 b 6

Bogenfolge:(eg, bl, e1, bg, e1, bg, €3, bg, 65)

Kantenfolge:(ez, bl, €1, bz, €1, b4, es, bg, e1, b4, €3, bg, 65)

Man beachte: In der angegebenen Kantenfolge wird fur dieeBég die hier als
ungerichtete Kanten aufgefasst werden, die gleiche Beaeity verwendet.

geschlossene Definition 4.1-5: Eine Bogenfolge isgeschlossen falls ihre Anfangsecke gleich
Bogenfolge jhrer Endecke ist, andernfalls ist sadfen. Die Anzahl der Bogen in einer Bogen-

offene Bogenfolge folge wird alsLangeder Bogenfolge bezeichnet. Bogenzugst eine Bogenfolge,
Lange einer
Bogenfolge

Bogenzug



4.1 Grundbegriffe 69

die keinen Bogen zweimal enthélt. ( Ein Bogenzug wird auslgeatichteter Kan-
tenzug bezeichnet.) Eilgahn (oder gerichteter Weg) ist ein Bogenzug, der keirgahn
Ecke zweimal enthalt.

Schliel3lich ist eirzyklus (oder gerichteter Kreis) ein Bogenzug, in dem alle Eckeyklus
verschieden sind, bis auf die Anfangs- und die damit idemii€ndecke.

Beispiel 4.1-5:

Wir betrachten wieder den Pseudodigraphen aus Beispiel.4.1

(e2, b1, €1, b9, €1, b3, e3, bg, e5) ist ein Bogenzug, und z. B. ist

(e2, b1, €1, b9, €1, by, €3, bg, e5) €in Kantenzug. Eine Bahn ist

(e2, b1, €1,bs,e3,bs, €4, by, €5,b10, €6); €rsetzt man in dieser Bahn durch by,

so ist das Ergebnis ein Weg. Ein Zyklus igt, b5, e3, by, €1), €in Kreis ist
z.B. (es, bs, €5, by, €4, bs, €3). Auch der Pseudodigraph aus Beispiel 4.1-3 ent-
halt Zyklen, z.B.(a, ¢, b, a).

Wie im ungerichteten Falle Ublich, so kdnnen auch bei dendrRssigraphen Bogen-
zuge, Bahnen und Zyklen nur durch die Folgen der beteili§ieken oder Bogen
beschrieben werden, sofern dies nicht zu Missverstanemiskiren kann. Die von
diesen Bogenzigen herkommenden Teildigraphen werdemn iRetgel mit densel-
ben Begriffen bezeichnet.

Definition 4.1-6: Zwei Eckeru undb eines Pseudodigrapheh heiRenverbindbar  verbindbare Ecken
in P, wenn es einen Weg iR vona nachb gibt oder wenm = b gilt. Die Ecke

a heil3teinseitig verbindbamit der Eckeb, wenn eine Bahn von nachb in P einseitig verbindbare
existiert oders = b gilt. SchlieRlich heiRen undb stark verbindbar, wenn je eine Ecke

Bahn vore nachb und vonb nacha existiert oders = b gilt. SEtalik verbindbare
cKen

Beispiel 4.1-6:
a b
C d e
P

c unde sind verbindbar inP.
cistin P einseitig verbindbar mit
b, jedochb nicht mitc.

a undb sind in P stark verbindbar.

Der Begriff der starken Verbindbarkeit fir Pseudodigrapfigéhrt nun auch zu
einem eigenen Zusammenhangsbegriff:
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azyklisch

Definition 4.1-7: Ein Pseudodigraph® hei3tstark zusammenhangendvenn je
zwei Ecken inP stark verbindbar sind.

Wie bei ungerichteten Pseudographen ist bei Pseudodigmagile Verbindbarkeit
bzw. die starke Verbindbarkeit eine Aquivalenzrelatioie Bon den Aquivalenz-
klassen aufgespannten Untergraphen werdetKdiaponenten bzw. diestarken
Komponentendes Pseudodigraphen genannt.

Die Aquivalenzklassen sind bei der Verbindbarkeitsretatliie Aquivalenzklassen
des zugrundeliegenden Pseudographen, und zwischen den &gk zwei verschie-
denen Komponenten existieren keine Bégen. Anders verh8ith bei den starken
Komponenten: hier kann es Bdgen geben, jedoch haben danBdadken zwischen
zwei Komponenten jeweils die gleiche Richtung.

Beispiel 4.1-7:
P aus Beispiel 4.1-6 hat nur eine Komponente, jedoch dreistéomnponen-
ten:

Wie bei Pseudographen sind auch bei Pseudodigraphenidiejevon speziellem
Interesse, die kreisfrei (im gerichteten Sinne) sind:

Definition 4.1-8: P heiltazyklisch wennP keinen Zyklus enthalt. Ein azyklischer
Pseudodigrapli3 kann keine Schleifen enthalten und ist somit stets ein {fafih.

Beispiel 4.1-8:

=l

M ist azyklisch, aber
M enthalt Kreise.
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Beispiel 4.1-9:

Wir stellen uns vor, jemand will ein wissenschaftliches Buut sechs Kapiteln
A, B, ..., F schreiben, wobei manche Kapitel inhaltlich auf anderebauén.
Die Abhangigkeiten mégen in dem folgenden Digraphen daéegesein:

(Z.B. bautD auf A auf,
F auf D usw..)

Um das Buch zu erstellen, mussen die sechs Kapitel in eimedia Reihen-
folge gebracht werden: bautauf X auf, so mussim Buck vorY stehen. Eine
sinnvolle Numerierung der Kapitel ist in folgendem Diagrareingetragen:

Eine solche Numerierung wére nattrlich nicht méglich, weanDigraph einen
Zyklus enthielte. (Das Buch kdnnte in diesem Fall nicht hesben werden.)

Das letzte Beispiel motiviert die folgende Definition.

Definition 4.1-9: Ein Multidigraph M = (E, B,v) sei gegeben mit Ecken, also
|E| = n. Eine Nummerierung der Ecken, also eine bijektive Abbijdun

A E—{1,2,...,n},

heil3t einetopologische Anordnungwenn fir jeden Bogefe, /) € B gilt A(e) < topologische
A(f), d.h. die Anfangsecke hat stets eine kleinere Nummer atsrtlecke. Anordnung

Ohne Beweis ist klar, dass es flif nur dann eine topologische Anordnung geben
kann, wenn) keinen Zyklus enthalt. Interessanterweise ist diese nutige
Bedingung auch hinreichend:

Satz 4.1-1: Fir einen Multidigraphen/ sind folgende Aussagen aquivalent:

o i. Mist azyklisch.
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e ii. Jeder nichtleere Untergraph/ von M enthalt eine Ecke x mit
v (z,U) =0.

e iii. M besitzt eine topologische Anordnung.

Beweis: i) — i) .U sei ein nichtleerer Untergraphy , us, . . ., u, seien die
Ecken einer maximalen Bahn i (d.h. es gibt inU keine Bahn mit mehr
alsp vielen Ecken). Wir machen nun die Annahme(u,,, (7) > 0 und leiten
daraus einen Widerspruch her. Es muss namlich nun eine &aké/ mit
einem Bogenu,, u) geben. Jetzt sind zwei Féalle mdglich:

Fall 1: v = wu; fureini mit 1 < ¢ < p. In diesem Fall folgt, dass
Ui, uit1, - - ., u, die Ecken eines Zyklus ifi und damit auch in\/ sind, man
hat einen Widerspruch.

Fall 2: u stimmt mit keinem dew; tUberein. Dann istiy, us, . .., u,, u €ine
Bahn inU von Langep (mit p + 1 Ecken), womit sich ebenfalls ein Wider-
spruch ergibt.

Damit ist in jedem Fall ein Widerspruch hergeleitet.

it) — i) : Eine topologische Anordnung : £ — {1,2,...,n} wird
induktiv auf folgende Weise konstruiert. Es seieine Ecke vonM mit
~~(x, M) = 0. 2 wird mit » numeriert, d. h. wir setzeA(z) = n. Hat man
die Nummern + 1,7+ 2, ..., n bereits vergeben (fur eimit 1 < ¢ < n), so
sei U; der von den noch nicht numerierten Ecken aufgespannte grafsr.
Man wahlt eine Ecke von U; mit 4~ (y, U;) = 0 und setzt\(y) = i.

Es muss nun gezeigt werden, dass das so konstruiegtee topologische
Anordnung ist. Es sefe, f) ein Bogen vonM . Offenbar muss bei der Kon-
struktion von) die Eckef friiher als die Ecke numeriert worden sein (und
somit\(f) > A(e) gelten), denn bei der Numerierung vetate im "Rest-
graphen™ den Aul3engrdx d. h. f kann nicht zu den noch nicht numerierten
Ecken gehoren.

iii) — 1) : Diese Implikation ist offensichtlich.

Der Beweis der Impliaktion ii)— iii) in obigem Satz liefert auch einen
Algorithmus, der einen vorgegebenen Multidigraphen aséda Freiheit von
Zyklen testet, indem er eine topologische Anordnung firMeitidigraphen
zu konstruieren versucht. Gelingt diese Konstruktion fisb folgt aus dem
Satz auch, das¥ nicht azyklisch ist.

Algorithmus "Azyklisch" Gegeben sei ein Multidigraph/ = (E, B, v)
mit |E| = n. Es wird eine topologische Anordnung fiif konstruiert oder
die Information geliefert, das¥/ nicht azyklisch ist.

Algorithmus: Azyklisch

begi n
setze i:=n;
while ¢ > 0 do
begi n
if es gibt kein x € E in M mit v — (z,M)=0
then M ist nicht azyklisch, got o ende;

el se wahle z in M mit v — (x,M) =0,
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setze Az):=i,M:=M \ {z },
= i—1;
end
ende: end

Im ungerichteten Fall ist ein zusammenhangender Pseydogiane Kreis stets
ein spezieller Graph von sehr einfacher Struktur, ndmliohBaum. Bei Pseudo-
digraphen ist die Situation komplexer. Ein azyklischerueleeligraph ist stets ein
Multidigraph, kann jedoch (ungerichtete) Kreise und auahalfelkanten enthalten
- in dem Beispiel 4.1-8 ist beides der Fall. Enthalt ein Miigraph auch keinen
ungerichteten Kreis, so handelt es sich um einen Digraghetessen zugrundelie-
gender (ungerichteter) Graph ein Baum ist. Einen solchgnapherﬁ nennt man

einengerichteten Baum wenn er eine Ecke enthalt, die mit jeder anderen Eckegerichteter Baum

einseitig verbindbar ist. Eine solche Ecke héMirzel.

Beispiel 4.1-10:
w
Gy Gz

G, ist ein gerichteter Baung;; nicht, obwohlG; ein Baum ist.

Auch in vielen Anwendungen gerichteter Graphen stehen dggile im Mittel-
punkt, die sich auf die zugrundeliegenden ungerichtetaplBn beziehen. So wer-
den z. B. oft Kreise (statt Zyklen) betrachtet. Den Kreised 8chnitten wird jedoch
zusatzlich eine Orientierung zugeordnet - darauf wird irthséen Abschnitt einge-
gangen. Die im Abschnitt 1.3 eingefihrten Begriffe wie spamder Wald, Rang,
Nullitat usw. behalten selbstverstandlich fur Multidigheen ihre Gultigkeit, wenn
sie jeweils auf den zugrundeliegenden Multigraphen bazegaden. Gleiches gilt
fur die dort bewiesenen Satze, insbesondere die Uber dievakmeC* und S*.

Selbsttestaufgabe 4.1-1:

Erlautern Sie die Begriffe "kreisfrei” und "azyklisch” fulPseudodigraphen, und
illustrieren Sie den Unterschied anhand eines Beispiels.
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Adjazenzmatrix

4.2 Multigraphen und Matrizen

Analog zum ungerichteten Fall wird dAdjazenzmatrix nur fur Digraphen (ohne
Parallelbogen) erklart. Ein Digraphi = (E, B) sei gegeben miel = {e;,....¢,}

undb = (e;, e;) (mit geeigneten, j) fur b € B. Die AdjazenzmatrixA(G) = (a;;)
von G ist dien x n- Matrix mit folgenden Eintragen:

0 — 1, falls (62-, ej) eB
Y1 0, sonst.

StattA(G) wird auch hier oft nutd geschrieben.

Beispiel 4.2-1:

= o O O
_ O O =
o O = O
o = O O

Die Adjazenzmatrix eines Digraphen ist i.a. nicht symnsetri- sie ist es genau
dann, wennG mit jedem Bogen(e;, e;) auch den umgekehrt gerichteten Bogen
(ej, €;) enthalt. Interpretiert man einen ungerichteten Graptietis den Digraphen

H, der fur jede Kante vorH zwei entgegengesetzt gerichtete Bogen enthalt, so

berthren sich die beiden Definitionen der Adjazenzmatreder.

Beispiel 4.2-2:
elvea 1 W e,
€y €4
H H

H und H haben die gleiche Adjazenzmatrix:

_ O = O

1
0
1
1

= O = O
O = = =

Es gilt nun auch der folgende Satz.
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Satz 4.2-1: Ist A die Adjazenzmatrix eines Digraph€h so liefert der(i, 7)-
Eintrag ag) derr-ten PotenzA” die Anzahl der Bogenfolgen von Langelie
in G vone; nache; verlaufen.

Beweis: Der Beweis verlauft véllig analog zu dem der ungerichtetaniante
(vgl. Satz 2.2-1) und wird hier nicht wiederholt.

Wir kommen nun zum Begriff ddnzidenzmatrix. Inzidenzmatrix

Definition 4.2-1: Es sei ein Multidigraphl/ = (E, B,v) gegeben. Die Mengen
E und B seien durchnumeriertty = {ey,...,e,} und B = {by,...,b,}. Die
Inzidenzmatrix[(]\7[) (oder einfachl) des MultidigrapherM ist dien x m-Matrix
(i) Mit

1, falls die Ecker, die Endecke des Bogebhsist
s =<4 —1, fallsdie Ecke:, die Anfangsecke des Bogensst
0, sonst.

Beispiel 4.2-3:
Wir betrachten den Digraphen aus Beispiel 4.2-1 mit denefodiipn Numerie-
rungen:

Fur jede Inzidenzmatri%()M) eines Multidigraphed/ gelten folgende Aussagen,
wie sich unmittelbar aus der Definition ergibt:

e Ersetzt man jede -1 durch +1, so ergibt sich die InzidenZzmati\/) des Mul-
tigraphen\/.

—

e Jede Spalte voh()M ) enthalt einmal den Eintrag +1 und einmal -1.

e Inder zur Ecke:, gehdrenden Zeile voi( M) steheny™ (e,, M) viele Eintrage

—

+1, die -1 kommty~ (e, M) mal vor.
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e Umnummerierung der Ecken- bzw. Bogenmenge fuhrt zu Vectausyen von

Zeilen bzw. Spalten id()M). Zwei Multidigraphen, deren Inzidenzmatrizen bis
auf solche Vertauschungen identisch sind, sind isomorph.

Wie sich nun zeigen wird, kdnnen auch bei Inzidenzmatrizam Multidigraphen
die Begriffe Rang und Determinante zur Untersuchung depl@astruktur genutzt
werden. Fur das folgende sei ein zusammenhangender l\/haliﬂi@? mit (n xm)-
Inzidenzmatrix/ gegeben. Rang und Determinante werden immer im KdRoeer
reellen Zahlen gebildet.

Hilfssatz 4.2-1: Die Summe irgendwelcherZeilen von/ (mitt¢ < n) enthalt
mindestens ein von Null verschiedenes Element.

Beweis: Es seiF; die Menge der Ecken, die dermusgewahlten Zeilen entspre-
chen. Dal zusammenhéngend ist, kdnnen wir einen Bogan) wahlen,
der eine Ecke voii; mit einer nicht zuF; gehdérenden Ecke verbindet. Da die
b entsprechende Spalte véal/) einmal die 1 und einmal die -1 enthélt und
nur genau eine der beiden dadurch angesprochenen Zeileanmzwadfsum-
mierten Zeilen gehort, bleibt in der Summe in der betrefe@ndomponente
entweder 1 oder -1 stehen.

Hilfssatz 4.2-2: Esistrg(I) <n — 1.

Beweis: Da die Summe aller Zeilen vahden Nullvektor ergibt, sind die Zeilen
linear abhéangig, der Rang kann folglich héchstens1 sein.

Hilfssatz 4.2-3: Die Spalten vod, die zu den Bdgen eines Kreises gehoren, sind
linear abhangig.

Beweis: Wir setzen zunachst voraus, dass es sich bei dem Kreis um2ykéus
handelt. Dann ergibt die Summe dieser Spalten den NullveRi# nadmlich
eine Eins in einer Spalte eine Anfangsecke des betreffeBdgans bezeich-
net, gibt es zu jeder solchen Eins innerhalb der betracktefSgaltenmenge
genau eine zweite Spalte mit -1 an dieser Stelle. Nun haretelch bei
dem betrachteten Kreis nicht um einen Zyklus. Wahlt man rno@ #®urch-
laufrichtung” fur diesen Kreis, so werden einige Kanten ieseé Richtung,
andere entgegen dieser Richtung orientiert sein. Da dagérad der Kan-
ten, die entgegen dieser Richtung orientiert sind, zu eidgkius fuhren
wurde, folgt: die Summe der zu dem Kreis gehdrenden Spaltghtaden
Nullvektor, wenn die zu den umgedrehten Kanten gehdrengahe mit -1
multipliziert werden.
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Beispiel 4.2-4:
€1 by €2
bsV Vbs b2 bs
63 b3 64 €5
-1 0 0 -1 -1 o0
1 -1 0 0 0 -1
I = 0O 0 1 1 1 o0
0 1 -1 0 0 0
0O 0 0 0 0 1

Der Kreis(by, by, b3, bs) ist kein Zyklus:

by

O

bs

Bei Wahl der im Diagramm angedeuteten Orientierung im UbQegsinn istbs
entgegengesetzt orientiert. Somit ergibt die Summe ddte$pa bis 3 und des
Negativen der Spalte 5 den Nullvektor.

Auch bei Multidigraphen erweist es sich als nitzlich, eeduzierte Inzidenzma-

trix 7, zu betrachten, die sich ergibt, wenn di¢e Zeile von/ weggelassen wird. reduzierte
Die zu dieser Zeile gehdrende Eckewird auch alsBezugseckeler reduzierten Inzidenzmaitrix
InzidenzmatrixZ, bezeichnet. Bezugsecke

Der folgende Satz bezieht sich auf den Fall, dass der Majigr\/, der dem
betrachteten Multidigrapheﬁf zugrundeliegt, ein Baum ist.

Satz 4.2-2: Ist M ein Baum und/, eine reduzierte Inzidenzmatrix vad, so
gilt fur die reelle Determinantéet (/) = +1.

Beweis: Der Beweis verlauft bis auf den Induktionsanfang véllig lagadem
zu Satz 2.2.15: hat/ nur einen Bogen und zwei Ecken, so kann hier auch
det(1.) = —1 sein,
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Beispiel 4.2-5:
€1

-1 0
1

0 1
0 0 -1

Streichen der zweiten Zeile (Bezugseekgfuhrt zu

-1 0 0
I, = 0 1 O
0 0 -1

mit det () = +1.

Wir kommen nun zu zwei interessanten Folgerungen. Nach ariee&i ein zusam-

menhangender Multidigrapﬁf mit (n x m)-Inzidenzmatrix/ gegeben. Die Nach-
weise dieser Folgerungen ergeben sich - véllig analog desperchenden Folge-
rungen Folgerung 2.2-1 und Folgerung 2.2-2 - aus Hilfss&24 Hilfssatz 4.2-3

und Satz 4.2-2.

Folgerung 4.2-1: Esistrg(l) =n — 1.

Folgerung 4.2-2: Eine quadratischén — 1) x (n — 1)-Untermatrix einer redu-
zierten Inzidenzmatrik. ist genau dann regular, wenn die ausgewahlten Spal-
ten zu einem Geriist van (bzw. M) gehdren.

AbschlieRend sei auf die folgende Verallgemeinerung vdgd¥ang 4.2-1 hinge-
wiesen: besteht/ ausp vielen Komponenten, so gilt flr eine Inzidenzmatfix

rg(I) =n—p=p(M).

Um - analog zum ungerichteten Fall - eine Kreis-Bogen-Matrnd eine Schnitt-
Bogen-Matrix einfihren zu kénnen, ordnen wir zunachstped@eis und jedem
Schnitt eine Orientierung zu. Dies ist, ohne es ausdriitklic sagen, im Beweis
von Hilfssatz 4.2-3 bereits verwendet worden.

Definition 4.2-2: Es seiC' ein Kreis in dem MultidigrapheM. (C muss kein Zyklus
Orientierung ~ sein.) Unter eineOrientierung von C' versteht man die Festlegung einer "Durch-
laufrichtung” des Kreises, ohne allerdings Anfangs- undlécke festzulegen. Es
gibt also stets zwei mdgliche Orientierungen, man spricint &inemorientierten
orientierter Kreis ~ Kreis.
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Im Grunde bedeutet der Ubergang zum orientierten Kreis eiriigkgreifen auf
die urspringliche Definition eines Kreises als Kantenzeg ats Folge von Kanten
definiert war und ebenfalls eine Reihenfolge beinhalteehésKapitel 1).

Im Diagramm wird die Orientierung eines Kreises haufig duette zusatzliche
geschlossene Linie angedeutet, die man mit einem Pfeileldrs

Beispiel 4.2-6:
Der Multidigraph]\7[ aus Beispiel 4.2-4 enthalt z. B. folgenden Kreis:

b1

D3

C' kann auf zwei Weisen zu einem orientierten Kreis gemachdlarer

N N

Definition 4.2-3: Auch einem Schniff eines Multidigrapheni\7[ konnen zwei mog-

liche Orientierungen zugeordnet werden, das Resultaeistjls einorientierter

Schnitt. Im Diagramm wird die Orientierung eines Schnitts haufigathueinen orientierter Schnitt
zusatzlichen Pfeil angegeben.

Beispiel 4.2-7:
Es wird wieder der Multidigraph aus Beispiel 4.2-4 zugruyelegt, und zwar
mit folgendem Schnitt:




80

4 Pseudodigraphen

Kreis-Bogen-Matrix

Schnitt-Bogen-Matrix

S kann auf zwei Weisen zu einem orientierten Schnitt gemaentien:

e ~
~ ~
— —
\\t\ R — $\ R O

Im folgenden wird von orientierten Kreisen bzw. Schnittee Rede sein, wobei
jedoch die Bezeichnungen (z. 8.oderS) beibehalten werden.

Definition 4.2-4: Es sei nun wieder ein MultidigrapM = (E, B,v) gegeben,
wobei die Mengerty und B durchnumeriert seienfy = {e;,...,e,} und B =
{b1,...,bn}. Weiter seien die - auf den Multigraphérd bezogenen - Menged
undS ebenfalls durchnumeriert:

C={CG1<i<2'-1}, S={S1<j<2 —1}.

AulRerdem sei jedem Kreis und jedem Schnitt eine belielmgge@ientierung zuge-
ordnet.

Die Kreis-Bogen-MatrixC(M) = c;; ist die in folgender Weise definierte2 —
1) x m)-Matrix:

1, fallsC; b; enthalt und die Orientierung des
enthaltenden Kreises var mit der Richtung
vonb; Ubereinstimmt

—1, falls C; b; enthalt und Orientierung und Richtung
(s.0.) nicht Gbereinstimmen

0, sonst.

Die Schnitt-Bogen-MatrixS(M) = (s;;) ist die folgendermaRen erklar(g2” —
1) x m)-Matrix:

1, falls S; b; enthalt und die Orientierung vos,
mit der Richtung vomn; Gbereinstimmt

Sij = —1, falls S; b; enthalt und Orientierung und Richtung
(s.0.) nicht Gbereinstimmen
L 0, sonst.
Beispiel 4.2-8:

Wir betrachten die folgende gerichtete Variante des infidei®.3-1 analysier-
ten Multigraphen:
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bs

=l

bih Vbs b ybg

Die Elemente vorC stellen sich im Diagramm so dar:

t 1 A

Cy Ce Cs=Cy +C;
> @ 3
=% >

Cs =C1 +Cs3 Cg=C2+Cs Cy=C1 +Co +Cs3

Aul3erCs sind alleC; Kreise, ihre Orientierungen werden willktrlich und unab-
hangig voneinander ausgewahlt. Dga ausC; und Cj5 disjunkt zusammenge-
setzt ist, ist hier keine Orientierung neu festzulegen.rgbesich nun die fol-
gende Kreis-Bogen-Matrix:

1 1 00 0 0
0 -1 1 1 0 0
0 0 0 1 -1 -1
CM) =1 1 0 1 1 0 0
1 1 0 1 -1 —1
0 -1 1 0 1 1
10 =l ©§ =i =1

Als néchstes fuihren wir Darstellungen der mit Orientieemgrersehenen
SchnitteSs, ..., S; auf:
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\

o

S'?:Sl“FSZJFSB

Als Schnitt-Bogen-Matrix ergibt sich:

11 1 0 0
0 0 -11 0 1
00 0 0 —1 1
SM)y = -1 1 0 1 0 1
11 1 0 1 -1
0 0 -11 1 0
11 0 1 1 0

Abschlie3end werden nun einige algebraische Eigenschafteé Zusammenhange
der Matrizen (M), C(M) und S(M) (kurz: I,C und S) aufgezeigt. Wieder sei
ein Multidigraph]\7[ vorgegeben. Aus dem Beweis von Hilfssatz 4.2-3 ergibt sich
sofort, ahnlich wie im ungerichteten Fall (vgl. Folgerung-2):

Folgerung 4.2-3: Fir die Inzidenzmatri¥ und die Kreis-Bogen-Matrix’ gilt
die Beziehung

I-Ct=0.

Es sei noch einmal daran erinnert, dass die Matrizenrechitudiesem Kapitel
Uber dem KorpeiR der reellen Zahlen auszufuhren ist. Der folgende Satz ést di
Entsprechung zu Satz 2.3-1:

Satz 4.2-3: Esistrg(C) = u(M).
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Da die mit einer festen Ecke inzidenten Bdgen immer einemiBchilden, ist
es auch hier so, dass eine Auswahl bestimmter ZeilenSvansammen’ ergibt.
(Dabei kbnnen, wegen verschiedener moglicher Orientggnneinzelne Zeilen mit
-1 multipliziert sein.) Insofern hat man hier die folgenderdtarkung von Folge-
rung 4.2-3:

Satz 4.2-4: Es gilt die Beziehung - C* = 0.

Beweis: Es seiens; undC; ein orientierter Schnitt bzw. Kreis vah/. Wir wis-
sen schon, dasS; und C; eine gerade Anzahl von Kanten gemeinsam sind.
Durchlauft man, ahnlich wie im Beweis von Satz 1.3-1, densg in Rich-
tung der gegebenen Orientierung, so ist ersichtlich, desdabei vorkom-
menden zw5; undC; gehdrenden Kanten gleich oft parallel zur Orientierung
des Schnitts wie gegenlaufig dazu auftreten. Dies bedels®t dass beim
Produkt deri-ten Zeile vonS mit der j-ten Zeile vonC' ebenso oft zwei glei-
che Eintrage (1 oder -1) aufeinander treffen wie zwei urchiej das Produkt
(als Summe dieser Einzelprodukte) ist folglich 0.

Zum schluss soll - ohne Beweis - auf die folgende Aussage déerRang von
S(M) hingewiesen werden:

Satz 4.2-5: Esistrg(S) = p(M).

Selbsttestaufgabe 4.2-1:
Gegeben sei der im folgenden Bild dargestellte Multidi@ré]b:

C1

bl bz

=l

ee €3

Stellen Sie die Inzidenzmatrixund eine Kreis-Bogen-Matrig’ auf, und rechnen
Sie die Beziehun§- C* = 0 nach.
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Bewertung

) Bewertungen

5.1 Ecken-, Kanten- und Bogenbewertungen

Die Struktur von Pseudographen bzw. Pseudodigraphen eictihvaltiger, wenn
den Ecken, Kanten oder Bégen zusétzlich noch irgendweletidedd zugeordnet
werden, man spricht dann va@dewertungen. In den meisten Anwendungen von
Pseudo(di)graphen hat man es mit bewerteten Strukturenrgwbbei die zuge-
ordneten Zahlenwerte z. B. Verarbeitungszeiten von Tigjkhen, Benutzungskos-
ten von Leitungen oder deren Ausfallwahrscheinlichkesiein konnen usw.

Einer formalen Definition von Bewertungen sollen einigedpétle vorangestellt
werden.

Beispiel 5.1-1:

In dem hier dargestellten Digraphen moégen die Ecken Tegjkhdn einer von
einem Rechner zu bearbeitenden Gesamtaufgabe darstiiteBckenbewer-
tungen die Bearbeitungszeiten der Teilaufgaben. Ein BogenX nachY
soll bedeuten, das& fertig bearbeitet sein muss, bevisrbegonnen werden
kann. Besitzt der Rechner zwei Prozessoren, die paraltleitan kbnnen, wobei
jedoch eine begonnene Aufgabe stets ohne Unterbrechundegefuhrt wer-
den muss, so ist der im folgenden Balkendiagramm dargesgdlaufplan hin-
sichtlich der Gesamtablaufzeit optimal:

Prozessor 1 B A C //
Prozessor 2 [G[E[Hl D [I] F [ 7 /

232 7 2 8 8
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Beispiel 5.1-2:
Ae— 3 B
2 1 2
s= C D G
2 3 2 3
L F

Das Diagramm zeigt den mehrfach - zuletzt in Beispiel 3.3rdrgekommenen
Graphen, der hier die méglichen Leitungen in einem zu eteintien Datennetz-
werk darstellen soll. Die zusatzlich eingetragenen Kargerertungen mogen
die Erstellungskosten der einzelnen Leitungen sein. &glNktz nun maglichst
wirtschaftlich errichtet werden, so sucht man nach einemii&enit der Eigen-
schaft, dass die Summe der Bewertungen der Gerustkantdichshdglein ist;
es ist z. B. das folgende Gerist optimal:

Beispiel 5.1-3:

Der hier dargestellte Digraph tragt eine Kantenbewertiivig stellen uns vor,
es handele sich um ein Transportnetz, wo (entlang der Bdgétgr von der
"Quelle” @ zur "Senke”S transportiert werden sollen. Die Bewertung stellt eine
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Eckenbewertung

Kantenbewertung

Bogenbewertung

Vektorraum der
Eckenbewertungen

Vektorraum der
Bogenbewertungen

obere Kapazitatsbeschrankung dar; z. B. bedeutet die Zalauf dem Bogen
von () nach A, dass héchstens 3 Gitereinheiten entlang des Bogensdransp
tiert werden kdnnen. Im folgenden Diagramm ist ein maxim&dHuss” von 5
Einheiten dargestellt, der die gegebene Beschrankungkts:

Um groRReren Spielraum zu haben, lasst man bei der allgem&geénition von
Bewertungen nicht nur die reellen Zahlen zu.

Definition 5.1-1: Es seill/ ein beliebiger Koérper. (Meist wird es sich ulif, oder
IR handeln).P = (E, K, v) sei ein Pseudograph. Eirteckenbewertungson P ist
eine Abbildungv von E nachW,

w:E—W.

Entsprechend ist einEantenbewertungals Abbildung vonkK nach W definiert.
Handelt es sich um einen Pseudodigraptién= (E, B,v), so ist eineBogenbe-
wertungeine Abbildung vor3 nachV.

5.2 Die algebraische Struktur von Bewertungen

Die sehr allgemeine Definition einer Bewertung erlaubt ejnee Breite von
Anwendungen von bewerteten Pseudo(di)graphen. Oft situtjespezielle Bewer-
tungen von Interesse, die zu algebraischen Strukturereffiilwelche zu den an
friherer Stelle betrachteten Strukturen (z@®B.und S) in enger Beziehung ste-
hen. Von diesen Bewertungen und algebraischen Struktusmedéft der vorlie-
gende Abschnitt. Der Einfachheit halber wird hier stets &mem Digraphen
G = (E, B,v) ausgegangen, die Ergebnisse konnen leicht auf die andéilen F
Ubertragen werden.

—

G = (E, B,v) sei gegeben mitt| = n und|B| = m, ebenso ein Korper/. Die
Eckenbewertungew : £ — W bilden in der tUblichen Weise einen Vektorraum
Uber dem Korpe#V, der zulW™ isomorph ist. Dabei ergibt sich z. B. die Summe
w1 + wy von Bewertungen als diejenige Bewertung, welche jeder Besk&umme
der einzelnen Bewertungen zuordnet, formak + wy)(e) = wy(e) + wo(e) fur

e € E. DenVektorraum der Eckenbewertungen bezeichnen wir mit/.. Analog
hat man den (zi’™ isomorphen)ektorraum V;, derBogenbewertungen
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Beispiel 5.2-1:
Summe von Eckenbewertungen:

$4

w w Wl+ Wo

1 Z

Multiplikation einer Bogenbewertung mit einem Skalar:

Die als nachstes eingefuhrten beiden Begriffe sind phlisttamotiviert. Es wird
sich herausstellen, dass sie besonders gut algebraissisterferden konnen.

Es wird die folgende Notation verwendet: fir einen Bodgebezeichneth~ die
Anfangs- und™ die Endecke, d. h. es giit= (b=, b™).

Definition 5.2-1: Eine Bogenbewertung : B — W hei3tZirkulation, wenn fir zirkulation
jede Ecke: € E gilt

Y f)y= f).

Stellt man sichf (b) als den Umfang irgendwelcher entlang des Bodetmanspor-
tierter oder fliessender Guter vor, so bedeutet obige Giaigh alles, was in eine
Ecke hineinflie3t, kommt auch wieder heraus.
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Beispiel 5.2-2:

Im ersten Diagramm handelt es sich um eine Zirkulation, wdkeBewertun-
gen aus dem KorpdR der reellen Zahlen genommen sind. fasst man auch im
zweiten Bild die Bewertungen als Elemente MBrauf, so hat man keine Zir-
kulation, weil z. B. in Eckee nichts hineinflie3t, aber zwei Einheiten hinaus;
nimmt man jedoch die Zahlen 0 und 1 als Elemente IFgrfals 17), so handelt

es sich hier um eine Zirkulation.

Die Zirkulationen bilden einen Untervektorraum vbj Um dies nachzuweisen,
und auch um eine weitere Kategorie spezieller Bogenbengetu einzufihren,
werden als nachstes zwei lineare Abbildungen zwischen é&toxfaumeri’/, und
V4, untersucht.

Die Abbildungo : V, — V, ordnet jeder Bogenbewerturfgeine Eckenbewertung
df zu, die definiert ist durch

@f)(e):= > fb)— > [

beB,bt=e beB,b—=e

Sind die Menger = {e;,...,e,} und B = {by, ..., b, } durchnummeriert, und
ist I die zugehdrige Ecken-Bogen-Inzidenzmatrix, so kann mah achreiben

m

(OF)(er) =D in - f(bs).
s=1
fasst man schlief3liclf als Element vori/™ auf und entsprechend die Elemente
vonV, als solche voi’™, so lasst sich die Definition vanauch kurz schreiben als

of =1-f.

Aus dieser Beziehung wird klar, dadseine lineare Abbildung ist. Anschaulich
bedeutet die Definition vow: einer Bogenbewertung wird als Eckenbewertung
jeweils "zufliessende minus abfliessende Menge” zugeordnet

Beispiel 5.2-3:
Die Ecken und Bdgen des betrachteten Digraphen seien wiestareDia-
gramm bezeichnet:
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Im zweiten Bild ist eine Bogenbewerturfglargestellt. Die Eckenbewertung
(zufliessende minus abfliesende Menge) ist dann die folgende

Dies lasst sich mit der Inzidenzmatrix nachrechnen. Es ist

1 -1 -1 0 0 0 0 0
-1 0 0 1 0O -1 0 0
I = 0 1 0 -1 1 0 1 0
o o 1 0 -1 0 0 1
0 0 0 0 0 1 -1 -1
und f = (1,1,2,4,4,1,0,1), und damit ergibt sichof = If =
(=2,2,1,—1,0).

Offenbar gilt der
Hilfssatz 5.2-1: f €V, ist genau dann eine Zirkulation, wewaf = 0 gilt.

Die Menge aller Zirkulationen wird mi€( IV) bezeichnet. Nach Hilfssatz 5.2-1 ist
C(W) genau der Kern der linearen AbbilduagDamit ergibt sich:

Satz 5.2-1: C( W) ist ein Untervektorraum vom,.
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Potentialdifferenz

Die Abbildungé : V., — V; ordnet jeder Eckenbewerturgeine Bogenbewertung
0g zu, die definiert ist durch

(69)(b) := g(b7) — g(b7).

Mithilfe der Inzidenzmatrix/ und der Isomorphien vo#r, und W™ bzw. V}, und
W™ kann man auch schreiben

oder kurz
dg=1"-g.

Auch ist eine lineare Abbildung.

Eine anschauliche Vorstellung vérkann man sich so machen: sieht man die gege-
bene Eckenbewertung als Potential an, so eijlftir jeden Bogen die Potential-
differenz der beiden Eckpunkte. Wegen dieser Interpmiatennt man eine Bogen-
bewertungf, fur die es eiry € V, mit 6g = f gibt, einePotentialdifferenz.

Beispiel 5.2-4:
Die beiden Diagramme zeigen eine Eckenbewertyngnd die zugehérige
Bogenbewertungg:

g dg

Man rechnet auch leicht nach, dass sichgnit (0,1, 3, —1,0) ergibt

5g=1I¢g=(-1,3,—-1,-2,4,—1,3,—1).



5.2 Die algebraische Struktur von Bewertungen 91

Definition 5.2-2: Die Menge aller Potentialdifferenzen wird nif I?") bezeichnet.
S(W) ist der Bildraum der linearen Abbildungund folglich ebenfalls ein Unter-
vektorraum vorv,.

Fur die Elemente voB( W) fehlt noch eine direkte Charakterisierung. Dazu gehen
wir, wie bei der Definition der Kreis-Bogen-Matrix, von eirgegebenen Orientie-
rung fir jeden Kreis voit; aus.

Satz 5.2-2: f €V}, ist genau dann Element v&{ W), wenn fur jeden Kreig’
vonG gilt

> fb)=o.

beC

(Dabei werden in der Summe die Bbgen, die entgegen der @mieng
gerichtet sind, negativ gezahilt.)

Beweis: Es seiS(W) undg € V, mit 6g = f, ferner seiC' ein Kreis mit den
Eckenzq,...,z; und Bogeny,, ..., y;, wobeiy,z; mit zs, yoxs Mit z3 ver-
bindet usw. und schlie3liclyz; mit z; verbindet. Die Numerierung stimme
mit der Orientierung Uberein. Es gilt dann

Y f0) = fly)+.. + flye)

] = (9(w2) — g(21)) + (g(23) — g(x2)) + ... + (9(21) — 9(24-1))
+(g(z1) — g(21))
= 0.

Umgekehrt sei fur eiry € V, die Beziehung)_ f(b) = 0 fur jeden Kreis
beC
C erflllt. Es muss eiry € V, mit g = f konstruiert werden. Dazu wird

zunachst einer beliebigen Eckge E alsg(ey) ein beliebiger Wertv, € W
zugeordnet. (Isﬁ nicht zusammenh&ngend, so mussen in jeder Komponente
solche Wahlen getroffen werden.) Nun hat man, dayemit g = f heraus-
kommen soll, nur eine Wahy(b~) zu erklaren, wenrf (b) undg(b™) gegeben
sind, namlich

g(b7) :=g(b") = f(b).

Entsprechend muss, wegth~) schon definiert ist,

g(b") :=g(b™) + f(b)

gesetzt werden. Auf diese Weise kann induktiv fir gahdie Eckenbewer-
tung g konstruiert werden, wobei die gegebene Voraussetzung fiimsicht-
lich Kreisen dafir sorgt, dass fiir Ecken, denen man sich arschiiedenen
Richtungen néhert, der gleiche Wert herauskommt.

Wir haben nun die Untervektorraun@( 1V) (Zirkulationen) undS( W) (Poten-
tialdifferenzen) des Vektorraumg, der Bogenbewertungen durch Bedingungen

beschrieben, die ddfirchhoffschen Gesetzerder Theorie elektrischer NetzwerkeKirchhoffschen
Gesetzen
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entsprechen. Danach sind Zirkulationen Bogenbewertyndiendem 1. Kirch-
hoffschen Gesetz (fur elektrische Strome) folgen, und Riatielifferenzen solche
Bogenbewertungen, auf die das 2. Kirchhoffsche Gesetz(&ktrische Spannun-
gen) zutrifft. Diese Zusammenhange werden bei der Analysdrescher Netz-
werke angewandt.

S(W) ist der von den Zeilenvektoren vdnaufgespannte Untervektorraum vgn
(bzw. WW™), wahrendC( W) aus den Elementen vaii besteht, die zu jeder Zeile
von I (und damit zu jedem Element vé&d{ 7)) orthogonal sind.

Damit kann man insgesamt den folgenden Satz zeigen.

Satz 5.2-3: f € V, ist genau dann eine Zirkulation (Potentialdifferenz), weh
zu allen Potentialdifferenzen (Zirkulationen) orthogbisa

Es wurde bereits angekiindigt, dass die Vektorra@\é& ) und S(1V) zu den in
Abschnitt 1.3 behandeltedd* undS* in enger Beziehung stehen. Um dies naher zu
beleuchten, setzen wir zunachst einmalk= IF, voraus.

Im Abschnitt 1.3 wurdeC* (fir einen MultigraphenV/) als IF,-Vektorraum der
Kantenmengen eingefuhrt, die sich als Vereinigung kansgntkter Kreise dar-
stellen lassen. In Hilfssatz 1.3-1 wurde die alternativar@kterisierung als Menge
derjenigen Teilgraphen gegeben, in denen jede Ecke eimadgyeGrad (von min-
destens zwei) besitzt.

Wir gehen nun wieder von dem Digraphéh= (E, B, v) aus,C* sei der zu dem
ungerichteten Graphed gehdorigelF,-Vektorraum. Andererseits s¢i: B — IF,
eine Bogenbewertung,”*(1) die Menge der mit "1” bewerteten Kanten. Wir zei-
gen nun:

Hilfssatz 5.2-2: Es ist genau danif € C(IF;), wennf~!(1) € C* gilt.

Beweis: Es seif € C(IF,). Um f~1(1) € C* nachzuweisen, Uiberlegt man sich,
dass in dem durch die Kantenmengye' (1) bestimmten Teilgraphen vad
jede Ecke einen geraden Grad hat. Dies folgt jedoch sofosiudadass auf-
grund der Bedingung an eifie,-Zirkulation aufG bei jeder Ecke Innengrad
und Aul3engrad (bezogen auf den Teilgraphen) entweder begkrade oder
beide gerade sind.

Umgekehrt, wenrf ~1(1) € C* vorausgesetzt wird, kann so geschlossen wer-
den: in dem Teilgraphefi—!(1) hat jede Ecke einen geraden Grad, also mus-
sen Innen- und AuR3engrad gleichzeitig gerade bzw. ungeseide letzteres
bedeutet genau, dass didiia summierten "zufliessenden bzw. abfliessenden
Strome” gleichzeitig 0 bzw. 1 sind. Folglich mug®ine Zirkulation sein.

Es ergibt sich nun der folgende
Satz 5.2-4: C(IF,) istisomorph z«C*.

Beweis: Den Beweis dieses Satzes wollen wir nicht in jeder Einzéelfost
mal nachvollziehen. Inhaltlich ist der Satz aufgrund deigeb Bemerkun-
gen klar: dielF,-Zirkulation entsprechen eineindeutig den Kantenmengen,
die Vereinigung disjunkter Kreise sind; die Isomorphieilgrgich dann wei-
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ter daraus, dass die Vektorraumadditiord(iF,) und C* véllig analog aus-
gefuhrt wird.

Der entsprechende Satz fur Schnitte lautet:
Satz 5.2-5: S(IF,) istisomorph z(8*.

Der Schliissel zum Beweis diese Satzes, den wir auch higrfoichal fihren wol-
len, ist der folgende

Hilfssatz 5.2-3: Fir eine Bogenbewertun§ : B — IF, gilt genau dannf €
S(IF,), wennf~1(1) € S* ist.

Beweis: Es seif € S(IF,) und g eine Eckenbewertung — IF, mit 6g = f.
Wir setzenE” = ¢~'(0) undE” = g~!(1), die Kantenmeng# sei der zur dis-
junkten Einteilung vorE' in £’ und E” gehérende Schnitt. Offenbar bewertet
die ausg abgeleitete Potentialdiffererfzgenau die Kanten (bzw. Bogen) aus
Smitl,d.h.f7}(1) =S € S*.

Umgekehrt sei nurf~1(1) € S*, d.h. die mit 1 bewerteten Bégen bilden
einen Schnitt. Es folgt, dass in jedem Kreis v6h(bzw. G) eine gerade
Anzahl von Bogen die Bewertung 1 tragt, damit fofge S(IF»,).

Aufgrund der soeben abgeleiteten Isomorphien hat man miEdgebnissen tber
die VektorraumeC* und S* aus Abschnitt 1.3 nun auch Aussagen tber Dimensio-
nen und Basen vo@(IF,) undS(IF,). Diese Aussagen gelten auch {Uf W) und
S(W); jedoch lasst sich im allgemeinen Fall natirlich nicht mgieiVerbindung zu

C* undS* ziehen, und die Aussagen bedurfen erneuter Beweise. Wienvdlese
Beweise hier nicht fihren. Die Aussagen sollen im folgeraigigefihrt werden.

Zur Vorbereitung missen einige Bezeichnungen eingefubrden. Es sed ein
spannender Wald im gegebenen DigraptiégriV sei irgendein Kérper. Die(G)
vielen fundamentalen Kreise va# seien mit einer Orientierung versehen, ebenso
die p(G) vielen fundamentalen Schnitte. Fir einen fundamentalenskr sei f,

die Bogenbewertung mit

1, fallsbzuC gehort und die Richtung vanmit
der Orientierung void' tbereinstimmt

fe(b) =< — 1, fallsbzuC gehdrt und Richtung und Orientierung
nicht tbereinstimmen
0, sonst.

Fir einen fundamentalen Schnittsei f5 die in &hnlichem Sinne auf den Schrfitt
bezogene Bogenbewertung.

Satz 5.2-6: Mit den obigen Bezeichnungen gilt:

1. Dieu(G) vielen Bogenbewertungen der Forfn bilden eine Basis des
W-VektorraumaC( W) aller Zirkulationen.

2. Diep vielen Bogenbewertungen der Forfy bilden eine Basis deld/-
VektorraumsS( W) aller Potentialdifferenzen.
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Beispiel 5.2-5:
Der folgende Digrapld- ist eine gerichtete Version des in Beispiel 1.3-4 analy-
sierten Graphen:

ol

Esistu(G) =2 undp(G) = 3.

Wir wahlen auch wieder das folgende Gerdst:

Dies fuhrt zu den fundamentalen Kreis€n D und den fundamentalen Schnit-
tenS, T, U, die jeweils mit einer Orientierung versehen werden:

Im FalleW = IR bilden die im nachsten Bild dargestellten Bogenbewertange
Basen vorC(IR) bzw. S(IR):



5.2 Die algebraische Struktur von Bewertungen

95

0 =1
o fy
0] 1 0
-1 -1 1 0 1 -1 0 0 -1
0 0 -1
fS fT fU

Jede Zirkulation ist nun als Linearkombination véin und fp erhéltlich. Das
folgende Diagramm z. B. stellt eine Zirkulatigindar:

Es |Stf = 2fC — fD-

Selbsttestaufgabe 5.2-1:

Es sei wieder der Multidigrapti/ aus Selbsttestaufgabe Selbsttestaufgabe 4.2-1
gegeben. Geben Sie eine Basis des Vektorrdliftis der reellen Zirkulationen an.



96

6 Kirsteste Wege und minimale Geruste

Netz
Lange einer Kante

Lange einer
Kantenfolge

kirzester Weg

6 Klrsteste Wege und minimale Gerlste

6.1 Klrzeste Wege

In vielen Anwendungen von Graphen fragt man nach besondestigen Wegen,
oft handelt es sich dabei um méglichst kurze Wege. Die ditttisten Beispiele sind
Strallennetze oder die Bus- und Bahnlinien eines Verketimswdes, wo nach der
kirzesten Mdglichkeit gesucht wird, von einem Punkt zu mirm@deren zu gelan-
gen. Stehen auf einigen Teilstrecken verschiedene Vesketiel zur Verfligung, so
mag man auch nach der insgesamt billigsten Variante frdgesinem Fernmelde-
netz, wo die einzelnen Leitungen verschiedene Ausfallsateinlichkeiten haben,
ist die verlasslichste Route zwischen zwei Punkten vomrésse.

Zur Vereinfachung der Sprechweise fihren wir den BegrifesiNetzes ein.

Gegeben sei ein Graph oder Digraph = (F, K)?, mit einer Bewertungy :
K — IR. Das PadiG,w) nennen wir einNetz, die Zahlw(k) hei3t dieLange
der Kante k. Unter derLénge der Kantenfolge ki, k-, ...k, wird die Zahl
w(ky) + w(k2) + ... +w(k,) verstanden. ISt ein Digraph, so ist dabei selbstver-
standlich vorausgesetzt, dass es sich um eine gerichtetieifalge handelt. Eine
Kantenfolge maoglichst kurzer Lange von einer Eekeu einer Ecké ist, sofern
eine solche existiert, immer ein Weg, man nennt ihn eki@zesten Wegvon a
nachob.

Beispiel 6.1-1:
A 2 B A2 B
0 1 2 1 1 1
0 -3
C D G C D G
1 2 5 1V o1 o 3
1
E : F E F
(G1.W) (G2 W)

In (G, w) bilden die herausgehobenen Kanten einen kiirzesten Webgdge
4) von E' nachG; Nutzung der Kanten voA' nachC'und von dort nactb ergébe
ebenfalls einen kirzesten Weg.

In (G2, w) gibt es beliebig kurze Kantenfolgen vdnnach@, die man erhélt,
indem man den negativen Krets — D — C — FE immer wieder durch-

2 Ab hier werden der Einfachheit halber Graphen und Digraphieht mehr unterschiedlich
bezeichnet, inG = (E, K) kdnnen also die Elemente vdti ungerichtete Kanten wie auch
gerichtete Kanten (Bogen) sein.
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l&uft. Von E nachF z. B. gibt es Uberhaupt keine Kantenfolge (somit auch keine
kirzeste). VonB nachG kommt man nur Uber die direkte Kante, diese bildet
folglich einen kirzesten Weg.

Wie oben an dem zweiten Beispiel zu sehen ist, gibt es bei dgeFder Existenz
kurzester Kantenfolgen zwei mogliche Schwierigkeiterkasn

e keine Kantenfolge von nachb geben,

e Dbeliebig kurze Kantenfolgen vannachb geben.

Das zweite Problem hat seinen Ursprung in der Existenz vanskn negativer
Lange. Diese Verkomplizierung liel3e sich umgehen, wenn marpositive Kan-
tenbewertungen zuliel3e, jedoch ware dies fir die spatgenatine mathematische
Behandlung von Netzen nicht sinnvoll und auch eine fur nobgliAnwendungen
zu starke Einschrankung: man mag z. B. an ein Transportegizeth, wo positive
Kantenbewertungen Profit und negative entstehende Kostizuken.

Definition 6.1-1:

In enger Beziehung zu kirzesten Kantenfolgen bzw. Wegén dex Begriff des
Abstands, den wir fir den Fall nicht-bewerteter Pseuddgragschon in Kapitel 1
kennengelernt haben (s. Definition 1.2-7). Fur Eckdreines Netze&G, w) ist der
Abstand| a, b | das Minimum der Langen aller Kantenziige vonachb. Existiert Abstand
kein solcher Kantenzug, so wilda, b |= oo gesetzt. Gibt es negative Kreise in
(G,w), soist| a,b | nicht immer definiert, es sei denn, man beschrankt sich auf
Wege vonu hachb.

Ist G als unbewerteter Graph oder Digraph gegeben, so kann médegirbilden,
indem

w(k) =1

fur jede Kantek gesetzt wird. Damit wird obige Definition des Abstandes eine
Erweiterung der in Kapitel 1 gegebenen. Auch alle weiteregrBfe und Resultate
sind auf unbewertete Graphen Ubertragbar, wenn diese &re M&t konstanter
Kantenbewertung aufgefasst werden.

Im weiteren Verlauf dieses Abschnitts geht es vorwiegemdrdaAlgorithmen zur
Bestimmung von Abstanden und kirzesten Wegen in Netzerekenternen. Fol-
gende Uberlegung zeigt, dass es notwendig ist, nach genséitporithmen Aus-
schau zu halten: In dem vollstandigen Graplienmit n Ecken gibt es zwischen
zwei Ecken allein schotr. — 2)! viele Wege, die durch alle anderen Ecken laufen.
Der "Algorithmus”, einfachalle Wege zu bestimmen und deren Langen zu verglei-
chen, hat also eine exponentielle Komplexitat.

Wegen seiner grundsatzlichen Bedeutung wollen wir zunt&hsn Algorithmus

behandeln, der auf unbewertete Graphen anzuwendehlgsirithmus "Breadth

first search” Algorithmus "Breadth
Gegeben sei ein zusammenhangender Géaph(E, K), N(e) C E seizue ¢ £ firstsearch”
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die Menge der Nachbar- bzw. Nachfolgerecker;, E fest gewahlt. Es wird jeder
Ecke eine Markierung (Bewertungdje) zugeordnet.

Der Algorithmus verwendet als Datenstruktur eine Listezon der vorn Elemente
entfernt und hinten Elemente angefugt werden.

Algorithmus: Breadth first search

begin
Setze L:= {s}, d(s): = 0;
while L # () do
begi n
entferne den ersten Punkt v von L aus [L;
for w € N(v) do
begi n
i f d(w) ist noch undefiniert
then setze d(w): = d(v) + 1,
fige w ans Ende von L an;
end
end
end

Wir werden gleich beweisen, dass nach dem Durchlauf desriéigous "breadth
first search’d(e) fur jede Ecke: den Abstand s, e | zum Punkts angibt. Jedoch ist
an diesem Algorithmus noch folgendes interessant: diericdke Graphen werden
- von s ausgehend- in der Reihenfolge betrachtet und mit eid&kert markiert, in
der sie als Nachbarn bereits markierter Ecken aufgetratdndafir sorgt die nach
dem "first in - first out” funktionierende Liste. Der Graph wisozusagen "in die
Breite” untersucht, d. h. es werden zunéchst alle Nachbanrs\markiert, bevor
deren Nachbarn betrachtet werden usw. Diese Vorgeheresvstials allgemeines
Suchprinzip in Graphen auch in anderen Algorithmen erghalbas Gegenstiick
dazu, "Depth first search”, wird im nachsten Abschnittbeledin

Satz 6.1-1: Nach dem Durchlaufen des Algorithmus "Breadth first searght
d(e) = |s, e| fur jede Ecke:. Der Algorithmus hat die Komplexité(|K|).

Beweis: Fur eine beliebige Ecke gilt offenbar|s, e| < d(e), dae im Verlauf
des Algorithmus bis zu seiner Markierung auf einem Weg dergkéi(e)
von s aus erreicht wurde. Mit Induktion Ubes, e| wird nun gezeigt, dass
sogar die Gleichheits, e| = d(e) fur alle e gilt. Fir |s,e| = 0 ist das klar,
da in diesem Falt = e sein muss. Es sé, e¢| = n + 1, unds, vy, ..., v,,¢€
sei ein klrzester Weg von nache. Es ist danns, vy, ..., v, ein kirzester
Weg vons nachuv,, und nach Induktionsannahme gilt folglich v,,| = n =
d(v,). Wegend(v,) < n+1 = |s,e| < d(e) istd(v,) < d(e), d.h. im
Algorithmus wurdeu,, vor e erreicht und in der while-Schleife betrachtet.
Da & die Kante vorw,, nache enthalt, wird andererseitsspatestens bei der
Untersuchung der Nachbarn vopnerreicht, weshald(e) < n+ 1 und somit
d(e) = n+1 folgt. Die Aussage uber die Komplexitét ergibt sich daralass
jede Kante zweimal (im gerichteten Fall sogar nur einmatjaohtet wird



6.1 Klrzeste Wege

99

und die ausgefuhrten Operationen nur aus dem Markieren emdRflegen
der ListeL bestehen.

Beispiel 6.1-2:
In dem Grapheid: seiC' als die feste Ecke gewabhlt:

A B
s=C D G
i F

Beim Durchlauf des Algorithmus "Breath first search” ist aohstL = {C'}
und C' mit 0 markiert. In der folgenden Darstellung sind die Durchladés
while-Schleife durchnumeriert:

1. C wird ausL entfernt,
A wird mit 1 markiert,L = { A},
D wird mit 1 markiert,L = {A, D},
E wird mit 1 markiert,L = {A, D, E'};

Zwischenresultat:

2. A wird ausL entfernt,
B wird mit 1 markiert,L = {D, FE, B},
C' ist bereits markiert; Zwischenresultat:
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3. D wird ausL entfernt,
B, C, E sind bereits markiert,
F wird mit 2 markiert,L = {E, B, F'};
Zwischenresultat:

1 2
0 1
1 2

4. FE wird ausL entfernt,
keine neue Ecke wird markiert;

5. B wird ausL entfernt,
nur G wird neu mit3 markiert,L = {F, G};
Zwischenresultat:

1 2
0 1 3
1 2

6. und 7. dienen nur noch dem Abbau der Listelas letzte Zwischenre-
sultat ist auch das Endergebnis.

Wir betrachten nun das Problem der Bestimmung kirzesteeWeginem allge-
meinen NetzZ GG, w). Es wird vorausgesetzt, dagskeine Kreise negativer Lange
enthalt, ferner wird~ als gerichtet angenommen.
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Definition 6.1-2: Zur leichteren Formulierung der nun folgenden Aussage &ei d
Eckenmenge vo@' die Menge(1,2,...n}. Mit Hilfe der gegebenen Bewertung
definieren wir eine MatriXw;;) durch

S w(ij),falls G die Kanteij enthalt
v 00, SONSst.

Fur jede Ecke bezeichne:; den Abstandl,:|. Um unndétige Verkomplizierungen
zu vermeiden, sei; < oo vorausgesetzt, d. h. jede Eckeei vonl aus erreichbar.

Satz 6.1-2: Unter den obenstehenden Voraussetzungen gelterBelienan- Bellmansche
schen Gleichungen Gleichungen

up =0, u; =min {u +wg|k € {1,...,n},k#1i} (i=2,...,n).

Beweis: Jeder kiirzeste Weg vannachi muss eine letzte Kante: enthalten,
und durch Weglassen der Karitemuss sich ein kirzester Weg vomachk
ergeben. Daraus folgen die Gleichungen unmittelbar.

Die Bellmanschen Gleichungen kénnen als notwendige Edeiten angesehen
werden, die den Zahlem = |1, | eigen sind. Es zeigt sich, dass diese Eigenschaf-
ten sogar charakteristisch fur die Abstande| sind:

Satz 6.1-3: EnthaltG nur Kreise positiver Lange, so haben die Gleichungen
1 =0, z; =min {zx +wylk €{1l,....,n}k#i} (i=2,...,n)

als eindeutige Losung; = u; furi =1,..., n.

Zur Erleichterung des Beweises dieses Satzes stellenavioldjende Konstruktion
voran.

Es seien (unter den Voraussetzungen des Satzes) , v,, irgendeine Losung der
Gleichungenj sei eine beliebige Ecke vad. Dav; = min{vy, + wy;|k # j} gilt,
kénnen wir ein; wahlen, flr das dieses Minimum angenommen wird, flr das also
v; = v; + w;; ist. Voni ausgehend kommen wir zu einémnmit v; = vy, + wy; USW.,

bis der Punki erreicht wird. Die Eckd muss erreicht werden, da man andernfalls
einen Kreis der Lange Null konstruieren wirde. Auf diesed#&dommt man somit

zu einem Weg von nachj, so dass der Teil vohzu einem Punkg auf diesem Weg
stets die Lange, hat. Entsprechend wird nun flr allen noch nicht vorkommende
Ecken fortgefahren, wobei ein Weg nur solange riickwartskarert wird, bis man
eine auf einem bereits konstruierten Weg liegende Eckéchtrdresultat ist dann
ein gerichteter (spannender) Baum mit Wurkel

Ein weiteres Ergebnis dieser Konstruktion ist, dass fle jedkejv; > u; gelten
MusSs.

Wendet man die Konstruktion auf die Losung ..., u, der Bellmanschen Glei-
chungen an, so nennt man das Ergebnis auch &aam kirzester Wege(shortest Baum kiirzester Wege
path tree). Sobald Satz 6.1-3 bewiesen ist, wissen wir Indt{idass oben (ausge-
hend vorwy, . .., v,) ein Baum kirzester Wege konstruiert wurde.
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Beweis: (Satz 6.1-3)v,...,v, Seien eine Losung, un@ sei ein - wie soeben
in der Konstruktion beschrieben - konstruierter Baum ksitexeWege (gerich-
teter spannender Baum mit Wurzgl In diesem Baum gibt es von der Ecke
1 zu jeder anderen Ecke jeweils genau einen Weg. Wir zeigendass fur
jede Eckej gilt v; = u;, wobei Induktion tber die Anzahlder Kanten in dem
eindeutigen Weg iB von 1 nachj verwendet wird. Fly = 1 ist nichts zu
zeigen. Nun sej # 1 gegeben, wobei nach Induktionsvoraussetzung fir jede
Eckek, die von1 aus inB mit weniger Kanten alg erreichbar isty, = wuy
gelte. Wir fihren nun die Annahme > wu; zum Widerspruch. Es sej
die Kante mit Endpunkj in B. Wir wissen, dass; = u; gilt. Man hat nun
v; > u; = u; + w;; = v; +w;;, und die erhaltene Beziehung

V; > v; + Wij
steht zu der Gleichung
vj = min{v, + wyilk # j}

im Widerspruch.
Es muss also gelteny = u;.

Das eigentliche Ziel ist es selbstverstandlich, die kiieres\bstande bzw. Wege in
einem Graphen effektiv zu bestimmen. Dazu sind die Bellrclaers Gleichungen
keine unmittelbare Hilfe bis auf den folgenden Fall: Es @&jw) ein Netz mit
azyklischemG. In Kapitel 4 wurde gezeigt, dass (| K |) vielen Schritten eine
topologische Anordnung hergestellt werden kann, alsoimeerierung der Ecken
mitden Zahlen, . .., n derart, dass aus der Existenz einer Kantgets; < j folgt.
Mit dieser Numerierung reduzieren sich die BellmanschexidBlingen zu

up =0, w= min{uy+wglk=1,...;i—1} (i=2,...,n),

und diese Gleichungen kdnnendi{| K |) Schritten rekursiv gelost werden.

Als néchstes werden nun NetiZ&, w) betrachtet, in denen alle Kantenlangen nicht-
negativ sind. ¢ wird nicht als azyklisch vorausgesetzt.) Die Bellman-Gieingen
konnen hier mit dem Algorithmus von Dijkstra gel0st werdeer, das bekannteste
Verfahren zur Bestimmung kirzester Wege liefert:
Algorithmus von  Algorithmus von Dijkstra Gegeben sei ein NetZz, w), fir dasw(k) > 0 flr jede

Dijkstra  (gerichtete) Kanté gilt, ferner seis eine Ecke inG. Es werden die Abstande van
zu allen anderen Ecken bestimmt. (Dabei muss nicht jede \&uoke aus erreichbar
sein.)

Algorithmus: Algorithmus von Dijkstra

begin
Setze d(s): = 0, T: = E;
for e € E\ { s } do setze d(e): = o0;
while T # 0 do
begin

finde ein f € T, fur das  d(f) minimal ist;
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setze T:= T\ { f }

for e € T do

setze d(e) := min { d(e), d(f) + wyr };
end

end

Die Vorgehensweise des Algorithmus von Dijkstra lasst sidiorten so beschrei-
ben: Zu Anfang besteht die Mengeaus allen Ecken, wo bei der Eckals vorlau-
figer Abstand) und allen anderenc zugeordnet wird. Im weiteren wird dann die
MengeT sukzessiv abgebaut: es wird jeweils die Eek®rit dem klrzesten vorlau-
figen Abstand au$’ entfernt (im ersten Schritt also= s), und dieser Abstand ist
auch ihr gesuchter kiirzester Abstand; die vorlaufigen Aloi&@ler ini” verbliebe-
nen Ecken werden aktualisiert, in dem gepruft wird, ob dagémtber die soeben
ausT entfernte Ecke zu einem kirzeren Weg zu der betreffenden Ecke fuhrt.

Beispiel 6.1-3:
Der Algorithmus von Dijkstra wird auf das folgende Netzwarigewendet:

Zunachstistl’ = {s,a, b, c}, d(s) =0, d(a) = d(b) = d(c) = 0.

1. Schritt: Furs € T istd minimal, alsol’ = {a, b, c},
d(s) =0;d(a) =4,d(b) = 2,d(c) = c0.

2. Schritt: Furb € T istd minimal, alsol’ = {a, c},
d(s) =0,d(b) =2;d(a) =3,d(c) =T.

3. Schritt: Fira € T istd minimal, alsol’ = {c},
d(s) =0,d(b) =2,d(a) = 3; d(c) = 5.

4. Schritt: Fure wird d(c) = 5 endgultig festgestellt.

Es muss nun die Korrektheit des Algorithmus von Dijkstragigizwerden

Satz 6.1-4: Der Algorithmus von Dijkstra berechnet die Abstéande van allen
anderen Ecken ifG, w): am Ende des Algorithmus gil{e) = |s, e| fur jede
Eckee € E. Der Algorithmus hat die Komplexitél(|E|?).

Beweis: Zunéchst Uberlegt man sich, dass nach dem Ablauf des Algoui
nur dannd(e) = oo ist, wenne von s aus nicht erreicht werden kann. Fur
diesen Fall isti(e) = |s, e] richtig.
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Fure mit d(e) # oo qilt |s, e| < d(e), da es aufgrund der Definition vatie)
im Algorithmus einen gerichteten Weg der Lantfe) von s nache gibt. Die
umgekehrte Ungleichund(e) < [s,e| wird nun bewiesen durch Induktion
Uber die Anzahl der Elemente, die bereits aus der M@ngatfernt wurden.

Der Induktionsanfang ist leicht zu machen, denn als erstakiPwird s aus
T entfernt, und es gili(s) = 0 = |s, s].

Nun gelted(e) < |[s,e| bereits fur alle Ecken, die vor der EceausT
entfernt wurden. Wir kénne( f) < oo annehmen, denn sonst gilt firund
alle noch inT" verbliebenen Ecken das obige Argument.

Es sei nurs = ey, e9,...,¢e, = f ein kiirzester Weg iiGG, w) von s nachf.
Es gilt also

Is,e| =w(erea) + ... +w(ep_16n).

Uber diee;(2 < i < n — 1) wissen wir zunachst nicht, ob sie nochiirsind
oder nicht. Es sei der maximale Index det;, fir dene; vor f ausT entfernt
wurde. Das = e, eq,...,¢; €in kirzester Weg voR nache; ist, hat man
aufgrund der Induktionsvoraussetzung

d(ej) = |s,ej| =w(ere) + ... +wlej_1e;).
Es gilt auf jeden Fall
d(ej41) < d(e;) +w(eje 1)

nach dem Durchlaufen der while-Schleife, wo die EekeausT" entfernt
wurde. Dad(e;;1) auch im weiteren hochstens verkleinert wird, gilt diese
Ungleichung auch an dem Punkt noch, yvausT herausgenommen wird.

Man hat dann
d(€j+1) < d(ej) +w(€j€j+1) = |376j| +w(€j€j+1) = |5>€j+1| <ls, f|.

Eskannnumr,; = f bzw.j+1 = nsein oderj+1 < n. Im ersten Fall kann
mand(f) < |s, f| sofort ablesen. Im zweiten Fall fiihrt die Annahpef| <
d(f) zu der Beziehung(e;+1) < d(f), unde;, ware im Algorithmus vorf
ausT entfernt worden im Widerspruch zur Festsetzung des Irdé¥so ist

d(f) <|s, f| gezeigt.

Zu der Aussage Uber die Komplexitat beachte man, dass inldkr-®chleife
zur Bestimmung des minimalefte) |7'| — 1 viele Vergleiche notig sind, was
insgesamt z®W (| E|?) fuhrt. Gleiches gilt fur die Aktualisierung deFWerte
in derselben Schleife, weshalb es insgesamt zu der angegreBemplexitat
kommit.

Beispiel 6.1-4:
In einem Datennetz seien den verschiedenen Leitungen éKatgs Graphen)
Wahrscheinlichkeiten fur ihr Versagen zugeordnet. Man me&ewischen den
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Punkten die Wege nutzen, die mit der gréf3ten Wahrschekdithicht zusam-
menbrechen. Auf folgende Weise kann man dieses ProblemeBédtimmung
kirzester Wege zurtckfuhren:

Die Ecken seien, ..., n durch numeriert, und fir eine Kanig¢ seip(ij) die
Wahrscheinlichkeit daflr, dass sie nicht versagt. UnterAsdmahme, dass Sto-
rungen von Leitungen unabhéngig von einander auftretess (di nicht ganz
realistisch), isto(k1) - ... - p(k,) die Wahrscheinlichkeit dafur, dass der Kan-
tenzugky, . . ., k, ohne Stérung genutzt werden kann. Gesucht ist zwischen den
Punkten natlrlich ein Kantenzug, fur den diese Wahrscicbkeit maximal ist.
Ersetzt man jeweilg(k) durchlog p(k), so kann stattdessen

log (p(k1) - ... - p(kn)) = log p(k1) + ...+ log p(k,)

maximiert werden. Geht man schiel3lich zu der Kantenbewgrtu(k) :=
—log p(k) Uber, so gilt weger® < p(k) < 1 stetsw(k) > 0, und man hat
als Ziel die Minimierung vonu(ky) + . .. + w(k,). Mit anderen Worten ist das
Problem der Bestimmung von Wegen grof3ter Zuverlassigkéidas kirzester
Wege zurluckgefiihrt. Dies kann, wenn man alle Ecken als Aysfannd End-
punkte betrachten will, z. B. durch mehrfache AnwendungAdgerithmus von
Dijkstra angegangen werden. Im Folgenden werden fir diEsalslem noch
alternative Vorgehensweisen behandelt.

Wir wenden uns nun dem Algorithmus von Floyd-Warshall zub&esind auch
negative Kantenlangen zugelassen, aber naturlich kegeginen Kreise. Der Algo-
rithmus bestimmt die kiirzesten Abstande zwischen je zwieeEeines gegebenen
Netzwerkes. Im Falle nicht-negativer Kantenlangen kommée diese auch durch
die mehrfache Anwendung des Dijkstra-Algorithmus bestanrtindem man jede
Ecke einmal als wahlt).

Algorithmus von Floyd-Warshall Algorithmus von
Gegeben sei ein Netzs, w) ohne negative Kreise, die Eckenmenge{dei .., n}. Floyd-Warshall
Es werden die Abstéande zwischen je zwei Ecken bestimmit.

Algorithmus : Algorithmus von Floyd-Warshall

begi n
for ¢ = 1to n do
for j = 1to n do
if i # j then setze d° (i, j) = wy
el se setze d° (i, j) = O0;
for ¥k = 1ton do
for ¢ = 1to n do
or j = 1ton do

—

d* (i, j) = min { d** (i, j), d*7' (i, k) + dF (K, )}
end
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Man beachte, dass in dem Algorithmus zunéchst vorlaufigeahbed" (i, j) mit-
hilfe der Matrix (w;;) (s. Definition 6.1-2) initialisiert werden, allerdings ngiem
Unterschied, dass "auf der Diagonaleif(i,i) = 0 gesetzt wird - dies geschieht,
damit der folgende Satz so allgemein richtig ist.

Satz 6.1-5: Nach dem Durchlaufen des Algorithmus von Floyd-Warshall is
d"(i, j) = i, j| fur alle Eckeni, j. Die Komplexitat isO(| E|?).

Beweis: Die mit den ersten beiden for-Iterationen durchgefihrigalisierung
fihrt zu einer MatrixD, = (dj;). In den darauf folgenden Iterationen wird
fiir jeden Wert vork eine MatrixD;, = (d};) erzeugt. Mit Induktion kann nun
leicht gezeigt werden, dad% die kirzeste Lange eines (gerichteten) Weges
voni nachy ist, der nur Ecken aufl, .. ., k} verwendet (vori undj abgese-
hen). Mitk = n ist dann die Behauptung gezeigt. Die Komplexitdtsaussage
ergibt sich sofort aus der Ineinanderschachtelung derfairdéierationen.

Die obere Indizierung bei d*(i, j) im Algorithmus von Floyd-Warshall hilft zum
Verstandnis des logischen Ablaufs. Eine kurze Uberleguigt jedoch, dass es
auch ausreichen wurde, im ganzen Algorithmus nur doppelt indizierte Variable
d(i, 7) zuverwenden.

Beispiel 6.1-5:
Wir betrachten dasselbe Netz wie in Beispiel 6.1-3.

Mit dem Algorithmus von Floyd-Warshall ergeben sich digglastden Matrizen:

0 4 2 o 0 4 2 o
o 0 oo 2 o 0 oo 2
Do = o 1 0 5 Di=t o 1 0 5
oo oo oo 0 oo oo oo 0
0O 4 2 6 0 3 2 5
o 0 oo 2 o 0 oo 2
D> = o 1 0 3 Ds = o 1 0 3
o oo oo 0 o oo oo 0
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Die nach einer Anwendung des Algorithmus von Floyd-Wailshaktzt erhaltene

Matrix D,, kann auch dazu genutzt werden, eine Ecke des gegebenene@Graph
bestimmen, die mdglichgentral in dem Netzwerk liegt: der weiteste Abstand zuentrale Ecke
irgendeiner der anderen Ecken soll méglichst klein seiesbiedeutet, dass zuerst

in D,, das Maximum in jeder Zeile zu bestimmen ist und der kleingteat Werte
herausgesucht werden muss. Diese Anwendung ist natinichtaressantesten fur

Netze, bei denen es zwischen je zwei Ecken einen Weg gibt.

Beispiel 6.1-6:
Wir wenden den Algorithmus von Floyd-Warshall auf den folden Graphen

an, der - wie schon oft an friherer Stelle - ein Datennetztelées mdge. Jede
Kante sei mitl bewertet.

1 2
3 4 7
5 6

Als erste und letzte Matrix ergeben sich:

0 1 1 oo o0 o0 o©
1 0 oo 1 o0 oo 1
1 co 0 1 1 oo o
Dy = o 1 1 0 1 1 o
o oo 1 1 0 1 o©
o oo oo 11 0 1
© 1 oo oo oo 1 0
0O 1 1 2 2 3 2 3
1 0 2 1 2 2 1 2
1 2 0 1 1 2 3 3
D; = 2 1 1 0 1 1 2 2
2 2 1 1 0 1 2 2
3 2 2 1 1 0 1 3
2 1 3 2 2 1 0 3

NebenD; sind die Maxima der jeweiligen Zeilen notiert. Wie man sjediihd
die Ecker?, 4 und5 zentral.

Man kann den Algorithmus von Floyd-Warshall natirlich aatfaufen lassen fir
ein Netz, welches einen negativen Kreis enthalt. Allerdisgmmt dann die Aus-
sage des Satzes Satz 6.1-5 nicht mehr - es ist ja nicht eirendllstand, j| fur
alle Eckenpaare definiert. Offenbar gibt es(@®, w) genau dann einen negativen
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Kreis durch die Ecke, wenn im Algorithmusi* (i, i) < 0 wird. Mit der folgenden
Abwandlung des Algorithmus von Floyd-Warshall kann alsceiia beliebiges Netz

e entwedels, j| fur alle Eckeni, j berechnet werden

e oder festgestellt werden, dass ein negativer (gerichtisters existiert. (In die-
sem Fall bricht der Algorithmus vorzeitig ab, oder es wird be= n ein
d"(i,1) < 0.)

Algorithmus: Algorithmus von Floyd-Warshal
begin
for ¢ = 1to n do
for j = 1to n do
if i #£ j then setze d° (i, j) = wy
el se setze d° (i, j) = O;
setze k := 0;
while d* (i, i) > 0 furalle 4 und k¥ < n do
begi n
setze k£ = k + 1;
for ¢ = 1to n do
for j = 1to n do
setze
d* (i, j) = min { d* ' (i, j), d* (i, k) + d*' (k, 5) %

end
end

Bei den Algorithmen dieses Abschnitts haben wir uns bishieder Berechnung
kirzester Abstande begnugt. Dazu gehdrige kirzeste Wemeekon verschiedener
Weise bestimmt werden - z. B. steckt eine Idee dazu in derdigit51-3 verwende-
ten Konstruktion . Es ist jedoch auch einfach, die kirze®¥ege in den Algorith-
men gleich mitzunotieren. Exemplarisch zeigen wir diessawahder soeben behan-
delten Variante des Algorithmus von Floyd-Warshall. Esdvantweder ein negati-
ver Kreis angegeben, oder nach dem Ablauf des Algorithnifigrialle Eckenpaare
i, ju;; eine Vorgangerecke vgiin einem kiirzesten Weg vamachy; die kirzesten
Wege konnen daraus sofort rekonstruiert werden. (Es ist oo, falls kein Weg
von+: nachy existiert, undv;; = 0 fur i = j.)

Algorithmus: Algorithmus von Floyd-Warshal

begin
for ¢ = 1to n do
for j = 1to n do
if i #£ j then setze d° (i, j) = wyj
el se setze d° (i, j) = O;
if ¢ # j then
if w;; < oo then setze vy =
el se setze wv;; = oo
el se setze wv;; = 0
setze k = 0;

while d% (i, i) > 0 furalle 4 und k¥ < n do
begi n
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setze k = k + 1;
for i = 1to n do
for j = 1to n do
if d*t (6, k) + dbt (k5 < dFTY 3, )
then setze wv;; = vy,
und d* (i, j) = d* ' (i, k) + d*¥' (k, j)
el se setze d* (i, j): = d*' (i, j);
end
end
Beispiel 6.1-7:

Wir behandeln nochmals das Beispiel 6.1-5. Im Folgendegiist Ubersicht
gegeben, wie sich nach der Initialisierung = 7 die v;;-Werte mit der Iteration
Uberk andern:

0 1 1 oo
oo 0 oo 2
F=llw)=| o 3 0 3
oo oo oo 0
0O 1 1 2
o 0 oo 2
P2 =] o 3 0 2
oo oo oo 0
0 3 1 2
oo 0 oo 2
E=3:lw)= o 5 0 9
oo oo oo 0
0 3 1 2
oo 0 oo 2
k=d:ly) = o 5 0 9
o oo oo 0

Aus der ersten Zeile der letzten Matrix lasst sich z. B. rekaneren, dass ein
kurzester Weg vom nach4 den Verlaufl — 3 — 2 — 4 hat. Der Eintragr, =

2 besagt zunachst, dassler Vorganger vod auf dem gesuchten kiirzesten Weg
ist; v1o = 3 undwy3 = 1 fihren dann zu dem Weg— 3 — 2 — 4.

Es wurde oben schon einmal darauf hingewiesen, dass es audemExistenz
negativer Kreise stets kiirzestéegegibt - wenn auch fur einige Eckenpaare keine
kurzesten Kantenfolgen. Einen guten Algorithmus zur Bestung kirzester Wege
in diesen Fallen hat man allerdings bisher nicht gefunden.
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Es gibt Anwendungen, bei denen man fur ein Netzwerk nichtamueinem kdir-
zesten Weg zwischen zwei Ecken, sondern beispielsweisermzwlei kiirzesten
Wegen interessiert ist. Ein solches Problem stellt siclagivenn in einem Kommu-
nikationsnetz eine Station zum Verschicken von Nachrithteeine andere Station
- wegen moglicher Ausfélle von Leitungen oder Zwischenpenk zwei Wege zu
diesem Ziel zur Verfigung haben soll.

Definition 6.1-3: Mit Hilfe der bisher behandelten Algorithmen ist es leidti,

jedes Eckenpaar die beiden kiirzesten Wege zu bestimmenhJethn es - je nach

dem betrachteten Kommunikationsprotokoll - nun zu weit&mmplikationen kom-

men, etwa dem Kreisen von Nachrichten im Netz. Mit solétarting-Problemen
Routing-Probleme  werden wir uns im zweiten Teil des Kurses beschaftigen.

Beispiel 6.1-8:

Fur das in dem Diagramm dargestellte Kommunikationsnetzis&ommuni-
kationsprotokoll vereinbart, bei dem jede Ecke (in der Brai Vermittlungs-
rechner) eine nicht fur ihn bestimmte Nachricht entspradhder von ihr getra-
genen Zieladresse zu einem seiner Nachbarn sendet. Diesbb&in bestimmt
er nach einer von ihm gespeicherten Routing-Tafel, die mch Prinzip der
zwei kirzesten Wege erstellt wurde.

C
2 3
A L B

Fir das ZielZ haben die Punktd, B, C' die folgenden Tafeln:
A:Z B B:ZC C:Z, A 6.1-1

(Dies bedeutetA schickt eine firZ bestimmte Nachricht nacBk, falls die
direkte Leitung nacl¥ ausgefallen ist, usw.)

Fallen nun alle ar¥ angeschlossenen Leitungen aus, und initilegine Nach-
richt mit Ziel Z, so kreist diese Nachrichtim Netd(— B — C — A — ..)),
sofern das Protokoll keine Vorkehrungen enthélt, die dieenierken”und die
Nachricht eliminieren.

langster Weg  In einem NetZ GG, w) versteht man unter einel@ngsten Wegvon Ecken nach Ecke
b einen Weg mit der Eigenschaft, dass kein Weg warachb eine groRere Lange
hat. Im Prinzip kann das Problem der Bestimmung langstereViegch Ubergang
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zu der Bewertung-w mit den im vorigen Abschnitt behandelten Methoden ange-
gangen werden, denn ein langster Weihw) entspricht einem kirzesten Weg in
(G, —w). Es ist allerdings zu beachten, dass beim Ubergangwpom—w negative
Kreise entstehen kdnnen. Die von negativen Kreisen hegnidlen Komplikationen
bei kiirzesten Wegen entsprechen natirlich den von pasikveisen kommenden
bei langsten Wegen.

Beispiel 6.1-9:

Wir gehen noch einmal zu Beispiel 6.1-4, wo in einem Datenmet \Wahr-
scheinlichkeiterp(k) fur das Nicht-Versagen der Kanténnach den verlass-
lichsten Wegen zwischen den Punkten gefragt wurde. Durardsimg zu der
Bewertunglog p(k) gelangte man zu der Frage nach langsten Wegen. (Die
Bewertung—log p(k) fuhrte schlielich zu kiirzesten Wegen.)

Die Bestimmung langster Wege in kreisfreien Digraphen isthain der Projekt-
planung (als Teilgebiet von Operations Research) vondesar. Wir betrachten die
folgende spezielle Problemstellung: Ein Projekt bestake Teilaufgaben, deren
Bearbeitung jeweils eine gewisse Zeit benétigt. Gewisdadigaben kdnnen nicht
vor der Beendigung anderer Aufgaben begonnen werden. géefied nach der
kirzest moglichen Gesamtdauer des Projekts. Man ordnet gt n vielen Tei-
laufgaben eine Eckg1 < ¢ < n) eines Digrapheriy zu, wobei eine gerichtete
Kanteij existiert, wenni vor Beginn von; beendet sein muss. Eine zusatzliche
Eckes wird mit allen: verbunden, die keinen Vorganger haben, eine andere zusatz-
liche Eckez ist Endpunkt von Kantenz fir alle ¢, die sonst keinen Nachfolger
haben. Schliel3lich werden die Kantgmmit der Bearbeitungsdauer véibewertet
(dabei istj = z eingeschlossen), die Kanteihmit 0.

Definition 6.1-4: Es ist nun offensichtlich, dass die Langen aller Wege (daoth

die eines langsten Weges) vonachz untere Schranken fir die Gesamtdauer des

Projekts sind. Deshalb nennt man die langsten Wege in digssammenhang auch

kritische Wege kritischer Weg

In Operations Research gibt es verschiedene Vorgehersweig Bestimmung
kritischer Wege bei solchen und ahnlichen Fragestellungendie Probleme oft
noch durch Fragen wie "Wann kann Teilaufgabelihestens begonnen werden?”
angereichert sind. Man spricht hier allgemein von der Meé¢xer kritischen Wege
("critical pathmethod”).

Beispiel 6.1-10:
In der Montageabteilung einer Fahrradfabrik wird der Zusembau eines Fahr-
rads in die folgenden Tatigkeiten aufgespalten:

KF - Kettenfihrung an Rahmen montieren (2 min.)
ZR - Zahnrad an Kurbel montieren (2 min.)
KR - Zahnrad/Kurbel am Rahmen montieren (2 min.)
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mimimales Gerust

LP - Linke Pedale anbringen (8 min.)

RP - Rechte Pedale anbringen (8 min.)

GS - Gangschaltung an Hinterrad montieren (3 min.)

HR - Hinterrad montieren (7 min.)

VR - Vorderrad montieren (7 min.)

RV - Rahmen vorbereiten (Gabel, Schutzblech etc.) (7 min.)
EM - Endmontage (Sattel, Bremsen etc.) (18 min.)

Es ist jeweils angegeben, welche Zeit ein Monteur fir diggkait benotigt.
Durch Beriicksichtigung der Einschrankungen in der Reiblgefkommt man
zu folgendem Digraphen mit Kantenbewertung:

s — RV — VR — EM — zistein langster (und damit kritischer) Weg von

s nachz, seine Lange ist2. Dies bedeutet: die Montage eines Fahrrads dauert
mindestens 32 Minuten, auch wenn einzelne Téatigkeitenersafies mdglich

ist - von mehreren Monteuren parallel verrichtet werden.

Selbsttestaufgabe 6.1-1:

Erlautern Sie die Problematik der Existenz kirzester Werye Kantenfolgen in
einem Netz mit einem negativen Kreis.

6.2 Minimale Gerliste

In Beispiel 5.1-2 haben wir ein Beispiel kennengelernt, wanrfiir einen bewer-
teten Graphen an einem GerUst interessiert ist, flr dasutien® der Bewertun-
gen der zu dem Gerist gehdrenden Kanten moglichst kleikiistsolches Gerust
heiRtmimimales Gerust Hauptthema dieses Abschnitts sind Algorithmen, mini-
male Geruste zu bestimmen. Alle Graphen werden als ungetriobrausgesetzt.
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Wir wollen uns auch hier klarmachen, dass es unbedingt luthinst, nach guten

Algorithmen zur Bestimmung minimaler Gerlste zu sucherr. 2%igen, dass die
Anzahl der Geruste der vollstandigen Grapliéneine exponentielle Funktion der
Eckenzahh ist:

Satz 6.2-1: Satz von Cayley
Fir beliebiges: hat der vollstandige Grapl,, genaun”—? viele Geruste.

Beweis: Im Beweisgang folgen wir Ideen von Prifer, die in einer Athen
1918 enthalten sind. (Der Originalbeweis von Cayley staiustdem Jahre
1889.) Es wird gezeigt, dass es auf der Eckenmgnge, ..., n}n"~2 viele
verschiedene Baume gibt - dies ist offenbar &quivalent zuBeédauptung
des Satzes. Es s, die Menge dieser Baume. Wie Ublich, bezeichnet
{1,...,n}""% die Menge aller(n — 2)-tupel von Zahlen zwischehundn,
wovon es natlrlick™ 2 viele gibt. Wir konstruieren nun eine bijektive Abbil-
dung zwischer®,, und{1, ... ,n}" 2. Damit ist dann der Satz gezeigt.

Mithilfe der folgenden beiden Algorithmen konstruiererr wu gegebenem
Baum B € B, eine Folgef(B) € {1,...n}" % und zu gegebener Folge
z € {1,...n}" % einen Bauny(x) € B,. Es ist danry(f(B)) = B und
f(g(x)) = x, womit f und g als bijektive Abbildungen nachgewiesen sind.
Definition von f:

Gegeben sei ein BaunB ¢ B,. Es wird eine Folger = f(B) €
{1,...,n}""% konstruiert.

Algorithmus:
begi n
Setze i:= 1;
while i < n — 2 do
begi n
sei j die Endecke des verbliebenen Baums
mit kleinster Nummer, entferne j und
die Kante jk aus dem Baum,
setze x; = kund 7 = ¢ + 1
end
end

Definition vong:
Gegeben sei eine Folge = (z1,...,2,2) € {1,...,n}" 2. Es wird ein
BaumB = g(z) € B,, konstruiert.

Algorithmus:
begi n
for t = 1to n do
setze d(t) := 1+ (Anzahl der r mit z, = ¢t);
setze i:= 1;
while i < n—2 do
begi n
sei j die kleinste Ecke mit d(j) = 1, ziehe

eine Kante von j nach z; und setze
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d(j):= 0, d(z;) = d(z;) — 1l und ¢ := i + 1;
end

verbinde die beiden Ecken mit d-Wert 1

durch eine Kante;

end

Den nun noch zu erbringenden Nachweig(B)) = B und f(g(x)) = =
wollen wir dem Leser als Ubung tiberlassen.

Beispiel 6.2-1:
Wir gehen zunachst von folgendem Bauiraus:

Die Anwendung des ersten Algorithmus ergibt die Folge= f(B) =
(1,6,1,3): Zunachst ist2 die kleinste Endecke, deren Nachbar lisfolglich
wird x; = 1, usw. Anwendung des zweiten Algorithmus auf die Fdlge, 1, 3)
ergibt nun wieder den Baut alsg(z) = g(f(B)):

Zuerst ist2 die kleinste Endecke mit-Wert 1, sie wird mitz; = 1 verbunden;
danach wird! mit 6, dann5 mit 1 und1 mit 3 verbunden; im letzten Schritt wird
die Kante vor3 nach6 gezogen.

Umgekehrt kann von einem beliebigenc {1,...,6}* ausgegangen werden,
z.B.x = (4,4, 3,6). Mit dem zweiten Algorithmus ergibt sich folgender Baum
Balsg(x):

Anwendung des ersten Algorithmus ergibt wiedet f(B) = f(g(z)).

Wir wollen die Frage nach Geristen hier auch zum Anlass nehnah einmal

auf die Suchprinzipien "Breadth first search” und "Depthtfssarch” einzuge-
hen. Wenn wir bei dem Algorithmus Breath first search desigenr Kapitels die
Berechnung ded-Werte herausnehmen und stattdessen ein Gerust konstruser
kommen wir zu dem folgenden Algorithmus. Er unterscheidst son dem oben
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behandelten Algorithmus nur dadurch, dass die Reihentidgédinzunehmens von
Ecken genauer beschrieben wird.

Algorithmus "Gerust mit Breadth first search” Algorithmus "Geriist

o N mit Breadth first
Gegeben sei ein zusammenhangender Ge@pk (E, K) auf der Eckenmenge ggarch

{1,...,n}, N(e) C E sei zue € E die Menge der Nachbareckef,c E fest
gewahlt. Es wird ein Gerusi, K') konstruiert.

Der Algorithmus verwendet als Datenstruktur eine Likte

Algorithmus:

begi n
Setze L:= { s}, Ei= { s}, Ki= {
while E'/ = E do

begi n
entferne die erste Ecke v von L aus L;
for w € N(v) do
begi n
if w ¢F

then setze E"=E' U { w },
K=K U { vw },
fuige w ans Ende von L an;
end
end
end

In Kontrast zu obigem Algorithmus, der den Graphen "in diei&” untersucht
und so ein Gerust konstruiert, steht der folgende Algontbnder "in die Tiefe”
geht. Der wesentliche Unterschied im Ablauf ist, dass dgtd i, an die Elemente
angefugt werden, auch wieder von hinten abgebaut wird:

Algorithmus "Gerust mit Depth first search” Algorithmus "Gertist
mit Depth first search”

Algorithmus : Geriist mit Depth first search
begi n
Setze Li'={s }, E ={s} K = 0;
while E' # E do
begin
r epeat
entferne den letzten Punkt v
von L aus L
until N(v) ¢ E;
sei w die kleinste Ecke
mit w € N(v), w & E;
setze E'= FE’ U{w} K=K U { vw },
fige w ans Ende von L an;
end

end
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Man kann die Situation folgendermal3en beschreiben: fanidit die Listel. nach
dem Prinzip "first in - first out” (dem Prinzip einer Wartesapé), so macht man
Breadth first search; arbeitétnach "last in - first out” (Stapelspeicher), so ergibt
sich Depth first search.

Die beiden unterschiedlichen Algorithmen werden an einensfiel illustriert.
Beispiel 6.2-2:

Gegeben sei der vollstandige Grafgh mit Eckenmengé1, ..., 6}, die Eckel
sei alss gewahlt.

Mit Breadth first search erhalt man das Gei@Gst mit Depth first searclys.

2 3 2 3

s=1 o 4 s=1 4
6 5 6 5
Gy Go

Wir wenden uns nun der Bestimmung minimaler Gerlste in bigjibewerteten
Graphen zu. Zuerst sollen jedoch Charakterisierungennmailer Gertiste gegeben
werden, mit deren Hilfe man sich dann spater von der Koresgktlter angegebenen
Algorithmen Uberzeugen kann.

Es seiB ein Gerlst in dem Graphefd und s eine nicht zuB gehdrende Kante,
also eine Sehne. Bereits in Definition 1.3-5 hatten wir festegjlt, dass durch das
Hinzufligen vons zu B genau ein (fundamentaler) Kreis entsteht, den wir nun mit
Cp(s) bezeichnen wollen.

Satz 6.2-2: Es sei(G,w) ein Netz und> zusammenhangeng, sei ein Gerust
von(G. B ist genau dann minimal, wenn fir jede Sehrgglt:
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w(s) > w(t) fur alle Kantent in C(s).

Beweis: Zunéchst seB als minimal vorausgesetzt. Angenommen, es gibt eine
Sehnes, und eine Kante, in Cz(s¢) mit w(sy) < w(ty). Wenn wirnun aus
Bty entfernen und statt dessenhinzufligen, so erhalten wir einen Bausy
von G mit kleinerem Gewicht, und dies ist ein Widerspruch. Alsosséiir
jede Sehne geltenw(s) > w(t) fur alle Kantert in Cs(s).

Umgekehrt sei num(s) > w(t) fur jede Sehne und allet in C(s) erfullt.

Es seiB’ ein minimales Gerust. Wir zeigen, da3s w(k) = > w(k) qilt
keB keB’
und somitB ebenfalls minimal ist. Gehdrt jede Kante vé# auch zuB, so

mussB = B’ sein, und es ist nichts zu beweisen. Es sei Auaine Kante

in B’, die nicht zuB gehort. Entfernt mai’ ausB’, so zerfallt B’ in zwei
Teile B] und Bj; nimmt man nun die Kanten vatiz (k') (mit Ausnahme von

k") wieder hinzu, so werde®; und B, verbunden, d. h. es kann eine Kante
k ausCg (K" )\{k'} gewahlt werden, die eine Ecke vd# mit einer vonB,
verbindet. So sind wir also vaB’ durch Herausnahme vanund Hinzufligen
vonk zu einem GerusB” gekommen, und wegen der Minimalitat vé gilt
w(k) > w(k').

Andererseits muss nach der gemachten Voraussetzung atferwétf) >
w(k) gelten, d. h. es ist aucB” als minimales Gerust nachgewiesen, denn es

gilt

keB” kep’

B” hat mit B eine Kante mehr gemeinsam as$. Mit Induktion folgt jetzt,
dass auclB ein minimales Gerust ist.

Auch mit Hilfe fundamentaler Schnitte konnen die minima@eriste charakteri-
siert werden. Dazu verwenden wir die folgende Bezeichnung:

Ist B ein Gerust in dem Graphe# und 2z ein Zweig vonB, so istSz(z) der zuge-
hdrige fundamentale Schnitt.

Satz 6.2-3: Es sei(G,w) ein Netz und> zusammenhangeng, sei ein Gerust
vonG. B ist genau dann minimal, wenn fur jeden Zweigon B gilt:

w(z) < w(t) fur alle Kantent in Sp(z).

Beweis: Zunéchst seB als minimal vorausgesetzt. Angenommen, es gibt einen
Zweig zo und eine Kante, in Sp(zo) mit w(zg) > w(ty). Man erhalt durch
Entfernen vor, ausB und Hinzufligen vor, ein Gerust mit geringer Kan-
tenbewertungssumme, ein Widerspruch zur Minimalitat fon
Umgekehrt gelte nun fur jeden Zweig

w(z) < w(t) fur alle Kantert in Sp(z).

Wir fihren den Beweis auf Satz 6.2-2 zurlck, indem wir zejglass fur jede
Sehnes die Ungleichung

w(s) > w(t) fur jede Kante t inC'z(s) gilt.
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Es sei alsa eine Sehne bezlglich undt ein Kante inC'z(s). Wir betrachten
den von dem Zweig induzierten SchnitSs(¢). Da s zu Sg(t) gehort, gilt
aufgrund der Voraussetzungt) < w(s), was auch gezeigt werden sollte.

Die folgende Bezeichnung wird im weiteren verwendet:HSeine Teilmenge der
Eckenmengé? eines Graphen, so i$t’, E'\\ E’| der zugehdrige Schnitt, also die
Menge aller Kanten, die eine Ecke véh mit einer aus\ £’ verbinden.

Algorithmus von Prim  Algorithmus von Prim Gegeben sei ein NetZr, w) auf dem zusammenhangenden
GraphenG = (F, K), s € E sei eine Ecke. Es wird ein minmales Ger(i&t K')
bestimmt.

Algorithmus: Algorithmus von Prim
begi n
Setze E'= { s }, Ki= 0
while E'&A FE do

begi n
sei k eine Kante aus [E'.E \E'T mit mini-
maler

Bewertung w(k), e ihre Endecke in E \E;
setze E'=E' U { e }, K=K U{k }
end
end

Satz 6.2-4: Der Algorithmus von Prim bestimmt ein minimales Gerust raink
plexitatO(|E|?).

Beweis: Dass mit dem Algorithmus ein Gerust aufgebaut wird, leucsoéort
ein, denn es wird bei jedem Schritt von dem bereits konstaneBaum eine
Kante zu einer noch nicht erfassten Ecke gezogen. Mit Sat3 6olgt, dass
es sich bei dem Ergebnis um ein minimales Gerust handeh, dierAuswahl
der Kanten im Algorithmus erfolgt gerade so, dass die Badign Satz 6.2-
3 erfullt ist. Die Komplexitatsaussage ist ebenfalls afiehtlich.

Beispiel 6.2-3:
Wir greifen das Netz aus Beispiel 5.1-2 noch einmal auf, dikeE’ sei als
Starteckes gewahlt.

Ae— 3 B

2 1 2
s=C4—" D G

2 =2 2 &
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Die folgenden Diagramme zeigen die Folge der Baume, wieesia Burchlau-

fen des Algorithmus von Prim produziert werden (mit der Zmssgel, dass bei
mehreren Mdglichkeiten die alphabetisch erste Ecke geremmaird). Endre-

sultat ist dasselbe minimale Gerlst wie in Beispiel 5.1-2.

B A B
1 2 1
C—t—D C+———D c+—1—-p
A' B AD B
2 1 2 1
Ct+——D Ct+———D
2 2 2
B - Ee—5—F e

Die Grundidee des Algorithmus von Prim ist es, von einer Eaksgehend einen
Baum schrittweise zu einem Gerust wachsen zu lassen, indenimedem Schritt
einen maglichst kurzen Zweig neu hinzufligt. Beim nun zumahhsss behandelten
Algorithmus von Kruskal kdnnen die Zwischenergebnissed#iéein, die sich erst
zum Schluss zu einem Gerlst zusammenfugen; er hat oft aiimgegee Laufzeit als
der Algorithmus von Prim, geht aber von "der Grél3e nach” geeten Kanten aus:

Algorithmus von Kruskal Gegeben sei ein NetZ7, w) auf dem zusammenhan-Algorithmus von
genden Graphet: = (E,K) mit K = {ki,...,k,}, und es geltew(k,;) < Kruskal
w(ks) < ... <w(k,). Eswird ein minimales Gerust, K’) bestimmt.

Algorithmus : Algorithmus von Kruskal
begi n
Setze K':= ;
for i=1to m do
if k; bildet mit den Kanten in K’ keinen Kreis
then setze K=K U { k; };

end

Satz 6.2-5: Der Algorithmus von Kruskal bestimmt ein minimales Gerust.

Beweis: Der Beweis dieses Satzes ergibt sich sofort aus Satz 6.@48, dlrch
die Auswahl der Kanten im Algorithmus ist sichergestebissidie Bedingung
fur die Sehnen in Satz 6.2-2 erfillt ist.
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Mit gutem Grund haben wir in Satz 6.2-5 keine Komplexitassagen gemacht. Um
dies tun zu kénnen, musste namlich der in dem Algorithmuseedete Test, ob;
mit den bereits gewahlten Kanten einen Kreis bildet, genbeschrieben werden.
Wir wollen darauf an dieser Stelle nicht naher eingehen wrdemwahnen, dass
man bei geschicktem Vorgehen so zu einer KomplexitatW Qi |log| K |) fur den
Algorithmus von Kruskal kommen kann. Dies ist fur Graphem melativ wenigen
Kanten ("diinne Graphen”) besser él§| £/|*) beim Algorithmus von Prim.

Es wird nochmals das Beispiel 6.2-3 aufgegriffen, die Karsieien wie im folgen-
den Bild numeriert. Die weiteren Diagramme zeigen dann thaleenen Teilgra-

phen mit einem minimalen Gerust als Endresultat.

Csg
€6 €
€2
es| eq ey
€3
€ €
€2
®
€1 Ce
€2 €2
¢
Cq
———6 & ———©6
€3 C3
L
e e
6 1
S
€2
B
€4
e————©

€

€10

€4

(e5 wurde nicht gewahlt, denn es fuhrt zu einem Kreis)
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Selbsttestaufgabe 6.2-1:

Erlautern Sie den Unterschied zwischen den AlgorithmerRron und Kruskal.
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7 Flusse

Fluss-Netz
Fluss

7 Flisse

7.1 Einfihrung

Bei der Untersuchung von Flissen in Netzen geht es um dieridig Grundfrage:
Wieviel kann von einer "Quelle?y zu einer "Senke’s transportiert werden, wenn
obere Kapazitatsbeschrankungen fur die einzelnen Vewbieh gegeben sind?
Dabei werden wir im folgenden stets von einem Digraphen etusg, die Ergeb-
nisse lassen sich in der Regel leicht auf den ungerichteddiniibertragen. Ein
Beispiel fur einen Fluss in einem Netz haben wir bereits leeiEinfihrung von
Bewertungen in Kapitel 4 kennengelernt. Es folgt nun dien@e Definition.

Definition 7.1-1: Es seiGG = (E, K) ein Digraph undec : K — IR eine Kanten-
bewertung (Kapazitat) mit Werten aus den nicht-negatiwstlen Zahleny und

s seien Ecken ity derart, dasss von ¢ aus erreichbar ist (auf einem gerichteten
Weg), jedoch kein Bogen vemachyg fiihrt. Die StrukturN = (G, ¢, ¢, s) wird ein
Fluss-Netzgenannt. EirFluss auf N ist eine Kantenbewertunfj: X — IR] mit
den folgenden Eigenschaften:

. 0< f(k) <c(k)furallek € K;

ii. furjede Eckee mite # ¢, e # s qgilt

Do fk) =) f(k):

kt=e k—=e

Die beiden Bedingungen besagen, dass der Fluss auf keimte idee Kapazitat
Uberschreitet, und dass (von Quejlend Senkes abgesehen) in jede Ecke genauso
viel hineinfliel3t wie herauskommt. Die Voraussetzung, @adseine Kanteq gibt,

ist fir die nachsten Uberlegungen nicht nétig, jedoch istisiden Anwendungen
meist gegeben und hilft auRerdem, eine schérfere Abgrgrauden spéter behan-
delten Zirkulationen vorzunehmen.

Beispiel 7.1-1:
In dem folgenden Diagramm gibt bei jeder Kante die in Klammggsetzte Zahl
die Kapazitéat, die davor stehende Zahl den Fluss auf dezfleiden Kante an:
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q 1(1) 1(2) 0(1) <

2(3) 0(2)

Fluss-NetzV; mit Flussf;.

Beim zweiten Beispiel haben alle Kanten dieselbe Kaparitat

Fluss-NetzV, mit Flussfs.

Bei beiden obigen Beispielen fliel3t ausbensoviel heraus wie ihinein, namlich
hier jeweils ein Gesamtfluss vaén Dies ist kein Zufall, wie die folgende Uberle-
gung zeigt:

Hilfssatz 7.1-1: Fur einen Flussf auf einem Fluss-Net¥ = (G, ¢, ¢, s) gilt
stets

YR =Y Ry =D fk) = Y f(k):

k—=q kt=q kt=s k—=s

Beweis: Da der Fluss auf jeder Kante aus einer Ecke heraus und in eine
zweite hineinfliefl3t, gilt

IDIFIOED DD IR0

ecl kt=e e€lE k—=e
oder
Do D fREY SR R = D DR+ fR)+ Y f(R).
e€FE\{q,s} kt=e kt=q kt=s e€E\{q,s} k—=e k—=q k—=s

Aufgrund von Bedingung (ii) in der Definition eines Fluss@sdsdie
Doppelsummen auf beiden Seiten der Gleichung identisct, dia
Behauptung folgt.
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Definition 7.1-2: Der in obigem Hilfssatz betrachtete Wert heil3t Wéegrt des Flus-
Wert eines Flusses ses und wird mitw(f) bezeichnet. Ein Flusg wird maximal genannt, wenn fir
maximaler Fluss  jeden anderen Flusg' auf demselben Netz gilt( /") < w(f).

Das Hauptproblem, mit dem wir uns als nachstes beschéaftigedie Konstruk-
tion eines maximalen Flusses fir ein gegebenes Fluss-Nstgei jedoch darauf
hingewiesen, dass - abgesehen von dem Problem der efiekiorgstruktion - aus
unserer bisherigen Darstellung selbst die Existeines maximalen Flusses nicht
klar ist; zwar wird das gegebene Netz mit den Kapazitatereagich vorausge-
setzt, aber es ware ja auch denkbar, dass eine Holge, . .. fi,... von Flussen
existiert mitw(f;) < w(fi;1) fur alled, ohne dass eine Art "Grenzwertfluss” exis-
tiert. Es wird jedoch in Kirze gezeigt werden, dass es steehenaximalen Fluss
gibt.

Im zweiten Beispiel von Beispiel 7.1-1 hat der Fluss auf demtén immer den
Wert0 oder1, und es giltw(f;) = 3. Man kann daraus drei kantendisjunkte Wege
(d. h. Wege ohne gemeinsame Kanten) yarachs konstruieren: vory ausgehend
wahlt man einen Weg nach der aus lauter Kantehmit f,(k) = 1 besteht; dann
andert man auf diesen Kanten den Flusswerd zuso entsteht ein Flusg, mit
w(f3) = 2 -und verfahrt genauso usw. In unserem Beispiel kdnnen sieltvga die
Wegeq — b — f —s,q—c—e — h—sundg — d — e — g — s ergeben.

Hat man umgekehrt: viele kantendisjunkte Wege von einer Eckeu einer Ecke
in einem beliebigen Digraphen, so induzieren diese Wegmndiussf mit w(f) =
m in dem Netz, welches entsteht, wenn allen Kanten des Digragle Kapazitat
zugeordnet wird.

Beispiel 7.1-2:

Im obigen Diagramm sind mid und B zwei kantendisjunkte Wege vgmachs
in dem Digraphen angegeben. Sie fihren zu dem im folgenddmiBigestellten
Fluss-Netz bzw. Fluss:
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Einen Fluss, der die Kanten des gegebenen Fluss-Netzestrdem\erter) oder

1 bewertet, nennt ma@-1-Fluss Der soeben skizzierte Zusammenhang zwischeri-Fluss
0-1-Flussen und kantendisjunkten Wegen ist bei der Frage desriassigkeit von
Kommunikationsnetzen von Interesse. Gibt es namlich iaraiDigraphenn kan-
tendisjunkte Wege von einer Eckeu einer Ecke, so bedeutet dies, dass beliebige
m — 1 Verbindungen (Kanten) ausfallen kdnnen und dann immer eotkveg von

g nachs (auf dem z. B. Nachrichten gesendet werden kdnnen) intakEis Maf3

fur die Zuverlassigkeit des Netzes (beztglich der Wegeqaoachs) ist also die
maximale Anzahl kantendisjunkter Wege, und diese entspriwie oben gezeigt -
dem maximalen Wert einés1-Flusses. Wie wir bald sehen werden, kann man fur
ein Fluss-Netz mit identischer Kapazitatsbewerturfgr alle Kanten einen maxi-
malen Fluss konstruieren, det1-Fluss (und damit auch maximalerl-Fluss) ist.
Damit ist dann das geschilderte Problem der Zuverlasdigkaalyse gelost.

Wir werden auf diesen Zusammenhang an spaterer Stelle motlalezuriickkom-
men.

In Kapitel 4 wurden Zirkulationen als solche Kantenbewegen / definiert, bei
denen jede Ecke sozusagen eine ausgeglichene Bilanz hat, d. h. es gilt

> Fk) =Y flk).

kt=e k—=e
Bei einem Fluss auf einem Fluss-Netz fordern wir dies flrkdiken aulReq unds,
und wir haben Hilfssatz 7.1-1 gezeigt, dass dann genaukause heraus wie irs
hineinflie3t. Dies bedeutet: fligen wir dem Digraplien= (£, K') eine Kantek,,
von s hachq hinzu, und erweitern wir einen gegebenen Flgissif N = (G, ¢, q, s)
zu einer Abbildungf’ : K’ = K U {ky,} — IR{, indem wir

f'(ksq) = w(f)
setzen, so ist’ eine Zirkulation aulz’ = (£, K').

Durch den Ubergang von den Fliissen zu den ZirkulationerdigliSonderrolle der
Eckeng und s weg, wodurch die mathematische Behandlung oft etwas diafac
und durchsichtiger wird. Auch darauf wird an spaterer 8tathch einmal einge-
gangen.

Eine Zirkulation, die Kapazitatsbeschrankungen der Kargspektiert, wirdulas-
sige Zirkulation genannt. Beim soeben beschriebenen Ubergang von eines Frutissige Zirkulation
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zu einer Zirkulation setzt mati(k,,) grof3 genug an, um eine zulassige Zirkulation
zu erhalten (z. Bd (ksy) :== > |c(k))).

keK

Beispiel 7.1-3:
Die folgenden beiden Diagramme zeigen zu den in Beispiel largestellten
Flissen die erweiterten Digraphen mit den zulassigen Etianen:

a 2(2) C
1(2) 2(3) 3(4)
1(R)
q 2(3) 1(1) 0o(1) S
0(2)
b 2(3) d
3(23)

Selbsttestaufgabe 7.1-1:

Erlautern Sie den Zusammenhang zwischen Flissen und &iidugn.
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7.2 Die Satze von Ford und Fulkerson

Definition 7.2-1: Es seiN = (G, ¢, q, s) ein Fluss-Netz. Der Wett/( f) eines Flus-

sesf kann offenbar nicht grof3er sein als die Summe der Kapanitd¢e Kanten,

die ausq hinausfihren. Dies ist nur ein Spezialfall der folgendem&ion. [Q, S|

sei ein Schnitt vods = (F, K') mitg € @ unds € S. Einen solchen Schnitt nennt

man einenSchnitt des Fluss-Netzéé. Die Kapazitatdes Schnitte§), S| ist die  Schnitt eines

Zahl Fluss-Netzes
Kapazitat eines
(@, 5) = Z c(k). Schnittes
k—eQ
ktes

Der Schnitt|@, S| heilstminimal, wenn er die kleinstmogliche Kapazitat hat, d. hminimaler Schnitt
wenn gilte(Q, S) < ¢(Q', S") fur jeden Schnitt@’, S’] von N .

Der folgende Satz ist von grundsétzlicher Wichtigkeit. Esdgt insbesondere, dass
die Kapazitat eines minimalen Schnitts eine obere Schréinkden Wert eines
maximalen Flusses ist.

Hilfssatz 7.2-1: N = (G, ¢, q, s) sei ein Fluss-NetZ(), S] ein Schnitt und ein
Fluss. Dann gilt

w(f) <@, 5).

Beweis: Nach Definition ist

w(f) =Y fk) = f(k).

k==q T=q

Da fur alle Eckere € Q mit e # ¢ gilt
Sk =Y fk) =0,
k—=e kt=e

kénnen wir auch schreiben

w(f) =) (Z HOEDS f<k:>> :

e€Q \k—=e kt=e
Da die Kanten, die innerhalb vap verlaufen, bei dieser Summation gerade
herausfallen, denn ihr Flusswert wird einmal positiv unthel negativ mit-
gezahlt, ergibt sich

w(f) =Y flk)= Y f(k).

k—eQ kteQ
ktes k—€es

Wegen der Ungleichungefik) < c(k) fur die Kantenk mit £~ € @ und
kT € S und f(k) > 0 fur die Kantenk mit k¥ € Q undk~ € S folgt
schlieBlichw(f) < ¢(@Q,5).

Es wird sich nun herausstellen, dass der Wert eines maxirkélsses sogar gleich
der Kapazitat eines minimalen Schnittes ist. Um dies zemekonnen, wird der
Begriff des zunehmenden Weges bendtigt.
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Definition 7.2-2: N = (G, ¢, q, s) sei ein Fluss-Netzf ein Fluss. Ein ungerich-

zunehmender Weg teter WeglV von ¢ nach s hei3tzunehmender Wegbeziiglichf), wenn fir jede
Vorwartskantek auf diesem Weg (k) < c(k) und fur jede Ruckwértskanté auf
diesem Weg (k') > 0 gilt.

Beispiel 7.2-1:
Der ungerichtete Weg— a — d — s im ersten Beispiel aus Beispiel 7.1-1 ist ein
zunehmender Weg:

a 2(2) C

b 2(3) d

Man kann den Wert des Flusses hier offenbar erhéhen, indemdieg-Werte
aufqa undds um1 erhéht und aufla um 1 erniedrigt.

Allgemein gilt der

Satz 7.2-1: Ein Flussf auf einem Fluss-NetX ist genau dann maximal, wenn
es keinen zunehmenden Weg (bezudl)ahibt.

Beweis: f seiein maximaler Fluss. Wir nehmen an, es gebe einen zumetene
Weg V. Wir betrachten nun auf diesem Weg die Zahfgh) — (k) fur die
Vorwartskanten und (k') fur die Rickwartskanteny,,;, sei die kleinste aller
dieser Zahlen. Nach Definition eines zunehmenden Wegesdglg, > 0.
Wir erklaren nun einen neuen Flugs: K — IRj, indem wir auf dem Weg
W die f-Werte verandern:

f(k) + wpn, falls & Vorwértskante voilV ist
(k) =< f(k) — wnn, falls k RUckwartskante volil ist
f(k), sonst.

Es ist leicht zu sehen, dag’s ein Fluss ist mit Wertw(f') = w(f) +
wmin > w(f), und dies widerspricht der Maximalitat voh Folglich war
die Annahme der Existenz eines zunehmenden Weges falsch.

Nun sei umgekehrt vorausgesetzt, dass es keinen zunehmé/etgvong
nachs gibt. ) sei die Menge aller Punkte fir die es einen zunehmenden
Weg vong nache gibt (dabei isty eingeschlossen), unsl:= E\Q. [Q, S] ist
wegens ¢ ) bzw.s € S ein Schnitt vonV. Es folgt, dass fir jede Kante
mitk~ € Q undk™ € S gelten musg (k) = ¢(k), dennim Fallef (k) < c(k)
wirde es einen zunehmenden Weg yarachk™ geben im Widerspruch zur
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Definition von@ bzw. S. Genauso folgt, dass fir jede Karkamit k.~ € S
undkt € @ gelten musg (k) = 0. Wegen

w(f) =Y flk)= Y flk)

k—eQ kteq
ktes k—eS

(vgl. Beweis zu Hilfssatz 7.2-1) hat mar( f) = ¢(Q, S). Daraus folgt, dass
f maximal ist, denn fir einen Flusg mit w(f) < w(f’) wirde mit dem
hier betrachteten Schniif), S| geltenc(Q, .S) < w(f’) im Widerspruch zur
Aussage von Hilfssatz 7.2-1.

Dem letzten Schluss im obigem Beweis liegt das folgendesalgjnere Prinzip

zugrunde: Es seieA und B Mengen reeller Zahlen, wobei ihein grof3tes Element

maxA und in B ein Kleinstes ElementinB existieren. Ferner gelte < b fur

allea € Aundb € B. Gibt es nun eird und B gemeinsames Element(also

x € AN B),sofolgtAN B = {z} undz = mazxA = minB. In Worten heif3t

dies: liegtA vollstandig "links” von B, und uiberschneiden sichund B, so haben

sie genau einen Punkt gemeinsam, der das Maximurmivand das Minimum von

B ist. Auf diesem Prinzip und Verallgemeinerungen davon beneine Reihe von

Satzen in der Mathematik, man spricht hier auch non-max-Satzen min-max-Séatze

Aus dem Beweis von Satz 7.2-1 lasst sich unmittelbar eingdfohg ableiten.
Dabei wird fur einen Flusg auf einem Fluss-Netd = (G, ¢, ¢, s) die folgende
Bezeichnung verwendef); sei die Menge aller von aus auf einem zunehmenden
Weg erreichbaren Ecken (einschlieRlighund Sy = E\Q;.

Folgerung 7.2-1: Fur einen Flussf auf einem Fluss-Net¥ sind die folgenden
Bedingungen aquivalent:

i. fistmaximal.
ii. Esgiltse Sy.
iii. [Qy, Sy ist ein Schnitt vonV mit w(f) = ¢(Qy, Sy).

Bereits im vorigen Abschnitt wurde das Problem der Existeimes maximalen
Flusses angesprochen, welches nun angegangen werddiesbilsherigen Ergeb-
nisse liefern nur Aussagen, unter welchen Bedingungenegielzgener Fluss maxi-
mal ist. Satz 7.2-1 legt es nahe, einen gegebenen Flusslfieizdhehmender Wege
so lange zu vergroR3ern, bis kein zunehmender Weg mehresxistier erhaltene
Fluss muss dann maximal sein. Die entscheidende Fragesistgibso man bei die-
ser Vorgehensweise nach endlich vielen Schritten in digaB8dn kommt, dass kein
zunehmender Weg mehr existiert. Ein erstes wichtiges Bigétder gewlnschten
Richtung liefert der folgende Satz:

Satz 7.2-2: N = (G, ¢, q, s) sei ein Netz, bei dem alle Kapazitateft) ganz-
zahlig sind. Dann gibt es einen maximalen Flifsauf NV derart, dass alle
Werte f (k) ganzzahlig sind.

Beweis: Wir zeigen, wie ein solcher maximaler Fluss in endlich vie-
len Schritten mit Hilfe zunehmender Wege konstruiert waréann.
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Zunachst wird durchfy (k) := 0 fur alle £ ein Fluss mit Wer0 defi-
niert. Ist f nicht maximal, so muss es nach Satz 7.2-1 einen zuneh-
menden Wed/V, (beztiglichf,) geben. Die im Beweis von Satz 7.2-1
vorkommende Zahb,,,;,, ist jetzt eine positive ganze Zahl, die - wie dort
dargestellt - Anlass gibt zur Vergro3erung des FlussesmaneFlussf;

mit w(f1) = wmn, Wobei alle Wertef, (k)(k € K') ganzzahlig sind. Ist

f1 nicht maximal, so muss wieder ein zunehmender W&gexistieren
usw. Da bei diesem Verfahren in jedem Schritt der Wert desgélsium
eine positive ganze Zahl erhdht wird, muss nach endliclemiSichritten

ein Flussf erhalten werden, fir den es keinen zunehmenden Weg mehr
gibt. f ist dann ein maximaler Fluss der gewiinschten Art.

Beispiel 7.2-2:
a 0(2) C
0(R) 0(3) 0(4)
q 0(1) 0(2) 0(1) S
0(3) 0(R)
b 0(3) d

0(2)

0(3) 0(4)

0(1) 0(2) 0(1) S

0(2)

f1 mit zunehmendem Wel/;, w,,.;, = 2,
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a 2(2) ©
2(2) 0(3) 2(4)
q 0(1) 0(2) 0(1) <
0(3) 0(2)
b 0(3) d

q 0(1) 0(2) 0(1) <

2(3) 2(R)

f3 ist maximal, es gibt keinen zunehmenden Weg (yarachs) beziglichfs.
Es gilt sogai); = {q} (s. Folgerung 7.2-1).

Wir kbnnen mit dem soeben bewiesenen Satz an die obigen Bangan zw-1-
Flissen anknupfen und erhalten:

Folgerung 7.2-2: N = (G, ¢, ¢, s) sei ein Fluss-Netz derart, dasgk) fur jede
Kante &k den Wert0 oder 1 hat. Dann gibt es einen maximalen Fluss, der
0-1-Fluss ist.

Der obige Satz ist auch die Basis fur das im folgenden forentdizentrale Ergebnis
zu Flissen in Netzen. Locker gesprochen, besagt das Eggémaiximaler Fluss-
minimaler Schnitt”. Im Englischen spricht man vom "max-flown-cut theorem”.

Satz 7.2-3: Ist N ein Fluss-Netz, so ist der maximale Wert eines Flusse&/auf
gleich der minimalen Kapazitat eines Schnittegvin

Beweis: Sind alle Kapazitaten ganzzahlig, so folgt die Aussage @és S
zes aus Satz 7.2-2 und Folgerung 7.2-1. Sind alle Kapazitateonale
Zahlen (also Briche), so kann das Problem durch Multigbkealler
vorkommenden Zahlen mit ihnrem Hauptnenner in ein aquivateRro-
blem umgeformt werden, bei dem alle Kapazitaten ganzzahiay d. h.
auch fur diesen Fall ist somit der Satz bewiesen. Es bleitBBeeeis zu
fuhren fir den Fall, dass beliebige reelle (also auch oratie) Kapazi-
taten auftreten. Ein mathematischer Beweis kénnte hier 8t&igkeit-
sargumente verwenden und ware sehr anspruchsvoll. Wiewboch
den im nachsten Abschnitt behandelten Satz von Edmonds ang K
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Markierungsalgorith-
mus von Ford und
Fulkerson

abwarten, mit dem ebenfalls die hier noch bestehende Liekehips-
sen werden kann.

Obiger Satz wurde im Jahre 1956 von L.R. Ford und D.R. Futketsewiesen

(s. auch deren im Literaturverzeichnis aufgefihrtes Butig¢ noch bestehende
Beweisliicke spielt in der Praxis keine Rolle, da in einemHMRec ohnehin nur

rationale Zahlen dargestellt werden kénnen. Der im naoh&beschnitt behandelte
Satz von Edmonds und Karp hat aul3er dem SchlieRen der Béalashuch die

Funktion, den Algorithmus zur Bestimmung eines maximalkrs$es zu verbes-
sern, dem wir uns als nachstes zuwenden.

Die Beweise von Satz 7.2-2 und Satz 7.2-3 stellen siches ol bei vorgege-
benem Fluss-Net® durch wiederholte Flussvergrdl3erung mit Hilfe zunehmende
Wege nach endlich vielen Schritten zu einem maximalen Fetangt. Will man
dies als Algorithmus formulieren, so muss man sich allegslidariiber Gedanken
machen, wie man am geschicktesten jeweils einen zunehmafedg findet. Die
Grundidee des Algorithmus von Ford und Fulkerson ist es pausgehend schritt-
weise diejenigen Ecken zu markieren, zu denen es {\aurs) einen zunehmenden
Weg gibt. Wirds markiert, so kann der vorliegende Fluss vergroRert werDe.
Markierung der Ecken wird so vorgenommen, dass (fallmarkiert wurde) ein
zunehmender Weg vahaus zuriickverfolgt und die zugehdorige Zahl;,,, die zur
Abanderung der Wertg(k) benotigt wird, direkt an der Markierung verabgele-
sen werden kann.

Markierungsalgorithmus von Ford und Fulkerson

Gegeben sei ein Fluss-Nef¥ = (G, ¢, q,s) mit ganzzahliger (oder rationaler)
Kapazitatsfunktior. Es wird ein maximaler Flusg und der zugehoérige minimale
Schnitt[Q, S¢] mit w(f) = c¢(Qy, Sy) bestimmt.

Die Funktionu mit den Werter) oderl dient dazu festzuhalten, welche markierten
Ecken bereits abgesucht wurden; das Absuchen einer Ectehbdarin, ihre noch
nicht markierten Nachbarn zu markieren.

Algorithmus : Markierungsalgorithmus von Ford und Fulkerson

begin
for k € K do setze f(k) := O0;
markiere ¢ mit (— , oo );
for e € E do setze wu(e) := 0, d(e) = o0;
r epeat
wahle eine markierte Ecke e mit wu(e) = 0; *
for k. € { k € K|k~ = e} doif g = kT ist nicht markiert
und f(k) < c(k)
then setze d(g) := min { ¢(k) — f(k), d(e) }, und

markiere g mit (e, +, d(g));
for £k €¢ {k € K|kt = e} do

if g = k— ist nicht markiert und flk)y > 0

then setze d(g) := min { f(k), d(e) }, und
markiere g mit (e, —, d(g));

setze wu(e) = 1,

i f s ist markiert
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t hen
d sei die letzte Komponente der Markierung von
S5

setze e = s,

while e # ¢ do
begi n
finde die erste Komponente g der Markierung
von e;

i f die zweite Komponente der Markierung
von e ist +

ge

then setze f(k) := f(k) + d fir die Kante &
el se setze f(k) := f(k) — d fur die Kante

k = eg;

setze e = g;

end

Iosche alle Markierungen, aul3er der von
for e € E do setze d(e) := oo und u(e)
until wu(e) =
Q¢ sei die Menge der markierten Ecken und
Sy = E\ Qp
end

q;

= 0
1 fir alle markierten Ecken e;

Die Korrektheit dieses Algorithmus ergibt sich, wie besaijesagt, aus den vor-
angegangenen Satzen und ihren Beweisen. Diese Korrekths#age, dass also
der Markierungsalgorithmus einen maximalen Fluss undnemimimalen Schnitt

bestimmt, wird oft auch als eigenstandiger Satz formyliertl zwar ebenfalls unter

dem NamerSatz von Ford und Fulkerson

Beispiel 7.2-3:

Satz von Ford und
Fulkerson

Wir wollen den Algorithmus an dem bereits mehrfach betratent Beispiel
illustrieren. Nach der Initialisierung hat man Flussweguf allen Kanten, und
q ist mit (—, co) markiert. Neben den Diagrammen sind dieund d-Werte

dargestellt.
a 0(2) c
0(2) a(3) 0(4)
q 0(1) 0(2) 0(1) S
(=)
0(3) 0()
b 0(3) d

m QU O e

e oo o e«

883888 8|~
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(q.+.2)

a 0(2) c u| d
1] o0

0(2) 0(4) q
4 al0] 2
q 0(1) 0(?) 0(1) S b0 3
(=) c|0]| o0
0(3) > > 0(2) dl ol oo

0(3)

(q.+.3) s|0| oo

s ist noch nicht markiert. Da nicht alle markierten Ecken aught wurden
(bzw. u-Wert 1 haben), kann in Zeil& nun z. B. die Ecké gewahlt werden.
Dies fuhrt zur Markierung von undd:

(q,+,2) (b,+,2)
a 0(2) c u| d
1| o0
0(?) 0(4) q
& al0] 2
q 0(1) 0(2) (1) S b1l 3
(=) c| 0] 2
0(3) 0(2) dlol s
b 0(3) d
(q,+.3) (b,+,3) s]0]o0

s ist noch nicht markiert. Markierte, noch nicht abgesuchtkds sinda, ¢ und
d. Wird nun in Zeile* die Eckea gewahlt, so fuhrt dies zu keinen neuen Mar-
kierungen; der einzige Effekt ist die &nderung vdn):

»w /O R
O OO R~ e
R o w i

Beim néachsten Schritt wahlen wirals markierte Ecke mit(c) = 0; dies fuhrt
zu folgendem Diagramm:
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(aq,+.,R) (b,+,R)
a 0(2) @

0(?) 0(3) 0(4)

q o(1) 0(2) o(1) S
(— ) (c,+,2)

0(3) 0(R)
b 0(3) d
(q,+,3) (b,+,3)

Nun wurdes markiert. Dies fuhrt zur Flussvergréf3erung entlang desaasigg-

b — ¢ — s, der vons aus rickwarts ermittelt wird. Mit dem neuen Fluss wird
wieder der Beginnzustand hergestellt (Loschen der Markiggn usw.), man
hat die inm folgenden Diagramm dargestellte Situation:

0(2) 0(3) 2(4)

q 0(1) 2(?) 0(1) S

2(3) 0(2)

QO TR
O oo oo
888 38 8|~

Nun gibt es wieder eine markierte Ecke m#Wert 0, namlich ¢, und der

Markierungs- und Absuchprozess startet von neuem. Wirenalie Beschrei-
bung des Beispiels hier abkirzen und stellen im nachstegr&iam eine Situa-
tion dar, wie sie sich nach zwei Flussvergré3erungen (kkispeechender Wahl
in Zeile* des Algorithmus) darstellen kann:

a 2(2) C

2(2) 0(3) 4(4)

q 0(1) 2(R) 0(1) S

QO R
O O o ool
888 38 8|~

b 1(3) d

Nun kann in Zeiler wieder nurg gewahlt werden, was jedoch nicht zu weiteren
Markierungen fuhrt. Da(q) = 1 gesetzt wird, ist die until-Bedingung erflillt,
die zum Abbruch der repeat-Schleife fuhrt, und es viyd = {¢} und S; =

{a, b, c,d, s} gesetzt. Der vorliegende Fluss mit Weiist maximal,[Q, S¢] ist
ein minimaler Schnitt mit(Qy, Sy) = 5.



136

7 Flusse

In dem soeben behandelten Beispiel ist deutlich gewordess, die getroffene Aus-
wahl einer markierten, noch nicht abgesuchten Ecke (Zeite Algorithmus) den
weiteren Ablauf des Algorithmus - etwa die Anzahl der nockzafiiihrenden Itera-
tionen - beeinflusst. In der Tat kann man an Beispielen ag€zeidass der Algorith-
mus in der bisher beschriebenen Form, also mit dem Fregnadsn Zeile*, nicht
polynomial ist. Bei einer Kapazitatsfunktion, die auclationale Werte annimmt,
muss das Verfahren weder abbrechen noch gegen einen merifdaks konver-
gieren - ein Beispiel hierfur ist in dem Buch von Ford und feuion zu finden.
All diese Probleme werden wir im nachsten Abschnitt |0seo,die Zeile* des
Algorithmus durch eine prézisere Anweisung ersetzt wird.

Zum Markierungsalgorithmus wollen wir schlie3lich nochmaerken, dass selbst-
verstandlich nicht unbedingt - wie in unserer Formulierungt dem0-Fluss (d. h.
f(k) = 0 fur jede Kantek) begonnen werden muss. Stattdessen kann mit einem
beliebigen Fluss initialisiert und dann der identische Algorithmus angeden
werden.

Selbsttestaufgabe 7.2-1.:

Gegeben sei das folgende Fluss-Ngtz

Bestimmen Sie den maximalen Fluss-Wert/dufurch Betrachtung aller Schnitte
und Anwendung des "max-flow min-cut"-Theorems. Warum dlikse Vorgehens-
weise nicht zu einem guten Algorithmus?
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7.3 Der Satz von Edmonds und Karp

Wir betrachten nun die folgende Modifikation des Markiersaigorithmus von
Ford und Fulkerson: die Zeifedes Algorithmus wird durch den Schritt

e sei unter allen Ecken mit(e) = 0 die am frihesten markierte Eck&*

ersetzt. Diese Modifikation wurde von J. Edmonds und R.MpKE®72 in einer
Arbeit vorgeschlagen, der so modifizierte Algorithmus waid Algorithmus von

Edmonds und Karp bezeichnet. Algorithmus von

. . . . ) Edmonds und Karp
Es liegt auf der Hand, dass bei dieser Variante des Algodthimmer ein zuneh-

mender Weg mit mdglichst wenig Kanten bestimmt und zur Mexgg63erung ver-
wendet wird. Der Grund ist, dass wie beim "Breadth first defakerfahren stets
zunachst dort weitergesucht wird, wo man zuerst markidrt ha

Satz von Edmonds und KarpDer Algorithmus von Edmonds und Karp bestimmt
einen maximalen Flusg und einen minimalen Schnikf), S¢] fur ein beliebiges
Fluss-NetzN mit reeller Kapazitatsfunktion. Der Algorithmus hat Komplexitat
O(1E] - [KT]?).

Beweis: Der Algorithmus werde auf ein beliebiges Fluss-Natz= (G, ¢, q, s)
mit reeller Kapazitatsfunktiom angewandt. Der Algorithmus geht aus von
dem Null-Flussf,, die weiteren dann erhaltenen Flusse bezeichnen wir mit
fi, fay -y fi, ... (1) sei die kiurzeste Lange (hinsichtlich Kantenanzahl)
eines zunehmenden Weges vwpnache bezuglichf;. Entscheidend fur den
Beweis ist nun die folgende Behauptung, die wir zuerst zeigalen: es gilt

ze(i+ 1) > x.(:) furalle: unde.

Angenommen, es gilt.(i + 1) < (i) flr eine Eckee und eine Zahk.
Wir kdnnen 0.B.d.A. auch voraussetzen, dasg + 1) minimal ist unter
allen Zahlen der Formx,(j + 1), die obige Ungleichung verletzen (d. h.
fur die z,(j + 1) < xz,(j) gilt). £ sei die letzte Kante in einem kirzes-
ten zunehmenden Weg vannache bezuglich f;. ;. k£ sei eine Vorwarts-
kante, alsak = he fir eine Eckeh; es muss nury;,1(k) < c(k) sein. Es
gilt z.(: + 1) = x,(¢ + 1) + 1, und nach den Voraussetzungen (ibest
xp(i+1) > x,(7), womit sich insgesamt die Beziehung i +1) > z,(i) +1
ergibt. Es ist nun abef;(k) = c(k), denn sonst misste (i) < (i) + 1
und somit doch,. (i + 1) > z.(7) sein. Wegery, ;1 (k) < ¢(k) bedeutet dies,
dass die Kanté beim Schritt vonf; nachf;,, als Rickwéartskante verwendet
worden sein muss. Da der gewahlte zunehmende Weg bezifgkihnzeste
Lange hatte, ergibt sich darawg(i) = x.(i) + L undz.(i + 1) > z.(i) + 2

im Widerspruch zu unseren Voraussetzungen.

In &hnlicher Weise verlauft der Beweis, wenn die Kahteine RiUckwarts-
kante ist. Damit ist die Allgemeingiiltigkeit der Ungleictgu. (i+1) > . (4)
gezeigt.

Analog wird die Ungleichung
Ye(i +1) > ye(d)
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bewiesen, wobej. (i) die Lange eines kirzesten zunehmenden Weges von
nachs bezuglichf; ist.

Aus all diesen abgeleiteten Ungleichungen lasst sich man@ere Schranke
fur die Anzahl der durch den Algorithmus vorgenommenen $agyrofie-
rungen herleiten. Dazu beobachten wir zunéchst, dassd®i @mderung des
Flusses mindestens eine Kante des zunehmenden WegescIkrist in dem
Sinne, dass der Fluss durch diese Kante entweder bis zurzKaparhoht
oder auf0 gesenkt wird.

Es seik = he eine kritische Kante im zunehmenden Weg bezugfickieser
Weg besteht aus, (i) + y.(i) = z(2) + yn(¢) vielen Kanten. Wenr beim
nachsten Mal (etwa beziglicfy) in einem zunehmenden Weg verwendet
wird, mussk in umgekehrter Richtung verwendet werden: war esffigine
Vorwartskante, so ist es f{f; eine Ruckwartskante (und umgekehrt). Ange-
nommenj war fUr f; eine Vorwartskante. Wir schlieBen(i) = z,(i) + 1
undzy,(j) = z.(j)+1. Aus den gezeigten Ungleichungen falgtj) > z.(7)
undy,(7) > y,(i) und somit

2 (1) +yn(d) = 2e(§) +1+yn(5) = we(i) + 1+ yn(i) = 2a(i) +yn(i) +2.

Der zunehmende Weg bezlgli¢hist also um mindestens zwei Kanten lan-
ger als der zunehmende Weg beziglich Ein analoger Schluss lasst sich
natdrlich ziehen, wenh bezuglichf; eine Rickwartskante war.

Da ein zunehmender Weg nicht mehr @§ — 1 viele Kanten enthalten kann,
kann folglich jede Kante in hdchsteh’%‘—l vielen FlussvergréRerungen Kkri-
tisch sein, was insgesamt bedeutet: der Fluss kann in dearifkignus héchs-
tensO(| E| - | K|)-mal vergro3ert werden. Der Algorithmus muss also abbre-
chen, auch bei irrationalen Kapazitatswerten.

Da das Auffinden eines zunehmenden Weges und die entspdechkrssver-
groRRerung jeweil§(| K|) viele Schritte erfordern, ergibt sich insgesamt eine
Komplexitat vonO(|E| - | K|?).

Beispiel 7.3-1:

Wir wollen den Algorithmus von Edmonds und Karp an folgendBaispiel
illustrieren, wo de0-Fluss und die Kapazitaten der Kanten im Diagramm ein-
getragen sind:
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Damit bei der Bestimmung eines zunehmenden Weges die nelge*Zeades
Algorithmus ausgefuhrt werden kann, muss die ReihenfoégeMrkierungen
der Ecken festgehalten werden. Am einfachsten realisiart das (auch bei
einer Implementierung) mit Hilfe einer Warteschlange. @& Behandlung des
Beispiels werden wir (neben dem Diagramm) die markiertdreBaintereinan-
derschreiben und aus dieser Spalte von oben jeweils diestgaabzusuchende
Ecke bestimmen - nach dem Absuchen (d. h. der Markierung aentdarn) wird
die Ecke "abgehakt”. So entsteht beim ersten Schritt falgerBild:

(e,+,1) (f+,1)
f

0(1)

Ll

e
_+
»Q U0 O R

Der zunehmende Weg igst— a — ¢ — d — h — s, man kommt zum hier
dargestellten Fluss:

(e +,1) (f+,1)
f

W Q Q= Q0 T
N N N N N
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Der ermittelte zunehmende Wegist>- b — ¢ — d «— e — f — g — s, man
kommt zu folgendem Flusg; = f:

Der Fluss ist maximal: der Algorithmus stoppt beim nach&ehritt, und man
hatQ; = {q¢}, Sy = {a,b,..., h,s} mitc(Qs, Sf) = 2undw(f) = 2.

Nach dem Satz und dem Algorithmus von Edmonds und Karp welledas Pro-
blem der Bestimmung maximaler Flisse vorerst nicht weigdrandeln. Auf Vari-
anten bzw. andere Aspekte dieses Problems wird in den mcAsischnitten ein-
gegangen.

Zum Abschluss sollte jedoch noch erwahnt werden, dass nedemilgorithmen
von Ford und Fulkerson bzw. Edmonds und Karp weitere Vegfalintersucht wur-
den, die von der Komplexitat her zwar schlechter dasteinetgnkreten Fallen (mit
nicht zu grof3en Netzen) jedoch mitunter schneller zum Zehien; z. B. besteht
ein solches Verfahren darin, stets einen zunehmenden Wsgchen, der zu einer
gro3tmaoglichen Erhéhung des Flusses fuhrt. Naher Intergssnissen wir hier
auf die umfangreiche Literatur zu diesem Thema verweisen.

Selbsttestaufgabe 7.3-1.:

Erlautern Sie die Vorteile des Algorithmus von Edmonds uaglgegeniber dem
Algorithmus von Ford und Fulkerson.

7.4 Eine kombinatorische Anwendung: Der Satz
von Menger

Bereits im ersten Abschnitt wurden kantendisjunkte Wegisawen zwei Ecken in
einem Digraphen betrachtet, und es wurde auf den Zusammemhi&0-1-Flissen
hingewiesen. Wir wollen nun einenin-max-Satz Uber die Anzahl kantendisjunk-
ter Wege beweisen, der sich auf das "max-flow min-cut theb&eiz 7.2-3 stitzt.
Dabei heif3t eine Mengd C K von Kanten in einem Digrapheit, K') eineq und
trennende s trennende Kantenmenge€(q, s sind beliebige Ecken), wenn jeder gerichtete Weg
Kantenmenge yon g nachs eine Kante aus! enthalt.
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Satz 7.4-1: G = (FE, K) sei ein Digraphg und s seien Ecken irG. Dann ist
die Maximalzahl gerichteter kantendisjunkter Wege yarach s gleich der
minimalen Elementeanzahl in eingund s trennenden Kantenmenge.

Beweis: Wir betrachten das Fluss-Nel¥ auf GG, bei dem jede Kante Kapazitat
1 hat. Dabei ist vorausgesetzt, dasgon ¢ aus erreichbar ist, sonst ist die
Behauptung ohnehin erfillt. Wie wir bereits bemerkt haliexfiern i kan-
tendisjunkte Wege von nachs in GG einen0-1-Fluss f auf N vom Werti,
und umgekehrt kdnnen jedenl -Fluss f auf N mit Wert: ebensoviele kan-
tendisjunkte Wege von nachs in G zugeordnet werden (allerdings nicht in
eindeutiger Weise). Die Maximalzahl kantendisjunkter ¥Weon ¢ nachs
ist also gleich dem maximalen Wert eingd-Flusses aufV, welcher nach
Folgerung 7.2-2 mit dem Wert eines maximalen Flusses Utstngimt. Nach
Satz 7.2-3 ist dies die minimale Kapazitat eines Schnittd inVir zeigen
nun, dass die minimale Elementeanzahl eipemd s trennenden Kanten-
menge inG gleich der Kapazitat eines minimalen SchnittsNnist, womit
dann die Behauptung folgt.

Jeder Schnitf@, S] von N liefert offenbar die trennende Kantenmenge
A={k e K|k~ € Q,k" € S} mit|A| = ¢(Q,S5). Umgekehrt sei nu
eine minimale; unds trennende Kantenmeng@,, sei die Menge derjenigen
Eckene, die vong aus auf einem gerichteten Weg ohne Kantenueasreich-
bar sind,S4 := E\Qa. [Q4, S4] ist ein Schnitt in’V. Es muss nun jede Kante
Emitk~ € Q4 undkt € S, in A enthalten sein - dabei ist 0.B.d.A. vorausge-
setzt worden, dassvon jeder Ecke aus, insbesondere %onaus, erreichbar
ist. Wegen der Minimalitéat von folgt A = {k € K|k~ € Qa, k™ € Sa},
und | A| ist die Kapazitat des (minimalen) Schniftg 4, S4]. Damit ist der
Beweis erbracht.

Wir behandeln nun den Satz von Menger, bei dem es um eckanklisj Wege

geht. Entsprechend werden trennende Eckenmengen betrabbi gegebenem

G = (E,K)undgq,s € F heiitB C FE eineq und strennende Eckenmenge trennende
wenn jeder gerichtete Weg vannachs eine Ecke aus3 enthalt. Der folgende Eckenmenge
berihmte Satz wurde von K. Menger im Jahre 1927 bewiesenb®dienen uns

hier im Beweis allerdings des Satzes Satz 7.4-1, der er€ 485 L.R. Ford und

D.R. Fulkerson verdoffentlicht wurde.

Satz 7.4-2: Satz von Menger

Satz von MengeEs seiG = (FE, K) ein gerichteter Graphg, s € E seien Satz von Menger
nicht-benachbarte Ecken. Dann ist die Maximalzahl eclgudkter Wege

von g nach s gleich der minimalen Elementeanzahl eireund s trennen-

den Eckenmenge.

Beweis: Wir konstruieren vorz ausgehend einen Digraphét indem wir jede
Eckee von G (aul3erg unds) durch zwei neue Ecketl unde” ersetzen. Die
Kantenk in G mit k™ = e kommen inG’ bei ¢’ an (alsok™ = ¢’), im Falle
k= =ein G wird K~ = ¢’ in G’. Ferner fuhrt flr jedes in G eine Kante von
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¢’ nache” in G’. Ein Beispiel des Ubergangs véhnach(’ ist im folgenden
Diagramm dargestellt:

G G

Wir wenden nun denSatz 7.4-1 Uber trennende Kantenmende6’aan.
Zunéchst kann festgestellt werden, dass eckendisjunkge Wé: kantendis-
junkten Wegen irG’ entsprechen. Damit folgt, dass die Maximalzahl ecken-
disjunkter Wege inz gleich der minimalen Elementeanzahl eireund s
trennenden Kantenmenge @& ist. Da man sich nun darauf beschrénken
kann, solche trennenden Kantenmengen®bnu betrachten, die nur Kanten
der Forme’e” enthalten (eine Kante der Forafit’ kann man immer durch
a’a” ersetzen), und da solche trennenden Kantenmengen wiediemnen-
den Eckenmengen ifi entsprechen, ist damit der Beweis abgeschlossen.

Wir wollen das Problem der Zuverlassigkeit von Wegen in Kamikationsnetzen
noch einmal im Lichte der hier in Satz 7.4-1 und Satz 7.4-2abdklten Satze
betrachten. Beide Satze sind iibrigens - bei entsprecheib@etragung der Begriffe
- in identischer Formulierung auch fur ungerichtete Graphehtig. Ob man nun
das Augenmerk auf Kanten- oder auf Eckendisjunktheit degéNegt - Ergebnis
der Satze ist, dass sich die Zuverlassigkeit (oder maxifadahl disjunkter Wege)
in jedem Falle nach der minimalen Anzahl von Leitungen bzwiséhenstationen
richtet, die so ausgewahlt sind, dass jeder Weg (von derngsfazur Zielstation)
eine von ihnen benutzen muss.

Selbsttestaufgabe 7.4-1:

Ein Graph( stelle ein Datennetz dad und B seien Stationen (Ecken). Beschrei-
ben Sie, wie man feststellen kann, wieviele Leitungen @tamhaximal ausfallen
durfen, so dass auf jeden Fall immer noch ein Weg #amach B genutzt werden
kann.
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Im Abschnitt 7.4 wurde mit dem Satz von Menger ein kombinatbrermin-mazx-
Satz Uber Wege in Graphen behandelt, wobei der Beweis sfatie@auvor erhal-
tenen Ergebnisse Uber Flisse - inshesondere den Satz voruRdr-ulkerson -
stitzte. In diesem Abschnitt werden wir den Satz von Menggudutzen, zwei
weitere "klassische” Satze der Graphentheorie abzulertémlich den Satz von
Konig und Egervary und den Satz von Hall. Bei diesen beideneBégeht es um
Korrespondenzen in bipartiten Graphen.

Es seiG = (E; U Ey, K) ein (ungerichteter) bipartiter Graph. Nach Definition

(s. Definition 1.2-8) hat jede Kante einen Endpunktinund den anderen if,,

wobei die Eckenmengehfi; und E, disjunkt sind. Eine Mengé/ C K von Kanten

heil3t eineKorrespondenz (oder:Paarung), wenn keine Kanten au¥/ benachbart Korrespondenz
sind. Die Bezeichnung "Korrespondenz” erkléart sich so,sdagttels der Kanten Paarung
ausM einige Ecken aug’; zu gewissen Ecken aus;, korrespondieren bzw. diesen

eindeutig zugeordnet sind.

Beispiel 7.5-1:
€1 €2 €3

In den folgenden beiden Diagrammen sind Korrespondemgeozw. M, durch
verstarkt gezeichnete Kanten herausgehoben:

WMl [/DQ/Mg
€4 €o €3 € €o €3

Bei M, korrespondiert; zu e; unde, zu eg; bei M, lauten die Paarungeney,
€9€s5 Und€366.

In obigem Beispiel besteht/; aus zwei,M, aus drei Kanten. D& nur sieben

Ecken hat, kann es offenbar keine Korrespondenz mit meliraidanten geben.

Allgemein wird eine Korresponden¥ in G = (FE; U E», K) maximal genannt, maximale
werden fur jede Korresponden#’ gilt |M’| < |M]. Wir wollen uns nun mit Korrespondenz
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Satz von Kdnig und
Egervary

dem Problem beschaftigen, fur einen beliebig vorgegebbeipantiten Graphen eine
maximale Korrespondenz zu finden.

Die Frage nach maximalen Korrespondenzen spielt in vielewekxdungen eine
Rolle. Zum Beispiel kbnnen die Ecken des bipartiten Grapghersonen (etwa in
einer Abteilung einer Firma) und Arbeitsplatze reprasseti, wobei eine Kante
existiert, wenn eine Person flr einen gewissen Arbeitspiailifiziert ist. Die
Frage nach einer maximalen Korrespondenz bedeutet dasswyda moglichst vie-
len Personen einen der fur sie in Frage kommenden Arbetitgéordnen mochte.
Eine andere denkbare Situation ist folgende: In einem ausSa¥fonen und
Peripherie-Einheiten (wie z. B. Drucker, Plotter) bestete:n Netz liegen flr jede
der DV-Stationen Anforderungen zur Nutzung gewisser Perig-Einheiten vor,
wobei keine Peripherie-Einheit gleichzeitig von mehreBgéationen genutzt werden
kann. Sollen die Ressourcen maoglichst gut genutzt werdanyss stets einer mog-
lichst grol3en Anzahl von DV-Stationen jeweils eine der gesainten Peripherie-
Einheiten zugeordnet werden.

Der Satz von Konig und Egervary liefert einein-max-Aussage Uber die GrolRe
einer maximalen Korrespondenz. Wir erinnern an den Beeiriér Knotentiberde-
ckung (siehe Abschnitt 3.3 in 3.3.3): eine Merige_ £ von Ecken eines Graphen
(E, K) ist eine Knotenliberdeckung, wenn fir jede Kafef} € K gilte € U
oderf € U.

Satz 7.5-1: Konig und Egervary

G = (Ey U By, K) sei ein bipartiter Graph. Dann ist die maximale Machtig-
keit einer Korrespondenz i@ gleich der minimalen Machtigkeit einer Kno-
tenlberdeckung vof.

Beweis: Der Satz wurde im Jahre 1931 unabhé&ngig voneinander von BIigKo
und E. Egervary bewiesen. Wir leiten den Satz direkt aus datm\®n Men-
ger ab.

Dazu erweitern wir den Graphe# zu einem Digraphent, indem wir zwei
neue Eckery und s sowie neue Bogene fir e € E; und fs fur f € E,
hinzunehmen. Die Kanten zwischén und £, werden vonZ; nachE, hin
gerichtet. Auf diese Weise entsteht z. B. aus dem in Beigptell verwende-
ten Grapher@ der hier dargestellte Digraph:
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4
<
Y

Es liegt nun auf der Hand, dass eine ak&nten bestehende Korrespondenz
in G p vielen eckendisjunkten Wegen vgmachs in G entspricht. Anderer-
seits entspricht eine Knotentiberdeckung ¥m eindeutiger Weise einer
unds trennenden EckenmengeGh Damit folgt die Behauptung unmittelbar
aus dem aufy angewendeten Satz von Menger.

Die Beweise der Satze von Menger bzw. Konig und Egervaryereagich auf, wie
- letztlich basierend auf dem Algorithmus von Ford und Frgke - eine maximale
Korrespondenz auf einem bipartiten Graphen effektiv basti werden kann: Es
wird wie oben der Digrapli betrachtet, dort jede Kanfemit c(k) = 1 bewertet,
sodann wird fiir das Fluss-Netz, ¢, ¢, s) ein maximalei0-1-Fluss bestimmt; die
zum ursprunglicherts gehdrenden Kanten, auf denen der Fluss den \IVéxdt,
bilden nun eine maximale Korrespondenzin

Es ist natirlich auch mdglich, das soeben beschriebenahferi direkt als Algo-
rithmus fiir G zu formulieren, ohne den Umweg iber die Konstruktion éazu
gehen. Es ist dann allerdings nicht mehr ersichtlich, dassch im Grunde um eine
spezielle Anwendung des Algorithmus von Ford und Fulkersordelt. Die genaue
Formulierung eines Algorithmus soll an dieser Stelle desetéiberlassen werden.

Bisher wurde nicht vorausgesetzt, dass in dem betrachbgiartiten Graphey =

(E1 U E,y, K) die MengenE; und E, die gleiche Anzahl von Elementen haben. Ist
dies der Fall, so ist es mdglich, dass eine maximale Korredgaz )/ alle Ecken
erfasst, d. h. dass jede Ecke zu einer Kante Abigehort. In diesem Falle spricht

man von einexollstdndigen Korrespondenz vollstandige
Korrespondenz

a b

Gy Go G

Die in GG, hervorgehobene Korrespondenz ist vollstéandig, di€'imicht - jedoch
gibt es auch irt7; eine vollstdndige Korrespondenz. Auch dieftiyeingezeichnete
Korrespondenz ist nicht vollstandi§; besitzt keine vollstéandige Korrespondenz.
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Die Aussage, dass; in obigem Beispiel keine vollstandige Korrespondenz gsit
lasst sich leicht begrinden: die Eckemind b haben zusammen nur eine Nachba-
recke und kénnen daher niemals bewda den Kanten einer Korrespondenz erfasst
werden.

Die an diesem Beispiel gewonnene Einsicht |&sst sich zu aotevendigen Bedin-
gung fur die Existenz einer vollstdndigen Korrespondenaligemeinern. Dazu
fuhren wir die folgende Schreibweise ein: St = (E; U FE», K) ein bipartiter
Graph undA C E4, so ist

®(A) :={be FE,| esgibteinu € A mit{a,b} € K},

d.h.®(A) besteht aus den Ecken véh, die mit irgendeiner Ecke ausdurch eine
Kante verbunden sind. Die notwendige Bedingung fir die t€ris einer vollstan-
digen Korrespondenz, auf die wir hinaus wollen, lautet:

es gilt|®(A)| > |A| fur jede Teilmenged C E;.

Existiert namlich eine vollstadndige Korrespondeviz und istA C E; vorgegeben,
so bilden die inb(A) enthaltenen Endpunkte der Kanten \iah deren Endpunkte
in £ sogar inA liegen, eine zuA gleichméchtige Teilmenge voh(A), mithin
folgt |®(A)| = |A].

Uberraschenderweise ist diese notwendige Bedingung amckidhend. Es gilt
namlich der folgende Satz:

Satz 7.5-2: Satz von Hall

Satz von Hall G = (E, U Es, K) sei ein bipartiter Graph mitE;| = |E,|. Dann gibt es
in G genau dann eine vollstandige Korrespondenz, wenn fur jedemé@nge
AC Eqgilt [(A)| > |A|.

Beweis: Wir zeigen zunéachst, dass jede Knotenuberdeckung mindese
viele Ecken enthalt wid’;, und wenden dann den Satz von Kénig und Eger-
vary an.

Es seil eine Knotenuberdeckund; := U N E; undUs; := U N E»; es soll
|U| > |E1| gezeigt werden.

E’ := E;\U; seien die nicht z&/ gehdrenden Ecken vall,. Man kann von
E’ # () ausgehen, denn sonst wéte C U; C U, und|E;| < |U| wurde
bereits folgen.

Wichtig ist nun die Beobachtung, da$$FE’) C U, gelten muss. Gabe es
namlich eine Ecke: € ®(E")\U,, so hatte man ein e E' mitk = {e,u} €
K,e € E;\U; undu € E;\Us,, undU konnte keine Knoteniiberdeckung sein.

Mit |Us| > |®(E")| kbnnen wir jetzt schlieRen
Ul = [Ui| + |U2] 2 |Ur] + [®(E)| = [U:| + |E'| = | EAl,

d.h.|U| > |E,| ist gezeigt.
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Da jede Knotenuberdeckung also mindestghig viele Elemente hat, gilt
dies auch fur eine minimale Knoteniiberdeckung. Es folgisda, | die mini-
male Méachtigkeit einer Knotentiberdeckung ist. Nach demz 8ah Kdnig
und Egervary ist dies auch die maximale Machtigkeit einemr&spondenz,
d. h. inG muss es eine vollstandige Korrespondenz geben.

Der obige Satz wurde im Jahre 1935 von P. Hall bewiesen. Wiewaur darauf
hinweisen, dass der Satz von Kénig und Egervary auch umge&et dem Satz
von Hall hergeleitet werden kann. In der Literatur findet raanh direkte Beweise
des Satzes von Hall, d. h. ohne Herstellung eines Zusammegsimait Fliissen und
min-max-Satzen.

Oft findet man den Satz von Hall unter dem Narhkxiratssatz Dieser Name leitet Heiratssatz
sich aus dem folgenden "Heiratsproblem” ab:

Angenommen, man hat viele Jungen und gleichviele Madchen, und jeder der
Jungen kennt einige der Madchen. Es sollen nun die JungedemiMadchen so
verheiratet werden, dass jeder Junge eines der Madchesr, kigmnt, heiratet. Der
Heiratssatz sagt nun, dass dies genau dann maglich ist, fileteliebigesi mit

1 <17 < ngilt: je 7 viele Jungen kennen insgesamt mindestensle Madchen.

Es gibt ein Teilgebiet der Kombinatorik, die "Transversaleorie”, welches sich
mit Problemen dieser Art beschéftigt. Wir gehen darauf hielnt néher ein.

Beispiel 7.5-2:
Im folgenden bipartiten Graphen seien die Bekanntschaiteschen funf Jun-
gen und funf Madchen dargestellt:

J5 Mg

Um festzustellen, ob es eine vollstandige Korrespondebt, dilden wir
zunéachst folgendes Fluss-Netz, wo jede Kahntdie Kapazitate(k) = 1 hat
(dies nehmen wir nicht ins Diagramm auf):
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Mit dem Algorithmus von Ford und Fulkerson kann man z. B. aderialgenden
Bild dargestellten Fluss erhalten. Aus Grinden der Ubletigibkeit sind die
Fluss-Werte nur bei den mit bewerteten Kanten (nicht bei denen mit Fluss-
Wert 0) dazugeschrieben, die mitbewerteten Originalkanten sind dabei her-
vorgehoben.

Der vorliegende Fluss ist maximal. Ein weiterer Algoritrsaahritt fiihrt zu den
im nachsten Diagramm gezeigten Markierungen, dann stagpilgorithmus.
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Es existiert also keine vollstdndige Korrespondenz - "nile kénnen hei-
raten”. Die zuletzt erhaltenen Markierungen liefern auageeMenge A C
{1, g5} mit |R(A)| < |A[: fur A = {ju, js, ju} ISt R(A) = {m1, ma}.

Selbsttestaufgabe 7.5-1:

Erlautern Sie, wie man mit dem Algorithmus von Ford und Fsle eine maximale
Korrespondenz in einem bipartiten Graphen finden kann.

7.6 Zulassige Flusse und Zirkulationen

Bei der bisherigen Behandlung von Flissen wurde immer dausgegangen, dass
die Fluss-Wertef (k) nach unten durch den Wertund nach oben durch die Kapa-
zitat (k) beschrankt sind.

Definition 7.6-1: Wir betrachten nun die Situation, dass fur ein Fluss-Ngtz=

(G, ¢, q, s) noch eine weitere Kantenbewertung K’ — IR gegebenistund k) <
c(k) fur alle k£ € K qilt. b(k) wird als untere Kapazitatsschranke aufgefasst, d. h.
fur einen Flussf soll gelten

b(k) < f(k) <c(k) furallek € K.

In diesem Fall wirdf einzulassiger Flussauf dem Fluss-NetX mit unterer Kapa- zulassiger Fluss
zitatsgrenzeé genannt.

Das Hauptinteresse gilt auch hier der Bestimmung einesma&n (zulassigen)
Flusses. Neu hinzugekommen ist jedoch nun das Problem edadserhaupt kei-
nen zulassigen Fluss (und damit auch keinen maximalen)hgelss. Ein simp-
les Beispiel dafir ist in dem folgenden Bild dargestelltingEKantek tragt die

Beschriftung §(k); c(k)).)
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zulassige Zirkulation

In Abschnitt 7.1 wurde bereits der Zusammenhang zwischésseh und Zirkula-
tionen beleuchtet. Entsprechend kommen wir nun zu deririolge Begriffsbildung:
Gegeben sei ein Digrapgh = (F, K') mit zwei Kantenbewertungénc : K — IR]
undb(k) < c(k) fur allek € K. Eine Zirkulationf auf G heil3tzulassige Zirkula-
tion, wenn fur allek € K

b(k) < f(k) < (k)

erfullt ist.

Wie bei den zulassigen Flussen gilt natlrlich auch hiers daskeine zulassige
Zirkulation geben muss. Wir werden uns nun zunéchst demlétrotder Existenz
zulassiger Zirkulationen zuwenden und danach zu den Fimséckkommen.

Ein DigraphG = (F, K) mit b und ¢ wie oben sei gegebei: wird zu einem
DigraphenG erweitert, indem zusétzliche Eckemind s hinzugefiigt werden sowie
gerichtete Kanteme undes fir alle e € E. Auf den Kanten von& wird eine
Kapazitatsfunktior erklart:

¢(k) :=c(k) — b(k) fiur jede Kantek von G;
&(ge) == > b(k) fur jede Ecke: vonG;

kt=e
&(es) == Y b(k) fir jede Eckes vonG.

k—=e

Man hat nun ein Fluss-Net¥ = (G, ¢,q, s).

Beispiel 7.6-1:
(2;4)

Das Diagramm zeigt einen Digraphéhmit Kapazitaterb undc. Das folgende
Bild stellt das Fluss-Net& = (G, ¢, ¢, s) dar.
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Fur das Fluss-Netd' = (G, ¢, ¢, s) kann ein maximaler Flusg mit Wert w(f)
bestimmt werden. Es muss natlrlich

£ <> b(k)
keK
sein, wobei nach Definition gilt

D b(k) =) &ge) =) éles).

keK eceE ecE

w(f) nimmt offenbar genau dann diesen Maximalwert an, wenn jegieté< der
Form ¢e (und jede der Formas) durch f "gesattigt” ist, d. h.f(ge) = c(qe) und
f(es) = é(es) ist. Der folgende Satz sagt aus, dass diese Bedingungg¢nzan
Existenz einer zulassigen Zirkulation aufaquivalent sind.

Satz 7.6-1: Es seiG = (F, K) ein Digraph mit Kapazitated undc. N =
(G, ¢,q, s) sei das dazu wie oben konstruierte Fluss-Netz. Es gibt géaan
eine zulassige Zirkulation auf, wenn der maximale Wert eines Flusses auf
N durch > b(k) gegeben ist.

keK
Beweis: Es seif ein Fluss aufV mit w(f) = Y b(k). Wir behaupten, dass

keK
durch

f(k) = f(k) +b(k) firk e K

eine zulassige Zirkulation adf definiert wird. Da fiirk € K gilt 0 < f(k) <
é(k) = c(k) —b(k), folgtb(k) < f(k) < ¢(k). Es muss noch gezeigt werden,
dass fur jede Eckec E

S Ik = S

richtig ist, dann istf als Zirkulation nachgewieseasei also vorgegeben. Da
f ein Fluss ist, hat man

flae) + Y fk) = fles)+ > f(k)

kt=e k—=e
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Dage undes durch f gesattigt sind, erhalt man

S ObR)+ > fk) =D b(k)+ > f(k)

kt=e kt=e¢ k—=e k—=e
und daraus das gewtinschte Ergebnis.

Nun sei umgekehrf eine zuléssige Zirkulation adf. Wir definieren auf den
Kanten von(y die Abbildungf durch

f(k) == f(k) —b(k) furjede Kantek von G
f(ge) :=">_ b(k) fur jede Eckes vonG;
kt=e
fles):== > b(k) furjede Ecke: vonG.
k—=e
Es ist jetzt leicht zu sehen, dagin Fluss aufV ist mitw(f) = 3 b(k).
keK
Der Satz soll an dem Beispiel Beispiel 7.6-1 illustriert desm. Mit dem Algorith-
mus von Ford und Fulkerson gelangt man z. B. zu dem im folgemilel darge-
stellten maximalen Flusg mit w(f) = 6.

Daw(f) = > b(k) qgilt, lasst sich - wie im Beweis des Satzes beschrieben udara
keK
eine zulassige Zirkulation fiir den urspringlich vorgegereDigraphen konstruie-

ren. Man erhalt mif (k) := f(k) + b(k)(k € K) das folgende Ergebnis:
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Es sei nun wieder ein Fluss-Ne¥z = (G, ¢, ¢, s) mit zusétzlicher unterer Kapazitéat
b gegeben. Die Bestimmung eines maximalen zulassigen Bliasa in folgenden
Schritten geschehen:

1. Bestimmung irgendeines zuléassigen Fluggesofern ein solcher existiert.

2. Bestimmung eines maximalen zuldssigen Flugsgs, ausgehend vorfy.
Ergibt sich bei Schriti, dass kein zulassiger Fluss existiert, so ist Schritt
naturlich gegenstandslos.

Fur Schritt1 kann folgendermal3en vorgegangen werden: Zunachst erveaide
(wie in Abschnitt 7.1) den Digraphety = (F,K) durch Hinzunahme einer
Kante sq von s nach g, der untere Kapazitdl'(sq) = 0 und obere Kapazitat

d(sq) = > c(k) zugeordnet werden, der entstehende Digréphst mit den
keK
Bewertungert’ und ¢ versehen. Voriz” ausgehend, wird nun (wie oben beschrie-

ben) das Fluss-Netz ad¥ konstruiert und durch Bestimmung eines maximalen
Flusses auf diesem Fluss-Netz eine zulassige Zirkulatibraermittelt oder aber
festgestellt, das§” keine zulassige Zirkulation besitzt. Im positiven Fallé imaan
mit der so gefundenen zulassigen Zirkulation@ufdurch "Vergessen” der Zusatz-
kante mit ihren Bewertungen) einen zulassigen Fligssuf V.

Schritt 2 kann mit dem Algorithmus von Ford und Fulkerson oder dem von
Edmonds und Karp ausgefiihrt werden. Es sind allerdingséléinderungen an
den Stellen nétig, wo die untere Kapazitatsgrenze einesfplielt: eine nichtmar-
kierte Vorgangereckg = k~ einer bereits markierten Ecke = k™ kann dann
markiert werden, wenf(k) > b(k) ist, und zwar mit(e, —, d(g)), wobei hier gilt

d(g) = min{f(k) — b(k),d(e)}.

Beispiel 7.6-2:
Fur den folgenden Digraphe@d mit Kapazitatenb und ¢ soll ein maximaler
(zulassiger) Fluss vopnachs bestimmt werden:

Die Erweiterungs’ sieht so aus:
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Mit dem Algorithmus von Ford und Fulkerson ergibt sich deuddl f mit

w(f) = 5

Daraus leitet sich die folgende zuléassige Zirkulation@uéb:
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Damit hat man als zulassigen Flugsvon ¢ nachs in G erhalten:

Nun wird (als SchritR) dieser Fluss mit dem Algorithmus von Ford und Fulker-
son verbessert. Man sieht sofort, dass sich auf dem zunelenékleg; — a — s
der Fluss um vergroRRern lasst, der damit erhaltene Fluss ist bereitsmadx

Die Ausfuhrungen Uber zulassige Flisse und Zirkulatiormdiiers hiermit beendet
werden. Ahnlich wie bei der schon behandelten Bestimmungmeder Fliisse gibt
es fur das Problem der Bestimmung maximaler zulassigess€&l(eEso mit unte-
rer Kapazitab) zahlreiche weitere Untersuchungen und Ergebnisse, éaufi die
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Literatur verwiesen werden muss. Interessant ist aucls, ldaes ebenfalls eine Ver-
bindung von dem Wert eines maximalen zulassigen Flussegeaignet definier-
ten) Kapazitat eines Schnitts gezogen werden kann; mandaaime Verallgemei-
nerung des "max-flow min-cut” Theorems formulieren.

Eine weitere Verkomplizierung ergibt sich, wenn man fur Eiass-NetzN =
Kostenfunktion (G, ¢, ¢, s) mit unterer Kapaziték noch eineKostenfunktion

v: K — IR
Kosten gegeben hat. DiBosten eines Flusseg sind definiert als

V() =Y (k) f (k).
keK
Man mochte nun einen maximalen zuldssigen Fluss mit m&glggringen Kosten
finden. Auch hierfir wird auf weitere Literatur verwiesen.

Selbsttestaufgabe 7.6-1.:

Beschreiben Sie, welchen Einfluss auf die Theorie der Féshkat, wenn fur Fluss-
Netze auch untere Kapazitatsfunktionen gegeben sind.

7.7 Synthese minimaler Netze

Bisher wurden Flusse und Zirkulationen auf gegebenen Neimersucht. Man
kann sich dem Thema jedoch auch aus einer anderen Richtinegma&wischen

gegebenen Punkten (Ecken) sollen gewisse Flussbedinggedfen, und es ist auf
dieser Eckenmenge ein Netz gesucht, welches mit moglignstgen Kosten kon-
struiert werden kann und die Anforderungen an die Flussglerf

Es gibt eine Vielzahl von Mdglichkeiten, diese Problemate zu prazisieren. Wir
wollen hier einen kurzen Einblick geben und nur den Falldagtten, in dem die
Kosten fir die Errichtung einer Kante einfach durch derepd«itat gegeben sind
und in dem man ein ungerichtetes Netz mit gegebenen Minéesmw/fir die maxi-

malen Flusswerte zwischen den Eckenpaaren sucht.

Definition 7.7-1: Fluss-Funktion

Es sei ein NetzG, ¢) gegeben, wa: = (E, K) ein (ungerichteter) Graph sei und
c: K — IR§ eine nicht-negative Kapazitatsfunktion. (In der Literafiadet man
hierfir auch die Bezeichnung "symmetrisches Netzwerk”.)

Wir betrachten nun fir je zwei Eckenf € E das Fluss-NetV.; = (G, ¢, e, f)

mit e als Quelle undf als Senke, den maximalen Fluss-Wert bezeichnen wir mit
w(e, f). (Da die Begriffe und Verfahren bisher nur fur Digraphenrfadiert wur-

den, muss man hier zu dem Digraphen Ubergehen, der entstehin jede Kante
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von G durch zwei entgegengesetzte Bogen ersetzt wird. Man kaamdab bishe-
rigen Ergebnisse auch leicht direkt tbertragen; eine uigfgete Kante kann dann
in beiden Richtungen "genutzt” werden.)

Das so definiertey ist offenbar eine symmetrische Funktion, d. h. esugit, f) =

w(f,e) fur alle Paaree, f € E. w wird die Fluss-Funktion des Netze$G,c¢) Fluss-Funktion
genannt.

Beispiel 7.7-1:
X () y

(1) (3) (G,c)
u (1) A%

Es ist z.B.w(z,y) = 3, denn der im folgenden Diagramm dargestellte Fluss
von z nachy mit Wert 3 ist maximal:

w(z,y) = w(y,z) =3
w(z,u) =w(u,z) =2
w(z,v) =w(v,z) =3
w(y, u) = wlu,y) =2
w(y,v) =w(v,y) =4
w(u,v) = w(v,u) =2
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7 Flusse

Flussanforderungen

zulassiges Netz

minimales Netz

Neben der Symmetrie hat eine Fluss-Funktion die folgenafitwge Eigenschaft:
fur beliebiger, y, z € F qilt stets

w(z,y) > min{w(x, z), w(z,y)}.

Dies kann man etwa so einsehen: Nach dem max-flow min-cutréhegibt es
einen Schnitf.X, Y] mitz € X undy € Y, fur denw(z,y) = ¢(X,Y) gilt. Ist jetzt

z € X, sofolgtw(z,y) < ¢(X,Y) und damitw(z,y) < w(z,y), im anderen Falle
z € Y ergibt sich entsprechend(z, z) < w(z,y).

Die gezeigte Ungleichung kann mit Induktion zu folgendesgage erweitert wer-
den: fur beliebigery, ...,z € E(k > 3) gilt

w(zy, ) > minf{w(xy, x2), ..., w(xp_1,xx)}.

Wie angeklndigt, wenden wir uns nun der Konstruktion einggmalen Netzes
zu. Dazu sei eine Eckenmeng@ivorgegeben, ferner eine symmetrische Funktion
r: ExE — IR .r soll dieFlussanforderungenfur das zu errichtende Netz darstel-
len. Konsequenterweise nennen wir ein N&izc) auf einem zusammenhangenden
Graphen = (F, K) zulassigfur r, wenn fur allee, f € E die Bedingung

w(e, f) = r(e, f)
erfullt ist.

Ein minimales Netzfur r ist ein zuldssiges Netz, fir welches die Summe der Kapa-
zitaten

keK
unter allen zulassigen Netzen minimal ist.

Bei der Konstruktion eines minimalen Netzes geht es alsardadie Ecken auf
eine solche Weise durch bewertete Kanten zu verbinden, dass Kapazitaten
insgesamt maoglichst gering und gleichzeitig vorgegebemeddktfliisse zwischen
den Ecken moglich sind.

Im folgenden wird das Konstruktionsverfahren fir ein miales Netz beschrieben,
wie es von R.E. Gomory und T.C. Hu im Jahre 1961 in einer Untdnsng angege-
ben wurde. Um den formalen Aufwand zu begrenzen, wird dasNegn in Worten
beschrieben und parallel dazu anhand eines Beispielfidtts

Von E undr wie oben ausgehend, wird zuerst das dadurch induzierte(Ketz,)
mit G, = (£, K,) gebildet:e und f werden im Falle(e, f) > 0 durch eine Kante
ef verbunden, und es wird (ef) := r(e, f) gesetzt.
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Beispiel 7.7-2:

Wir betrachten als BeispieE = {v,w,z,y,2} mit Flussanforderungen
r(v,w) = 1, r(w,z) = 3, r(z,y) = 2, r(y,2) = 4undr(z,v) = 5, fur alle
anderen-Werte gelter(e, f) = 0. Es ergibt sich hier folgendes Net@,, ¢, ):

Fir (G, ¢.) wird nun ein maximales Gerugt bestimmt. Dazu kénnen die Algo-
rithmen von Kruskal oder Prim (siehe Kapitel 5) verwendetdea. Dann wirdB

in "uniforme Baume” zerlegt - also Baume, deren Kanten deicfle Bewertung
tragen. Dies ist folgendermal3en zu verstehemn: the kleinste inB vorkommende
Bewertung, so ist der zuerst gewahlte uniforme Baum ideimtisit B, wo jedoch
alle Kanten mitp bewertet sind. Dann wird dieser uniforme Baum vom urspriing-
lichen B "abgezogen”, wobei nun mit bewertete Kanten wegfallen, und mit dem
Ubriggebliebenen Wald wird genauso verfahren usw., bisioah uniforme Baume
Ubrig sind.

In unserem BeispidlG.,, ¢.) hat man als maximales Gerust:

Als uniformen Baum hat man im ersten Schritt:
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Als "Rest” ergibt sich der folgende Wald:

Nach einem weiteren Schritt ist man schlief3lich insgesamnfidigender Zerlegung
von B in uniforme Baume angelangt:

w 2 X w 1 X
¢— 9
2
v y v y v
2 2 \/ \
VA VA VA
B seinun in die uniformen Baun, , . . ., B,, zerlegt worden. Fir jeden BauBy,

der mindestens drei Ecken enthélt, wird auf den Ecken/adn beliebiger Reihen-
folge ein einfacher Kreig’; gebildet. Die Kanten dieses Kreises werden samtlich
mit der Halfte der Bewertung voB; bewertet. Die Baumés; mit nur zwei Ecken
werden unverandert (auch mit ihrer Bewertung)algenommen. Schlie3lich wird
der GraphZ = (E, K) gebildet, dessen Kantenmenfedie Vereinigung der Kan-
tenmengen vort, ..., C,, ist. Die Kantenbewertungen addieren sich dabet zu
auf.

Im Beispiel ergeben sich z.B. a§, .. ., Cy:
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w 1 X W.1—.X
1 1
1
v y v y v
1 A k\\\
V4 V4 V4
Cl Cg Ca C4

Eine andere Wahl des Kreis€s hatte zu einem anderen Nétz, ¢) gefuhrt, jedoch
mit derselben Summe von Kantenbewertungen.

Wir zeigen nun, dass das so konstruierte Nétzc) minimal ist.

Satz 7.7-1: Ist ¥ eine Eckenmenge und eine symmetrische Funktion von
Flussanforderungen, so ist das wie oben konstruierte N&tz) ein mini-
males (zuldssiges) Netz filrZur Konstruktion dieses Netzes ist ein Aufwand
von((| E|?) notig.

Beweis: Zunachst wird nachgewiesen, ddss c) zulassig ist. Dazu bezeichne
b; die (fur alle Kanten gleiche) Bewertung 1}, die Bewertung irC; ist dann
b; /2.

Ist ef eine Kante inB, so istw(e, f) > r(e, f) folgendermal3en nachzu-
weisen: In jedenT;, welchese und f enthalt, kann ein Fluss von Welit
zwischere und f flieRen. Uberlagerung ergibt dann nach Konstruktion einen
Fluss von Wert

Z b; =r(e, f).

i
e, feEB;

Jetzt seiere und f beliebige Ecken undll” der eindeutige Weg voanach f
in B,

W =e,wi, ..., W0 f.
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7 Flusse

Nach den obigen Ungleichungen fii(e, f) ist
w(e, f) > min{w(z,y)|ry Kanteim WegV'},

und nach dem bereits Gezeigten ist dieses Minimum gréRergbeieh
min{r(x,y)|zy Kante im WegV'}.

Ware dieses Minimum def(z, y) kleiner alsr (e, f), so kdnnte3 kein maxi-
males Gerust vofG,., ¢,.) sein. Damit folgt

man{r(x,y)|zy Kante im Weg > r(e, f)
und insgesamt

wle, f) = r(e, f),

was gezeigt werden solltéG, ¢) ist also zulassig. Es bleibt die Minimalitat
nachzuweisen.

Fur jede Ecke € F sei

u(e) := mazx{r(e, /)| f # e},

u(e) ist also der maximale aus heraus geforderte Flusswert; ferner wird

gesetztu(E) := > u(e). Es wird nun gezeigt, dass fir jedesulassige
ecl
Netz (G, ) gilt
E
keK'’

und andererseits fliG, c)

keK

ist. Daraus folgt dann die Minimalitét vaid, c).

Dafir jedes: € E [{e}, E\{e}] ein Schnittist (auch im Sinne der Definition
in Definition 7.2-1 fur Fluss-Netze), folgt fur jedeszulassige NetzG', /)

d({e}, E\{e}) > u(e)

und durch Summation Uber akke
> dlef) =) ule) = u(E).
e,feE eck

(Dabei muss’/(ef) = 0 eingesetzt werden, wenn @& keine Kanteef exis-
tiert.) Es muss also

2
keK’

sein,dennin)_ d(ef) ist jede Kantg: zweimal betrachtet worden.
e,fEE
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Um den letzten Schritt zu machen, setzen wirdi@ £

u'(e) == max{r(e, f)|lef KanteinB}.

Selbstverstandlich gilt’(e) < u(e). Aus der Konstruktion voriG, c) ergibt
sichc({e}, E\{e}) = u(e) fur jede Ecke: € E. Damit hat man schlieflich

S elef) = Sou'le) < u(B),

e,fEE eck

woraus folgt

u(E)
> k) < 5

keK

Die Komplexitatsaussage des Satzes ist leicht zu begriidemaximaler
Baum B kann mit dem Algorithmus von Prim if(|E|?) vielen Schritten
bestimmt werden. Danach lasst siglauch mit Aufwand)(| E|?) in uniforme
Baume zerlegen. Die Herstellung vé&, ¢) benotigt dann ebenfally( | E|?)
viele Schritte.

Selbsttestaufgabe 7.7-1:

Die Eckenmengé = {a, b, ¢,d} mit Flussanforderungen sei gegeben, es
ergebe sich fufG,., ¢,) das im folgenden Bild dargestellte Netz:

a R b
4
| | (G, .c)
c 3 d

Konstruieren Sie dazu ein minimales (zulassiges) N&tz).
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8 Wegauswahl in Netzen

Wegeauswahl

Routing-Problem

OSI-Schichtenmodell

Schicht

Protokoll
Primarmeldung

8 Wegauswahl in Netzen

8.1 Das Problem der Wegauswahl im

Kommunikationsnetzen

Es geht in diesem Kapitel um das folgende Problem. Gegebexnins&ommuni-
kationsnetz, in dem einzelne Systeme (oder "Stationent§ruxdutzung von Ver-
bindungsleitungen miteinander kommunizieren. Es mussggdtr werden, welche
der Verbindungsleitungen genutzt werden sollen, wenmagelche zwei Systeme
miteinander in Kommunikation treten wollen.

Es ist tblich, bei diesem Problem d&egeauswahluch vom "Routing-Problem™
zu sprechen. Wir werden diese Sprechweise im folgendenfalsemerwenden.
Es ist allerdings zu beachten, dass in der Literatur auch usazimenhang des
Entwurfs hochintegrierter Schaltungen viiRouting-Problem” die Rede ist. Dort
geht es um die Plazierung von Bahnen zwischen den Scha#éetemauf einem
Chip. Auf diesen Problemkreis wird in diesem Kurs nicht @gangen.

Entsprechend den®SI-Schichtenmodell (OSI steht fur "Open Systems Inter-
connection”) werden die technischen Ablaufe in offenertalgn Kommunika-
tionssystemen in sieben sogenan8thichten funktional gegliedert. Grundidee
dabei ist, dass eine Schicht (in Englisch: Layer) fir diehs#wbhere Schicht
Dienste erbringt und dazu Dienste der unter ihr liegendéic8tin Anspruch neh-
men kann. Die logischeAblaufe zwischen gleichen Schichten in verschiedenen
Systemen werden durdbrotokolle beschrieben, die Schichten eines Systems ver-
standigen sich untereinander mit Hilfe vBimarmeldungen.

Physikalischfindet die Kommunikation nur auf der untersten Schicht, déitir-
tragungsschicht statt. Je hoher eine Schicht angesistiettasto naher ist sie der
eigentlichen Anwendung. Die Schichten sind im einzelnen:

Schicht 7 Anwendungsschicht

Schicht 6 Darstellungsschicht

Schicht 5 Kommunikationssteuerungsschicht
Schicht 4 Transportschicht

Schicht 3 Vermittlungsschicht

Schicht 2 Sicherungsschicht

Schicht 1 Bitibertragungsschicht

Die Routing-Problematik ist den Aufgaben der Vermittlusgscht (in Englisch:
Network Layer) zuzuordnen. Insgesamt sind deren AufgalberEdstellung und
Unterhaltung von Netzverbindungen (fur verbindungsdrgete Datentbertragung)
und von Netzrouten (fur verbindungslose Datentbertragangschen Endsyste-
men im Kommunikationsnetz unter Verwendung von gesichefégstrecken (d. h.
unter Verwendung der Schicht 2-Dienste).
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In gewisser Hinsicht hat Schicht 3 die komplexesten Aufgallenn hier missen
(netziibergreifend) aulRer der Wegesuche u. a. Flussregahoh Optimierung im

Kommunikationsnetz organisiert werden (also z. B. Kosteimmierung, Verzoge-

rungsminimierung, Uberlastbehandlung, Blockierunggsuthg).

Das Routing-Problem beinhaltet somit nur einen von mehrévefgabenberei-

chen der Schicht 3. Wir werden zunachst vorwiegend die mgiplgentheoretischen
Aspekte dieses Problems betrachten. An spaterer Stellenkomvahrscheinlich-
keitstheoretische Methoden hinzu, wenn die (vom gewahReunting-Verfahren

abhangige) Zuverlassigkeit eines Netzes untersucht wird.

Im folgenden wird ein Kommunikationsnetz stets durch ei@eaphen modelliert,
bei dem die Ecken den einzelnen Systemen (Stationen) urihdien den Verbin-
dungsleitungen zwischen ihnen entsprechen. Die Kantethemeneist als gerichtet,
mitunter auch als ungerichtet angenommen. Oft sind die éfantit einer Bewer-
tung versehen, wobei dies in der Anwendung verschiedenelBeng haben kann:
es kann eine geografische Entfernung gemeint sein, ebensali@zum betrach-
teten Zeitpunkt von der Kante getragene Verkehrsbelastoder die Lange der
Warteschlange von Nachrichten am Anfang dieser Kantentiehstehen.

In der Kommunikationstechnik unterscheidet man grundisitzwischereitungs-

vermittelter und paketvermittelter Kommunikation. Bei der Leitungsvermittlungleitungsvermittelte,
wird den Kommunikationspartnern A und B (in der Regel fiir Koonikation in  paketvermitteite
beide Richtungen) fiir die Dauer des Kommunikationsprazesis Weg durch das Kommunikation
Netz exklusiv zur Verfugung gestellt, d. h. die beteiliglegitungen (Kanten des

Graphen) sind fur jede andere Kommunikation gesperrt. €ieg werden bei der
Paketvermittlung die von A nach B gesendeten Nachrichtezeé (mit Zieladresse

versehen) durch das Netz geroutet, so dass verschiedehediéen von A nach

B durchaus auch verschiedene Wege durch das Netz nehmearkdunch kann

eine Leitung gleichzeitig Nachrichten fur verschiedeneria transportieren, es

finden keine "Reservierungen" der Kanten statt. Sind zlisktdie Nachrichten in

"Pakete" genormter gleicher Grol3e aufgeteilt (die u. U. iel Wieder zusammen-

gesetzt werden missen), so spricht man @atagramm-Modus. Datagramm-Modus

Bei der paketvermittelten Kommunikation, wie sie soebeschdeben wurde,

spricht man auch von deferbindungslosen Datenibermittlung Es gibt aller- verbindungslose,
dings auch die Variante deferbindungsorientierten Datentibermittlung: hier verbindungsorientierte
wird vor Beginn der Ubertragung von Daten von A nach B ein Wagchl das Datenubermittiung
Netz festgelegt, den dann alle Nachrichten nehmen - manmsagthabe eineir-

tuelle Verbindung aufgebaut. Dadurch stellt man sicher, dass die Nachricuén virtuelle Verbindung
jeden Fall in ihrer urspriinglichen Reihenfolge das Zietietren, weshalb sie keine

zusatzliche Sequenzierungsinformation tragen mussenbBteiligten Leitungen

sind jedoch nicht fur zwei Partner reserviert.
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Beispiel 8.1-1:
Den jetzt folgenden Beispielen liegt immer die hier gezeiftetzstruktur
zugrunde:

System A mochte Nachrichten an F schicken.

Liegt ein leitungsvermitteltes Netz vor, so muss ein WegAarach F durchge-
schaltet werden, z. B. der im folgenden Diagramm heraudgsie Dieser Weg
steht dann A und F exklusiv zur Verfligung, bis einer der Raurdiie Verbindung
abbricht.

Hat man ein paketvermitteltes Netz, so missen bei der @uhgslosen Daten-
Ubermittlung die Nachrichten durchnumeriert sein, da si8( durch zeitwei-
lige Stérungen im Netz oder durch Lastteilung) bei F in vdgiter Reihenfolge
ankommen konnen.

Im folgenden Diagramm nehmen alle Nachrichten von A nachrF"ti®rmal-
weg" {A — B — D — I}, sofern keine Stérungen vorliegen.
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2 =2

Fallt z. B. BD zeitweise aus, so mag danh {& B — F — F} der Ersatzweg
sein. Im nachsten Bild gibt es bei B eihastteilung: die fir F bestimmten
Nachrichten schickt B abwechselnd nach D und E.

o
: 7

Handelt es sich schlie3lich um verbindungsorientierteeDabermittiung, so
wird zunachst ein Weg festgelegt (hietA{— B — E — F}), den dann
alle Nachrichten nehmen; féllt hier eine der Kanten aus, sesreine neue Ver-
bindung aufgebaut werden.

p
&3]

7 N

Die obigen Beispiele zeigen, dass sich das reine Probleivdgeauswahl immer
in &hnlicher Form stellt - ob es sich nun um ein leitungs- @iempaketvermitteltes
Kommunikationsnetz handelt. Wir werden im folgenden in BRegel von verbin-

dungsloser Paketvermittlung ausgehen, und zwar soll dalree Lastteilung statt-
finden - m. a. W. schickt ein Knoten A alle Nachrichten mit Zelesse Z immer zu
demselben Nachbarn B, bis wegen einer Netzanderung (z. &aleiner Kante)

ein anderer Nachbar an die Stelle von B tritt.
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Baum kirzester Wege

zentrales, verteiltes
Routing

statisches, adaptives
Routing

Viele der erzielten Ergebnisse lassen sich leicht auf anNetztypen Ubertragen.

Gegeben sei ein NetZ7, w). Eine naheliegende erste Idee ist es, fir jede Ecke
als Zielecke eineBaum kurzester Wege3, (vgl. Kapitel 6) zu erstellen und jede
Nachricht entsprechend ihrer Zieladregsso zu routen, wie der Baum®, dies
vorschreibt.

Beispiel 8.1-2:

Fur die in Beispiel 8.1-1 verwendete Netzstruktur habemkadinten die Bewer-
tung 1. Fur das Ziel F zeigt das folgende Bild einen mdglicRaam kirzester
WegeB:

Danach wiirde also %a\éachricht fur F an D schicken usw..

Dieses Verfahren versagt natirlich, wenn der Anspruchebgstuch im Falle von
Stérungen das Netz leistungsfahig zu erhalten: fallt ingebiBeispiel etwa die
Kante BD aus, so kann B keine Nachrichten mehr an D schickeheDmuss ent-
weder die Mdglichkeit vorgesehen werden, bei einer Netgéndy kiirzeste Wege
neu zu berechnen und dann diese zu nutzen, oder aber es rdissemege (bzw.
mehrere Ersatzwege) von vornherein vorgesehen und gaspieicerden. Wie sich
zeigen wird, bergen beide Varianten eine Vielzahl thescbr und praktischer Pro-
bleme. Man kann sagen, dass hier der eigentliche Kern desnigeRroblems liegt.

In der Literatur findet man eine Reihe von Moglichkeiten, RayVerfahren zu
klassifizieren. So kann man etwa veentralem oderverteiltem Routing sprechen
je nachdem, ob die Auswahlen von einem zentralen Knoteoffgtrwerden oder
aber die einzelnen Knoten rechnen, entscheiden und untstdoaen Informatio-
nen tber ihre Entscheidung an ihnre Umgebung weitergebagr.dfidere Einteilung
ist die instatischeundadaptive Routing-Algorithmen: im statischen Fall bleibt ein
fur ein Ursprung-Ziel-Paar gewahlter Weg in Gebrauch, regdaer nur intakt ist,
wahrend adaptives Routing auch bei GbermaRiger Belastiagi(U. zu grof3en
Verzégerungen fuhrt) auf andere Wege umschaltet.

Man muss sagen, dass diese Begriffe (und weitere, die in itlematur zu finden
sind) nicht ganz scharf definiert und voneinander zu trersied. Auch kénnen
konkrete Implementierungen eines Routing-Algorithmums serschieden aussehen
und durchaus gegensatzliche Eigenschaften (im Sinne dgzroBegriffe) aufwei-
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sen. Die real existierenden Netze, die wir an spaterereStelrachten werden, sind
bezuglich ihrer Routing-Verfahren grof3tenteils ebesfilischformen.

Im néchsten Abschnitt werden wir uns einigen grundlegeieblemen des Rou-
ting mit kurzesten Wegen widmen und insbesondere einend&afwendeten
Algorithmus fur verteiltes adaptives Routing untersuchen

Wir werden diesen Abschnitt abschlie3en, indem wir zweizgsimple Routing-

Verfahren vorstellen, dasndom routing und dasflooding. Varianten des "floo- random routing
ding" werden uns an anderer Stelle noch begegnen; meistesiashgewendet, um flooding

in einem Netz Managment-Nachrichten zu Ubertragen, alBo die Information

Uber den Ausfall einer Kante zu streuen.

Random Routing

Jeder Knoten schickt eine nicht fur ihn selbst bestimmtenNelst zufallig an einen
seiner Nachbarn.Ausgeschlossen ist dabei der Nachbagermnrer die Nachricht
erhalten hat.

Als Beispiel sei wieder folgendes Netz betrachtet:

J e
-

Eine Nachricht von A nach F kénnte z.B. denWey &+ B - C — E — B —
C — D — FE — F}nehmen oder auch (mit verschwindend geringer Wahrschein-
lichkeit) niemals ankommen.

Flooding Ein Knoten X schickt eine nicht fur ihn bestimmte Nachriatie er von
Y bekam, an alle seine Nachbarn auf3er Y. Damit die so ausgelBlt" irgend-
wann stoppt, tragen die Nachrichten einen Zahler; Knotere¥wegyt nur dann neue
Nachrichten (mit um 1 erh6htem Z&hlerwert), wenn der Zatierbei ihm einge-
gangenen Nachricht unter einem Schwellwert lag. Der diehNelatenflut initiie-
rende Knoten setzt den Zahler auf 1.

Will (wieder im schon oben als Beispiel gewéhlten Netz) AeeMitteilung an F
schicken, so fuhrt das mit Schwellwert 3 zu insgesamt 26 Netdien: A schickt
an B und C eine Nachricht mit Zahlerwert 1. Mit Wert 2 werderchi&chten von
B an C,D,E und von C an B,D,E gesendet. Schliel3lich ergelmnfsigende 18
Nachrichten mit Zahlwert 3: B~ AD,E ; C— AD,E; D — B,C,2E,2«F ; E —
B,C,2«E,2«F.
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Netz

Algorithmus von
Floyd-Warshall

Selbsttestaufgabe 8.1-1.:

Nennen Sie einige Grinde, warum das Problem der Wegeaugwibmmunika-
tionsnetzen nicht durch die einfache Vorschrift gelésdsarkann, dass immer ein
kurzester Weg ausgewahlt werden soll.

8.2 Algorithmen zur Bestimmung kiirzester Wege

Das in diesem Abschnitt behandelte Thema hat zunachst etimemathematischen
Aspekt: hier geht es um die Algorithmen zur effektiven Béramg der kiirzesten
Wege.

Die konkrete Anwendung hat dann zwei weitere Aspekte. Bsstgeht es darum
festzulegen, an welcher Stelle im Netz (zentral oder Mértelie kirzesten

Wege berechnet und Informationen dartber bereitgehaléedem. Zweitens muss
das Kommunikationsprotokoll genau festlegen, nach welcRegeln Routing-

Informationen (z.B. Uber den Verlauf kiirzester Wege odetiz&lelerungen auf-
grund von Ausféllen) ausgetauscht werden.

Im weiteren Verlauf dieses Abschnitts werden die grundidga Algorithmen
betrachtet, wobei der Aspekt der zentralen oder vertelRealisierung automa-
tisch mit ins Spiel kommt. Die anderen angesprochenen Themseden dann in
Abschnitt 8.3 und Abschnitt 8.3 behandelt.

Zunachst soll an die im ersten Teil des Kurses verwendetaifefogie erinnert
werden.

Ist ein gerichteter Grapty = (FE, K) mit einer Kantenbewertung : K — IR
gegeben, so wird auch von dexetz(G, w) gesprochen. Der Einfachheit halber
ist im folgendenE = {1,...,n} vorausgesetzt. Die Bewertunginduziert eine
Matrix (w;;) mit

0 , fallsi=jist
w;; =< w(iy) , fallsG die Kanteij enthalt
oo, sonst.

Wir beginnen mit denmAlgorithmus von Floyd-Warshall, der bereits Kapitel 6
behandelt wurde, und zwar wahlen wir zun&chst die dort dtefee Form.

Gegeben sei ein Net@7, w). Es werden kiurzeste Wege zwischen je zwei Ecken
bestimmt. Der Algorithmus bricht ab, sobald ein gerichtéteeis negativer Lange
gefunden wird.
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Algorithmus : Algorithmus von Floyd-Warshall

begi n
for i = 1to n do
for j = 1to n do
setze d° (i, j) = w";
if ¢ # j then
if w;; < oo then setze v =1
el se setze wv;; = o0
el se setze wv;; = O0;
setze k := 0,
while d* (i,i) > 0 furalle iund k < n
do
begi n
setze k = k + 1,
for ¢ = 1to n do
for j = 1to n do
if d*t (6, k) + d¥1 (K, §) < dFT O (i,))
then setze wv;; = wvy;
und d* (i, j) = d*' (i, k) +
"1 (k, j)
el se setze d* (i, j) = dF ' (i, j);
end
end

Da es von den hier betrachteten Anwendungen her ohnehimgelgige ist, werden
wir der Einfachheit halber im folgenden stets voraussetdass in einem gegebe-
nen Netz keine Zyklen negativer Lange existieren.

Der Algorithmus von Floyd-Warshall vereinfacht sich damrfalgender Form:

Algorithmus : Algorithmus von Floyd-Warshall

begi n
for ¢ = 1to n do
for j = 1to n do
setze dY (i,)) = wj;
if ¢ # j then
if w;; < oo then setze wv;; =1
el se setze wv;; = o0
el se setze wv;; = 0
for k = 1to n do
for ¢ = 1to n do
for j = 1to n do
if d*t (G, k) 4+ dFt ok, 4) < dFTYO(4,9)
then setze wv;; = vy
und d* (i, j) = d*1 (i, k) + d¥t (k, )
el se setze d (i, j) = d*' (i,7);

end
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Wir gehen noch einen Schritt weiter und verzichten daraefkdrzesten Wegian
Algorithmus mitzunotieren. Es werden also nur die kiraegbstandebestimmt.
Dies hat hier wie auch in den weiteren Ausfiihrungen den Wodass die Algo-
rithmen einfacher und ihre unterschiedlichen Struktureumtiicher werden.

Der Algorithmus von Floyd-Warshall stellt sich nun wie fottar (vgl. in Kapitel 6):

Algorithmus: Algorithmus von Floyd-Warshall

begin
for ¢« = 1to n do
for j = 1ton
setze d° (i, j) = wi;
for k = 1ton
for i = 1to n do
for j = 1ton
setze
d* (i, 7) = min { d*' (i, j), d*' (i, k) +
d*=t (k, j) )
end

Der Beweis der Korrektheit des Algorithmus von Floyd-Waistvurde in Satz 6.1-
5 gefuihrt. Grundidee dieses Beweises ist eine IterationdibdEcken, die als Zwi-
schenknoten flr kirzeste Wege verwendet werden dirfen.dgeatz dazu ite-
Algorithmus von  riert derAlgorithmus von Dijkstra (von einer festen Ecke ausgehend) tber die
Dijkstra | snge kiirzester Wege, die veraus zu anderen Ecken fiihren:

Algorithmus von Dijkstra Es geltew(k) > 0 fur jede (gerichtete) Kanté. Es
werden die Abstande vohzu allen anderen Ecken bestimmt. (Dabei muss nicht
jede Ecke voni aus erreichbar sein.)

Algorithmus: Algorithmus von Dijkstra

]

begin
Setze d(1) := 0, T = E;
for e € E\ {1} do setze d(e) = ox;
while T # 0 do
begi n
finde ein f € T, fur das  d(f) minimal ist;
setze T =T\ { f }
for e € T do
setze d(e) := min { d(e), d(f) + wye };
end

end
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Bei den bisher behandelten Algorithmen von Floyd-Warshalll von Dijkstra

haben wir stillschweigend angenommen, dass in einer ktgrkrdnwendung die

den Algorithmus anwendende Instanz Uber alle relevantiemniationen verfugt,

die das Netz betreffen. Bei delgorithmus von Bellman-Ford, der nun als Algorithmus von
nachstes vorgestellt werden soll, gehen wir zunachst ancldieser Annahme aus.Bellman-Ford
In einem zweiten Schritt werden wir dann eine dezentraleavise dieses Algo-

rithmus behandeln, bei der die beteiligten Instanzen ner Oeilinformationen

verfligen missen. Zuerst ist jedoch eine grindliche AnalgseAlgorithmus von

Bellman-Ford notwendig.

Algorithmus von Bellman-Ford Gegeben sei ein NetZ7, w) ohne Kreise negati-
ver Lange. Es werden die Abstande Voru allen anderen Ecken bestimmt. (Dabei
muss nicht jede Ecke vohaus erreichbar sein.)

Algorithmus : Algorithmus von Bellman-Ford

begi n
for e = 1to n do setze d!' (e):= wie;
for k = 2ton — 1do
for e = 1to n do
setze dF (e):= min { d*7' (e), min { d*"Y(f) + wge | f # e} h
end

Beim Algorithmus von Bellman-Ford verlauft die Iteratiobdi die Anzahl der
Kanten, die in den Wegen verwendet werden dirfen. Dem Beadezigorrektheit
des Algorithmus stellen wir zwei Beispiele voraus.

Beispiel 8.2-1:
Es sei das im folgenden Bild dargestellte Netz gegeben:
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Die Initialisierung ergibtZ' (1) = 0, d'(2) = 4, d*(3) = 2, d'(4) = co. Danach
hat man in der for-Schleife nacheinander die folgenden &Vert

k=2:d*1) =0
d*(2) =d'(3) + 1 3
d*(3) =d'(3) 2
d*(4) =d'(2) + 2 =6
k=3:d(1) =0
d*(2) =d*(2) 3
d*(3) =d?*(3) =2
d*(4) =d*(2) + 2 =

Fur jedes € {2, 3,4} gibt nund®(e) den Abstandl, ¢| an.

Beispiel 8.2-2:
2 3

Fur das hier dargestellte Netz sei fur alle Kanten die ethiblee Bewertungl
angenommen.

Man hat also zunachst
d'(1) =0,d'(2) = 1,d*(3) = 00, d*(4) = 1, d"(5) = oo, d'(6) = .
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Die Iterationen liefern:

k=2:d*(1) =0
d*(2) = d'(2) 1
d*(3) =d'(2) + 1 2
d*(4) = d'(4) 1
d*(5) =00
d*(6) =00

kE=3:d*1) =0
d*(2) = d*(2) 1
d*(3) = d*(3) =2
d*(4) = d*(4) =1
d*(5) 00
d*(6) = d?(3) + 1 =3

Firk = 4 undk = 5 andern sich diese Werte nicht mehr, so dass bereits hier
die korrekten Abstande gefunden sind.

Fur die spateren Betrachtungen ist es nitzlich, den Algmwis von Bellman-Ford
in der folgenden Form zu verwenden. Man beachte, dass sicEalle mit der
Bestimmung voni*(e) dabei vereinfacht.

Algorithmus : Algorithmus von Bellman-Ford

begi n
for k = 0ton — 1 do setze dF(1):=
for e = 2to n do setze d ° (e):=oc;
for k = 1ton — 1do
for e = 2to n do
setze dF (e) = min; {d*' (f) +wye };
end

Der Unterschied zu dem vorigen angegebenen Ablauf lietgressn der Zuweisung
fur d*(e); dies ist jedoch nicht relevant, da hier ffir= e gilt d*~1(f) + ws. =
d*1(e).

Ein zweiter Unterschied ist, dag§(1) = 0 fur alle k von vornherein festgelegt ist
- far die vorige Fassung in muss dies erst bewiesen werden.

Drittens ist es schlie3lich so, dass sich die Anfangsbertiggnd' (e) = w,. hier
erst nach dem ersten Iterationsschritt ergeben.

Es soll nun die Korrektheit des Algorithmus von BellmandFoachgewiesen wer-
den:

Satz 8.2-1: Der Algorithmus von Bellman-Ford bestimmt die Abstandetie
1 zu allen anderen Ecken. Die Komplexitatigt?).
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Beweis: Wir fihren den Beweis fur den zuletzt beschriebenen Ablgasfwird
mit Induktion gezeigt, dasg”*(e) die Lange eines kiirzesten Weges vion
nache ist, der hdchsteng Kanten enthalt. Fik = 0 ist dies offensichtlich.
Es gelte nun die Induktionsvoraussetzung, dass fur eialligks festes > 0
fur jede Eckee die Zahld*(e) die Lange eines kirzesten Weges vonach
e mit hochsteng Kanten angibt. Eine Eckesei jetzt ebenfalls fest gewahlt.
Es ist zu zeigen, dass unter diesen Voraussetzungen

d(e) = mfin{dk(f ) +wye}

gleich der Langd. eines kirzesten Weges voémache mit hochsteng + 1
Kanten ist.

Esseil,..., g, h,e ein (kirzester) Weg der Landevon 1 nache mit hochs-
tensk + 1 vielen Kanten. Offensichtlich gilt

L = L/+wh67

wobei L’ die Lange des Wegess. . ., g, h bezeichnet. Da dieser Weg héchs-
tens aug: vielen Kanten besteht, folgt nach Induktionsvoraussefzun

L' > d*(h),
also

L > d*(h) + whe > mfin{d’“(f) +wpe} =d"(e).
Es muss also nur noch die Ungleichuifg!(e) > L gezeigt werden. Dazu
sei die Ecker so gewahlt, das¢®(z) + w,. minimal wird, also dass

d"(e) = d¥(x) + wye

gilt. 1,...,y,z sei ein kirzester Weg voh nachz mit héchstens: Kan-
ten, seine Lange ist nach Induktionsvoraussetzung gléf¢h). Ist nun
1,...,y,x,eein Weg (d. he liegt nicht schon auf dem Weg .. ., y, ), so
hat dieser Weg die Lang&*!(e), und es folgt

d"(e) > L.
Liegt abere schon auf dem Weg, . . ., y, =, so liegt insgesamt ein Weg der
Form

17 ) Z? e? * ) x? e

vor, wobeie, ..., z, e einen gerichteten Krei& der Lange0 bilden muss.
x kann nun in der Argumentation gegerausgetauscht werden, denn es ist
auch

d"(e) = d*(2) + wse,

und mit Induktion kann schlie3lich vorausgesetzt werdasse nicht schon
auf dem Wed., . . ., z liegt, womit dann wie oben argumentiert werden kann.
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Es bleibt die Komplexitatsaussage zu zeigen. (Daw) keine negativen
Kreise enthalt, kann ein kirzester Weg hochstens 1 viele Kanten ent-
halten. Nach dem Ablauf des Algorithmus geben demnach digeWe ! (¢)
die kiirzesten Abstande an. Da der Algorithmus aus zweiameiargeschach-
telten Schleifen besteht, in deren innebér) viele Vergleiche nétig sind, ist
die Komplexitat)(n?).

Es sind zwei weitere Bemerkungen zum Ablauf des AlgorithwaumsBellman-Ford
angebracht.

Wenn sich fur eirk < n—3 ergibt, dasg*!(e) = d*(e) fur allee gilt, so wird auch
fur die noch folgendep mit k + 1 < j < n — 1 stetsd’(e) jeweils denselben Wert
liefern, m. a. W. werden durclf(e)(e = 2,...,n) bereits die gesuchten Abstande
angegeben. Dass dies so ist, kann im Algorithmus unmittelbgelesen werden.
In Beispiel 8.2-2 tritt dieses Phanomen auf.

Der Algorithmus von Bellman-Ford kann beschleunigt werdesnn in der Zeile
d*(e) := min{d"™(f) + wy}

statt d*~1(f) schon der Wertd*(f) verwendet wird, sofern dieser zuvor bereits
berechnet wurde (sofern algo < e ist). In diesem Fall stimmt allerdings nicht
mehr die Aussage, dagé(e) stets die Lange eines kiirzesten Weges mit hochs-
tensk Kanten vonl nache ist. Lost man sich auch noch von der Numerierung der
Ecken, so kommt man zu der folgenden eleganten FormuliestesgAlgorithmus
von Bellman-Ford:

Algorithmus : Algorithmus von Bellman-Ford

begi n
Setze d(1) := 0;
for e € E\ {1} do setze d(e) = ox;
r epeat
for e € E do setze d (e) := d(e);
for e € E do setze
dle) = miny { d(f) + wyse }
until d(e) = d (e) fur alle e € F;
end

Die Korrektheit dieser Variante wollen wir jetzt nicht basaen, da sie eine Konse-
guenz aus den im folgenden betrachteten Eigenschafteredentlalisierten Form
des Algorithmus von Bellman-Ford sein wird. Es ergibt siemml auch folgende
Aussage: Sind die Bewertungen aller Kanten positiv, so kemder Initialisierung
fur jeden der Werte(e) statt "oo” sogar jede beliebige nichtnegative Zahl genom-
men werden.
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Beispiel 8.2-3:

Der abgewandelte Algorithmus von Bellman-Ford wird auf Bagspiel 8.2-1
angewendet.

Der erste Schritt ergibt(1) = 0, d(2) = 4, d(3) = 2, d(4) = cc.

2. Durchlauf der repeat-Schleife:

Da sich diese Werte beim 3. Durchlauf der repeat-Schledbtmmehr andern,
sind die gesuchten Abstande bereits gefunden.

An der zuletzt prasentierten Form des Algorithmus von Batifrord l&sst sich
Bellmansche sofort die Gultigkeit deBellmansche Gleichungerablesen: wenn obiger Algo-
Gleichungen  rithmus abbricht, so gilt fir die zuletzt erhaltenen d-Wert

d(1)=0 und d(e) = m;n{d(f) +wye}.

In Satz 6.1-2 wurde umgekehrt gezeigt: entliahur Kreise positiver L&nge, und
gelten fiir Wertel(e) (e € F) die Bellmanschen Gleichungen, so gibt zwangslu-
fig J(e) fur jedese € E den Abstand von 1 nach e an. Dies ergibt unter diesen
speziellen Vorraussetzungen &heinen Beweis der Korrektheit des oben in Alg.
dargestellten Algorithmus freilich nur, wenn man schonf3yelass der Algorith-
mus stets abbricht.

Wir gehen jetzt von dem folgenden Szenario aus: Ein Datennstdelliert durch

ein Netz(G, w), ist gegeben. Es wird das Problem des Routens von Nachrichte
zum Knoten Ibetrachtet, und zwar sollen grundsatzlich kiirzeste Wegetbewer-
den. Die Komplikation liegt nun darin, dass sich die Kantmértungeny;; lau-
fend andern diirfen. Dies ergibt z. B. dann einen Sinn, wemkMeirtw;; die augen-
blickliche Auslastung einer Leitung widerspiegelt; dieMaines kiirzesten Weges
stellt so eine Mdglichkeit dar, eine derzeit wenig belasibute zu nutzen.

FUr die soeben skizzierte Situation lauten die Bellmansdakichungen, wenn
d(e) den (kurzesten) Abstand der Eckeu 1 darstellt,

d(1)=0 und d(e) = frenz\if?e){wef +d(f)}

(Wie an friherer Stelle bezeichn¥te) die Menge der Nachfolgerecken von e.)
Man bekommt nun fiir den Algorithmus von Bellman-Ford diedt®n

d 1) =0 und d* Y (e) = mi or+dk .
M) () = min {uwes +d(f))

Diese Iteration kann naturlich parallel ausgefuhrt werghetlem Sinne, dass jeder
Knotene den Wertd***(e) nach obiger Formel berechnet. Freilich muskazu die
Bewertungenw,; (fir jeden Nachfolgerf € N(e)) sowie die Wertel*(f) ken-
nen. Eine Losung konnte also so aussehen, dass die Informigtierd”(f) von

f ane weitergegeben wird; mit der Art dieser Weitergabe wollen wis erst in
Abschnitt 8.4 beschaftigen. Die Bewertungesy — davon gehen wir aus — mogen
von e selbst ablesbar sein (z. B. durch Messungen).
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Ein Vorteil einer derart dezentralen Vorgehensweise istue$), dass einem Knoten
e aulBer seinen Nachfolgefhe N(e) (und den Wertenw, ;) nur die Existenzles
Knotens 1 bekannt sein muss, nicht jedoch die gesamte Igetetgie (Graphen-
struktur). In einer konkreten Anwendung muss das gesantfaifen natirlich far
jeden Zielknoten (nicht nur fur 1) zum Einsatz kommen; enzelner Knoten muss
dann demnach neben der Kenntnis seiner unmittelbaren Umgetfur von der
Existenz aller anderen Knoten ausgehen.

Bei einer Realisierung einer wie soeben beschriebenemttaien Variante des
Algorithmus von Bellman-Ford ergibt sich allerdings dien§erigkeit der

Synchronitat: einerseits muss (von den Anfangsbedingung@fi) = 0 und Synchronitat
d’(e) = oo ausgehend) fur das gesamte Netz ein gemeinsamer Start des Al

rithmus organisiert werden; andererseits muss bei Andeeimesw;;-Wertes ein

Abbruch und gemeinsamer Neustart erfolgen. Zwar lassénds&c Schwierigkei-

ten unter gewissen Bedingungen bewaltigen, jedoch hat sidare insgesamt mit

einem wesentlich komplexeren Algorithmus zu tun.

Eine einfachere Alternative besteht darin, auf die Synaitéib zu verzichten und
beliebige Anfangswerté®(e) zuzulassen. Das Problem des Starts bzw. Neustarts
des Algorithmus tritt dann nicht mehr auf.

Bevor derverteilte asynchrone Bellman-Ford Algorithmus genau beschrieben verteilter asynchroner
und seine Korrektheit nachgewiesen wird, soll die ihm zagdaliegende Idee grob Be”m_a”-':ord
umschrieben werden: Algorithmus

Der Algorithmus lauft im Prinzip unbeschrankt lange so assdvon Zeit zu Zeit
in jedem Knotere # 1 die Iteration

ausgefuhrt wird. Dabei werden die zuletzt von den NachlfagnV (e) mitgeteilten
Werted(f) und die zuletzt festgehaltenen Wette, benutzt. Eine Notwendigkeit
ist, dass jeder Knotenvon Zeit zu Zeit seinen aktuellen Schatzwé(t) an seine
Nachbarn weitergibt. Es mussen weder die Iteratioremoch die gegenseitigen
Benachrichtigungen tber dié (¢)-Werte in irgendeiner Weise synchron fur ver-
schiedene Knoten ablaufen.

Wie gezeigt werden wird, ist dieser vollig asynchrone Aifonus korrekt, und
zwar in dem folgenden Sinne:

Gibt es nach einem Zeitpunkg, zu dem in den Knotem # 1 beliebige nicht-
negative Schatzwerté (e) vorliegen, keine weiteren Anderungen dey-Werte
mehr, dann hat nach endlicher Zeit (vraus gerechnet) jeder Knoteralsd (e)

den korrekten kirzesten Abstand zum Knoten 1 bestimmit.

Dies bedeutet auch, dass bei eingr-Anderung kein neuer Start des Algorithmus
notig ist, denn man hat nichts anderes als einen neuenZ#ptinktt, und weif3
mit dem obigen Argument, dass die weiteren Iterationen lenaknoten wieder
zum korrekten Ergebnis laufen.
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Nun soll der verteilte asynchrone Bellman-Ford Algoritrepuézise formuliert und
seine Korrektheit nachgewiesen werden.

Man geht davon aus, dass ein beliebiger KnateA 1 zu einem beliebigen Zeit-
punktt die folgenden Werte verflgbar hat:

ds(t) Schétzwert fur kleinsten Abstand des
Nachbarn f € N(e) zum Knoten 1, der zuletzt
von f an e Ubermittelt wurde

de(t) Schatzwert fur kleinsten Abstand von e zum
Knoten 1,der zuletzt mit der Bellman-Ford
Iteration im Knoten e berechnet wurde.

Alle Schatzwerte fur den Zielknoten 1 sind gleich Null, also

fur t >t
fir ¢t >ty und 1€ N(e)

Ferner wird davon ausgegangen, dass ein Knoten e auch aller8@genw, ; mit
f € N(e) kennt, wobeiv,  flr t > t, als positive Konstantangenommen wird.

Eine weitere grundsatzliche Annahrist nun, dass sich die Schatzwerte fur die
Abstande nur zu bestimmten Zeitpunktent, to, ... mit ¢,,.1 > t,, undt,, —

oo fur m — oo a&ndern. Zu diesen Zeitpunkten findet in jedem Knoten eines de
folgenden drei Ereignisse statt:

1. Knotene aktualisiertd.(¢) nach der Formel

d.(t) = mi or +dS(2
() fe]gle){wf HOL

und lasst die Schatzwert () (f € N(e)) unverandert.

2. Knotene empfangt von einem oder mehreren Nachbarn
f € N(e) den dort zu einem friheren Zeitpunkt berechneten Wertfiir
aktualisiert den Schatzwert fidf; und belasst die Ubrigen Schatzwerte.

3. Knotene bleibt inaktiv und lasst alle il verfigbaren Schatzwerte unveran-
dert.

Wahrend die soeben beschriebene Annahme im wesentlickzendient, das Pro-
blem zu "diskretisieren”, muss schlief3lich noch sicherjisverden, dass in den
Knoten die Schatzwerte gegen die wirklichen Abstande kameeen. Dazu dienen
die folgende Annahmen:

Annahme 1: Ein Knotene hort niemals auf, seine Schatzwerte zu aktualisieren;
mit anderen Worten: zu unendlich vielen der obigen Zeitpeihkfihrt e die
wie in 1. beschriebene Aktualisierung aus* (sei die Menge dieser Zeit-
punkte.)
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Annahme 2: Knoten e empfangt von jedem Nachbarfi € N(e) zu unendlich
vielen der obigen Zeitpunktg (wie in 2. beschrieben) den dort berechneten
Wert flr d;. (Die Menge dieser Zeitpunkte sgf.)

Annahme 3: Alle Initialschatzwerted, (t,) und d$(t)) (f € N(e)) sind nicht
negativ. Dies gilt auch fur alle vay verschickten, jedoch erst natherhal-
tenen Schatzwerte von Nachbarn.

Annahme 4: Ein "alter" Schatzwert kann sich nicht unendlich lange inst8gn
aufhalten, anders gesagt: fir jeden Zeitpunkt ¢, gibt es eint > ¢ derart,
dass vor dem Zeitpunktim Knoten f berechnete Schatzwerde nach dem
Zeitpunktt von keinem Nachbara(f € N(e)) mehr empfangen werden.

Nachdem alle Annahmen préazise formuliert sind, sind wirmahr in der Lage, die
Korrektheit des verteilten asynchronen Algorithmus voirBan-Ford nachzuwei-
sen, d.h. dass die Schatzwedtgt) nach endlicher Zeit die korrekten Abstands-
werte annehmen:

Satz 8.2-2: Es gibt einen Zeitpunkt,,, so dass fir jeden Knotengilt
d.(t) =d. furt > t,,

Dabei ist mitd. der korrekte kiirzeste Abstand voaum Knoten 1 bezeichnet.
Dem Beweis des Satzes mussen einige Hilfsiiberlegungengestellt werden.

Zunachst halten wir fest, dass die Bellman-Ford Iteratiiantar die folgende
Monotonieeigenschaftat:

gelten fur einen Knoten und reelle Zahled ; bzw.

d; (f € N(e)) die Ungleichungen
d;>d; (f € N(e)),
so bleibt die Ungleichung durch die Iteration erhalten,

d.h.
min {w.s +df} > min {w, +df).
feN(e){ ;+ds} feN(e){ ;+ds}

Als néchstes stellen wir uns vor, es wurde der in obene biekeme synchrone
Bellman-Ford Algorithmus mit der Iterationsregel

d"1(1) =0, d"(e) = min {wes + d*(£)}
fEN(e)

zweimal ablaufen, und zwar

1. Einmal mit den Initialwerten
d?=0undd’ =00 (e#1),

2. einmal mit den Initialwerten
d? = 0 fur alle Knotene.

Die im ersten Fall erhaltenen Werd&(e) bezeichnen wir mitl*, die beim zweiten
Ablauf erhaltenen mit".
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Im weiteren wird nun gezeigt, dass die aus diesen beidearagtt Anfangsbedin-
gungen abgeleiteten Folgen alle anderen solchen Folgerh-eanies asynchronen
Ablaufs— sozusagen "einfangen". Zunachst benétigen wifolgenden

Hilfssatz 8.2-1: Fir die soeben definierten Folgéi#) und(d*) in einem belie-
bigen Knotere gilt
di <diT < de < dP < dp
fur jedesk, und ab einem gewisség hat man furk > k, sogar
df = d. = dy.

(Mit d, ist wieder der korrekte Abstand vemach 1 bezeichnet.)

Beweis: Die Gultigkeit der Ungleichungskette
df <dit < d. < dETN < d}

folgt leicht mit Induktion, wenn man die Monotonieeigenatfttder Bellman-
Ford Iteration und die gewéahlten Anfangsbedingungen aasnu
Weiter stellen wir fest, dass aus dem Beweis des Satzes Ratzs®fort
d¥* =d furk>n—1
geschlossen werden kann (n ist die Gesamtzahl der Knotem),die dortige
Initialisierung entspricht derjenigen fir dieWerte (¢ = 0 undd? = oo fur
e#1).
Somit bleibt nur noch zu zeigen, dass

& =d,
fur genligend groRResgilt. Zu diesem Zweck macht man sich zunachst klar,
dass (fiir jedes undk) d* die Summe von héchstensvielen Kantenbewer-
tungenw;; ist. Dies ist mit Induktion leicht einzusehen und soll hiécht
detailliert begriindet werden. Wegen der Ungleichung

df < d.

kann man aber allgemein sagen, dass auch (fur beliebmﬁdie Summe
von nicht mehr als

max d,
e

min w;;

(i)
vielen Kantenlangen sein kann. Daher ist die Anzahl alleglinben Werte
fur &° (mit beliebigene und k) nur endlich. Da (fiir jedes) die Folge ")
monoton fallt, muss fir eik’ geltend” = 4! fur allee.

Damit erfilllen die Zahled" (¢ € E) die Bellmanschen-Gleichungen, die die
korrekten Abstandd, als einzige Losung haben. Nun folgt nattrlich auch
d¥ = d, fur k > k¥, und der Hilfssatz ist gezeigt.
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Beweis: (von Satz 8.2-2)
Der Satz wird nun gezeigt, indem durch Induktion nachgesviesird, dass
fur jedesk ein Zeitpunkt: (k) mit den folgenden Eigenschaften existiert:
fur allet > t(k) gilt

dr < d.(t)
dj < dy(t)

d"(e € E),
J’Jﬁ(e € E,feN(e),

IA A

und fur allet € 7%, t > t(k) gilt
dj < dg(7§(t)) < dj(e € B, f € N(e));

dabei istr¢(t) < ¢ der spateste Zeitpunkt, zu dem der im Knoteverfug-
bare Schatzwe;(t) im Knoten f gemaR der Iterationsvorschrift berechnet
wurde. M.a.W. istr{(t) der spateste Zeitpunkt if/, der nicht spater alsist
unddy(5(t)) = d$(t) erfullt.

Fur k. = 0 hatt(0) = t, die verlangten Eigenschaften. Dies liegt an der
Annahme der Nichtnegativitat fur die Initialschatzwermswbdie spater alg,
empfangenen Schatzwerte (Annahme 3).

Jetzt wird angenommen, dass die Behauptung fur ein gewestesk richtig
ist, d. h. eint(k) mit den obigen Eigenschaften existiert. Es muss daraus die
Existenz eines entsprechendéh + 1) nachgewiesen werden.

Wegend} < d5(t) < d§ (e € E,f € N(e)) furt > (k) und der Mono-
tonieeigenschaft der Bellman-Ford Iteration hat man nurghst, dass fur
t > t(k) undt € Tc gilt

&y < do(t) < d;
Ist demnach’ (k) der friiheste Zeitpunkte 7° mitt > ¢(k), so hat man
A < de(t) S dgTH o (wx)

furallet > t/(k) unde € E.
Da (aufgrund der separat formulierten Annahmen)fés oo auchr(t) —
oo strebt, gibt es einen Zeitpunktk + 1) > ¢'(k) derart, dass

75 (t) = t'(k)

giltfirallee € £, f e N(e)undt > t(k+1).
Mit (xx) folgt nun furt > t(k + 1)

ditt < dj(t) < djt'(e € E, f € N(e)),
und fur allet € T mitt > ¢(k + 1) auch
Ayt < dy(rf(t)) < dfTH(e € B, f € N(e))

Damit ist der Beweis vollstandig.
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An spaterer Stelle werden wir ein real existierendes Netelaen, das sich des ver-
teilten asynchronen Bellman-Ford Algorithmus bedient aof seine spezifischen
Starken und Schwéchen eingehen.

An dieser Stelle sollen zwei grundsatzliche Schwachen dethbtle aufgezeigt
werden. Es handelt sich allerdings um ganz spezielle (&asitische") Beispiele,
die Uber die durchschnittliche Leistungsfahigkeit desohitnmus wenig aussagen.

Beispiel 8.2-4:
1
3 4

100

Nimmt man an, dass zum Zeitpunkt die Kante(4,1) ausféllt (wy; = o0)
und davor in jedem Knoten der kiirzeste Abstand zum Zielkmbteekannt war
(dies sind also nun bej die Anfangsbedingungen), so wird Knoten 2 ca. 30 Ite-
rationen bendtigen, um festzustellen, dass die direktee<@en kiirzesten Weg
nach1 darstellt. In diesem Beispiel wird also eine unnétig grofckeinende
Anzahl von Iterationsschritten bendtigt.

Beispiel 8.2-5:

Bei diesem Beispiel ist eine grol3e Anzahl von Nachrichteisawen den Kno-
ten notig; dies liegt an einer unginstigen Reihenfolge elevanten Ereignisse
in den beteiligten Knoten.
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!

Alle Kantenlangen seieh alle Anfangsschatzwerte fur die Abstande zum Kno-
ten1 gleichoo.

Die folgende Folge von Ereignissen mit insgesamt 2 vielen Nachrichten ist
maglich:

Knoten2 aktualisiert seinen Abstand (zum Knoténund teilt das Ergebnis an
3 mit, dieser aktualisiert ebenfalls und meldet das Ergeénis$ etc., schliel3-
lich aktualisiertn und gibt das Ergebnis an+ 1. Dies macht insgesamt— 1
Nachrichten aus. Jetzt aktualisiert- 1 und informiert dartiber. + 2 etc., bis
Knoten2n aktualisiert. Auch das ergibt— 1 viele Nachrichten. Nun informiert
Knotene, fire = n — 1,n — 2, ..., 2, jeweilsn + 1 Uber seine Aktualisierung
und I6st die "Kettenreaktion" aus, dass dan#n 1 den Knotem + 2 informiert
usw.; das ergibt(n — 2) viele Nachrichten.

Selbsttestaufgabe 8.2-1:

Erlautern Sie einige Vorteile des verteilten asynchronelrBan-Ford Algorithmus.

8.3 Das Stabilitatsproblem bei der Nutzung
kirzester Wege

Wird in einem Kommunikationsnetz auf kiirzesten Wegen "g&tj, und stellen

die Kantenbewertung des Graphen die aktuellen Verkelastwigen der einzelnen
Verbindungsleitungen dar, so ergibt sich das folgendedgétzliche Problem: Die

Nutzung eines Weges hat die Tendenz, seine Lange zu vergrdftedas Routing

adaptiv (z. B. wie im vorigen Abschnitt beschrieben), sorkdies zuOszillationen  Oszillation
fuhren, d. h. es wird dauernd zwischen verschiedenen Wegeniid hergeschal-

tet, ohne dass der dazu benotigte Aufwand sich in einer éghdlransportleistung

des Netzes niederschlagen wirde.
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Im weiteren Verlauf dieses Abschnitts wird dieses Problaméazhst verdeut-
licht, anschlieBend werden mégliche GegenmalRnahmenekiZzs ist hier ange-
zeigt, zwischen verbindungsloser und verbindungsoeeteti Datentibermittlung
zu unterscheiden.

Verbindungslose Dateniibermittlung

In dem folgenden Beispiel wird der gesanfiie ein gewisses Ziel bestimmte Ver-
kehr standig zwischen zwei moéglichen Wegen hin- und hergatat, obwohl das
Verkehrsaufkommen fir das Ziel nahezu vollig homogen llzer Metz verteilt
erzeugt wird.

Beispiel 8.3-1:

Fur das folgende ringférmige Netz mit 16 Knoten moge (paketfger) Verkehr
nur fur das Ziel 16 auftreten. Jede Kante kann in beiden Rinden Verkehr
tragen.

Wir machen folgende Annahmen:

In jedem der Knoten, 2, ..., 7,9, ..., 15 wird pro Sekunde eine Datenmenge
gleicher GrolR3e fiir das Ziéb erzeugt, diese Grol3e sei auf 'hormiert. Im
Knoten8 entsteht nur Verkehr von> 0, wobeie nahe bebD liegt.

Die Langew;; einer Kantej ist gleichV;;, wobeiV;; den Datenverkehr auf
der Kante/j bezeichnet; dieser Verkehr kann viogrzeugt sein, oder es kann
sich um Transferverkehr handeln. (Man beachte: i.avist* wj;).

Jeder Knoten berechnet allé Sekunden seinen kirzesten Weg zum Ziel
16, wobei als Kantenlangen die Weit§; aus den vergangen&nhSekunden
genommen werden, und routet fur die nachste8ekunden entsprechend
diesem kirzesten Weg. Eine weitere realistische Annahsegh@’ ist min-
destens so grof3, dass innerhalb ¥68ekunden mehrere Pakete von einem
Knoten verschickt werden, der eine Datenmenge verzeugt.

Zu Beginn routen die Knoteh bis 7 im Uhrzeigersinng bis 15 entgegen
dem Uhrzeigersinn. (Dieses Routing ist sicher nicht dakesbkeste, da es
eine gewisse Balance zwischen den beiden Seiten des Rimjshet.)
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Das erste der folgenden Diagramme zeigt noch einmal das mNgtzeinem

Muster des Verkehrsaufkommens. Die weiteren Bilder zeapm die Belas-
tungen der Kanten (in jeweils beiden Richtungen) im Initating und den
nachsten Schritten, wobei jedes Routing aufgrund der abiRggeln aus der
zuletzt beobachteten Verkehrsstruktur abgeleitet wurde.

/8+€

O
/2+e

Initialrouting

2. Routing
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-
o > l4+e 1\\
13+€

/12+e

6. Routing

Wie man sieht, stellt sich nach drei Aktualisierungen eémdiges Oszillieren
zwischen zwei vollig gegensatzlichen Verkehrsmustern ein

Bei dem hier vorliegenden Problem hat man es mit eifdinkkopplungseffekt Riickkopplungseffekt
(Feedback-Effekt) zu tun: die Verkehrsbelastungen detétahangen vom gewahl-

ten Routing ab, und dieses richtet sich wiederum nach darebd Verkehrsbe-

lastungen. Es wurde hier zu weit fihren, tiefer in die Thesolcher Phdnomene

einzusteigen, wie sie in d&tegelungs- und Steuerungstheori¢Control theory) Regelungs- und
betrieben wird. Es soll an dieser Stelle nur erwahnt werdass das hier betrachteteSteuerungstheorie
Stabilitatsproblem gemildert werden kann, wenn Biasfaktor eingefiihrt wird: Biasfaktor

dies ist einfach eine Konstante> 0, die zu allen Kantenl&dngen dazuaddiert wird,

so dass auch eine Kante, die keinen Verkehr tragt, immer diedtéingex (statt0)

hat.

Beispiel 8.3-2:

Setzt man in dem oben (in Beispiel 8.3-1) betrachteten Bdismen Biasfaktor
von a = 1 an, so wird beim 2. Routing Knotehnicht auf den Uhrzeigersinn
umschalten, denn hier ergabe sich jetzt eine Weglang&¥gegeniber

35 + 7e entgegen dem Uhrzeigersinn. Im weiteren pendelt nur Kntemt
seinem Verkehr zwischen den Nachb@ammnd9, im wesentlichen bleibt es also
beim Initialrouting.

Es liegt auf der Hand, dass die Wahl eines sehr grofftaru fuhrt, dass der aktuelle
Verkehr fur das Routing nur wenig oder gar keine Bedeuturtguhd nur noch
auf Wegen mit moglichst wenigen Kanten geroutet wird. Dabiitatsproblem
ist dann vermieden, jedoch sind auch die Vorteile der Anpagsn den aktuellen
Verkehr damit vergeben. Bei der Beschreibung des Routinigtemnet werden wir
diesen Punkt noch einmal aufgreifen.

Verbindungsorientierte Datentbermittlung

Das soeben geschilderte Stabilitatsproblem bei der veubigsioserDatentber-
mittlung (und adaptivem Routing mit kirzesten Wegen) #iif, weil nach einer
Aktualisierung der kiirzesten Wege sofort der gesamte Veerkef die neuen (nun
kirzeren) Wege umgestellt wird. Da bei der verbindungsdigetenDatenibermitt-
lung eine einmal aufgebaute virtuelle Verbindung fur diei®ader "Sitzung" (engl.
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Session) bestehen bleibt und nicht etwa gedndert wird, wmtmim Netz andere
kiirzere Wege ergeben, leuchtet sofort ein, dass hier dbgitataproblem nicht so
gravierend sein wird. Dadurch, dass nach einer Routingrllidierung nur neue
virtuelle Verbindungen die neuen Wege nutzen, wird die Gef@an Oszillationen
von vornherein gemildert. Inwieweit das Problem trotzdesftrat, hangt allerdings
vom Verhaltnis einiger relevanter Parameter zueinandéiNabwollen dies anhand
eines Beispiels genauer erlautern.

Beispiel 8.3-3:

Gegeben sei das folgende Netz, in dem Knoten A auf zwei Kakéahrichten
zum Knoten Z schicken kann. (Ausnahmsweise betrachtenieiraiso einen
Multidigraphen.)

ky

Adaptives Routing mit kiirzesten Wegen lauft dann folgem@d€en ab, sowohl
im verbindungslosen wie im verbindungsorientierten Fall:

Die Zeitachse wird in Intervalle von jeweils T Sekunden Lérgingeteilt. In
jedem Intervall wird auf beiden Kanten die Verkehrsbelagt(in bit/sec) beob-
achtet, und der gesamte Verkehr (also entweder Datagramen@eue virtuelle
Verbindungen) wird in einem T-Sekunden-Intervall derjgm Kante zugeord-
net, die im vorhergehenden Intervall geringer belastet #wamwird nun ange-
nommen, dass vom Punkt A aus virtuelle Verbindungen auigeberden, und
zwar nach einem Poisson-Prozess mit einer Rate\yano Sekunde. Die Dauer
einer virtuellen Verbindung sei exponentiell verteilt mihem Mittelwert von
1/ Sekunden. Aus der Warteschlangentheorie weifl3 man, dasslgaAnzahl
der bestehenden virtuellen Verbindungen Poisson - veideinit A/ als Mit-
telwert. Ist nuny die durchschnittliche Bitrate, die eine virtuelle Verbimdy in
Anspruch nimmt, und ist die insgesamt in Punkt A (fir das Ziel Z) erzeugte
Bitrate, so muss

A
—(Z d _
r (Iu)y oder ~y )

gelten.

Eine weitere Annahme ist jetzt, dass die Zeit T klein ist gédper der mittle-
ren Dauerl /. einer virtuellen Verbindung. Dann wird ein Anteil von etwa@’
der virtuellen Verbindungen, die eine Kante zu Beginn eiirégervalls beher-
bergte, am Schluss des Intervalls beendet sein. Im Mittetiereder zuletzt
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weniger belasteten Kantgl™ viele virtuelle Verbindungen in einem Intervall
neu zugeordnet; dies ergibt eine zusatzliche Belastungyan bit/sec bzw.
ruT bit/sec.

Mithin werden die mittleren Bitraten® undz% auf den beiden Kanten ifn—ten
Intervall folgendem Gesetz gehorchen:

L _ (1 — puT)xf +ruT, fallsz} < z¥und{i,j} = {1,2},
’ (1 — uT)z¥ sonst.

Die folgenden Diagramme, bei dener 10 kbit/sec gewahlt wurde, zeigen die
zeitliche Entwicklung der mittleren Belastung von Kattein den jeweiligen
T-Intervallen. Entscheidend ist die Gré3e vah bzw. das zwischep und T’
bestehende Verhaltnis.

durchschnittliche
A Bitrate auf k

55 +
r/2=5

45 +

T =1sec,l/u=50sec
Hier ist 71" als klein angenommen: virtuelle Verbindungen bleiben éang
bestehen, das Routing wird oft aktualisiert.

durchschnittliche
A Bitrate auf k

55 1
r/2=5

45 1

T =1sec,l/u=25sec
w1 hat einen mittleren Wert mit groRemund kleinemr".



192

8 Wegauswahl in Netzen

durchschnittliche
A Bitrate auf kg

6 -

55 +

r/2=5

45 1

C.
T =5sec,l/u=125sec
w1 hat einen mittleren Wert mit kleinepnund grof3eny'.
durchschnittliche
A Bitrate auf k
° T
55 +
r/2=5 +————-—4———
45 +
d.

T =5sec,l/u = 25sec
Hier ist 41" grof3: virtuelle Verbindungen dauern nur kurz, es wird selte
aktualisiert.

Man sieht schon an der oben fiff™ angegebenen Formel, dass die Ratgn
undz, fur £ — oo jeweils umr /2 oszillieren, wobei die Gro3e der Schwankung
beiruT liegt. Fall a) im 1. Bild bestatigt: Ist’7" klein (also das Verhaltnis von
1/p zu T groR), so wird der Verkehr fast gleichmafig auf die beident&a
aufgeteilt. Fall d) liefert wie erwartet das Ergebnis, dasisgroRer werdendem
u sich die Oszillationen denen bei der verbindungslosentditgénng annahern.

Das sich im obigen Beispiel zeigende Verhalten tritt in ém@dr Form in jedem
Netz mit verbindungsorientierter Datentibermittlung ar. einem tieferen Ein-
stieg interessierte Leser seien auf die im Literaturveln@s zitierte Arbeit von E.
M. Gafni und D. P. Bertsekas verwiesen. Allgemein stellbdieraus: ist die mitt-
lere Dauerl/u einer virtuellen Verbindung grof3, so bewegt sich das Rgutiar

langsam auf eine optimale Aufteilung hin; ist jedoch. klein (d. h. . groR), so
muss auch” klein sein, damit sich die Oszillationen ebenfalls nur imesn kleinen
Bereich bewegen.
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Selbsttestaufgabe 8.3-1:

Erlautern Sie fur die verbindungslose Datenibermittiumgge der Nachteile, die
durch Oszillationen beim Routing entstehen.

8.4 Zur Ubertragung von Routing-Informationen

Bei jeder Art von Wegeauswahl in einem Netz ist man stets mih dolgenden
zusatzlichen Grundproblem konfrontiert: es missen dierinétionen Uber ausge-

fallene oder Ubermalig belastete Subsysteme zu den Sjelmyen, wo sie fir die

nachsten anstehenden Routing-Entscheidungen benotigemerir die Ubertra-

gung dieseRouting-Informationen wird jedoch das gleiche Netz genutzt, so dassouting-

es mitunter unmoglich ist, die Informationen wie gewiinsahtverteilen. Solche Informationen
und ahnliche Schwierigkeiten mussen von den verwendetolklen moglichst

gut abgefangen werden.

Arbeitet ein Netz mit zentralem Routing, so werden alle etierungen an eine
Zentrale Z gemeldet, wo die Entscheidungen Uber die zu wédkle Routen gefallt

werden. Z muss jedem Knoten die ihn betreffenden Informaticzukommen las-
sen. Eine Schwierigkeit besteht nun darin, dass Z ausfaliien unter Umstanden
gewisse Teile des Netzes nicht mehr erreichen kann. Weridrdaem des Ausfalls
von Z auch gemildert werden kann (z. B. durch Redundanz, Btypglung relevan-

ter Komponenten), so diirfte doch deutlich sein, dass di¢gareannte Schwierig-
keit gegebenenfalls zu einer hohen Leistungseinbul3e imfiieten kann.

Ein anderes Problem liegt bei einem Netz mit relativ haufigetzanderungen (und
folglich hédufigem Austausch von Routing-Informationen)dier Unterscheidung
zwischen aktueller und bereits veralteter Routing-Infation. Um das Problem zu
verdeutlichen, stellen wir uns ein Netz vor, in dem jeder tencalle von ihm weg-
fiihrenden Kanten beobachtet und im Falle einer Anderundndemation durch
"Flooding" (s. Abschnitt 8.1) im ganzen Netz verbreitetigémdes Beispiel zeigt
die Problematik auf, die sich im Falle mehrerer Anderunggelgen kann:



194

8 Wegauswahl in Netzen

Broadcasting
Rundspruch

Nachricht

Meldung

.

Angenommen, die Kante k ist zunachst intakt, fallt dann fiie&urze Weile aus
und ist anschlieRend wieder funktionsfahig. Weiter seemognmen, dass die bei-
den von C erzeugten Nachrichten Uber den Ausfall bzw. diel@vleerstellung von
k den Weg CBA schneller zurticklegen als die erste Nachrieht\Weg CA, und
dass die Kante CA ausfallt, nachdem A diese Nachricht vorb€r(den Ausfall von
k) erhalten hat. In diesem Falle kann A Uber einen langerdémnazien der falschen
Ansicht sein, dass k nicht funktionsfahig ist. Wir werders um Kiirze Mechanis-
men ansehen, die solche Situationen weitgehend verhindern

In dem ersten betrachteten Szenario wurde davon ausgegatags eine Routing-
Information jeweils von einem Knoten an alle anderen Knat@nNetz (und
nicht nur an einen bestimmten) weitergegeben werden salh Bpricht hier von
Broadcasting oderRundspruch-Verfahren. Es bietet sich natirlich an, dafur eine
Form des Flooding zu nutzen.

Wenn nicht explizit anders vermerkt, werden wir im folgendgets davon ausge-
hen, dass die Routing-Informationen durch Broadcastinijétz bekanntgegeben
werden sollen.

Ferner wird folgende Sprachregelung eingefiihrt: wir Speec/on eineNachricht,
wenn damit eine allgemeine fur das Routing relevante Iné&dion (z. B. Uber den
Ausfall einer bestimmten Kante) gemeint ist. Physikalischlagt sich eine Nach-
richt in (u. U. mehrerenMeldungen nieder — z. B. erzeugt beim Flooding eine
Nachricht zahlreiche Meldungen.

An dieser Stelle muss erwahnt werden, dass in der Praxis Begadcasting-
Verfahren oft auch unter Verwendung eines minimalen Gstiggtroutet” wird, und
zwar insbhesondere dann, wenn ein zentraler Knoten regéejnp@® Rundspruch
Nachrichten im Netz zu verteilen hat; es werden dann dazuieuKanten eines
minimalen Gerists mit Z als Wurzel genutzt. Auch bei andémwendungen sind
Gerlste von Interesse, z. B. wenn Knoten eine Nachricht nwizigenanderen
senden wollen - man spricht hier im Englischen von "multicasnmunications”.
Es gibt hierzu zahlreiche theoretische Untersuchungenwalien hierauf jedoch
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nicht ndher eingehen und stellvertretend auf die ArbeitlvoBerry (siehe Litera-
turverzeichnis) verweisen.

Das Verfahren zur Ubertragung von Routing - Informationed der Routing -
Algorithmus (zur Wegeauswahl) mussen so aufeinander sbgaessein, dass der
Routing - Algorithmus neue Informationen, die wahrend sef&usfihrung eintref-
fen, in sinnvoller Weise integriert und irgendwann zum Eagommen lasst. Bei
dem in Abschnitt 8.2 behandelten verteilten asynchrondhmBe-Ford Algorith-
mus ist dies durch die periodische Anwendung des Algorithimwlen einzelnen
Knoten und unter Verwendung der aktuellsten vorliegend@rmationen gewahr-
leistet.

Ein weiteres Problem besteht schliel3lich darin, dass aaclddyr Reparatur einer
zuvor ausgefallenen Kante die Ablaufe garantieren sqldass moglichst schnell
die neue Situation netzweit bekannt gemacht wird, damifN#tz optimal genutzt
werden kann. Es liegt auf der Hand, dass dieses Problem armh besonderes
Gewicht hat, wenn durch die Reparatur der Kante zwei zuvtegete Teile des
Netzes wieder zusammenhangen - jeder Teil wird Uber dera@dsies anderen
vollig veraltete Informationen haben.

Die soeben geschilderten Probleme der Ubertragung vonirRplitformationen
beziehen sich sowohl auf den Fall, dass diese Informatidieereine Netztopologie
betreffen (d. h. welche Knoten und Kanten derzeit intakdgials auch darauf, dass
mit diesen Informationen Verkehrsbelastungen von Kantisr éhnliche Grol3en
ausgetauscht werden. Im zweiten Fall stellen sich die obiyebleme nicht ganz
so gravierend, da sie u. U. nur zu einer nicht optimalen Atmmg der Netzressour-
cen fuhren. Da jedoch in jedem Fall Reaktions- und Ubertiggeeiten mitspielen,
muss eines grundséatzlich festgehalten werden: Es ist ulichfdass jeder Kno-
ten des Netzes zu jedem beliebigen Zeitpunkt tber alle kamnéir ihn relevanten
Informationen verfigt. Man kann bestenfalls erwartensaenn endlich viele Net-
zanderungen eintreten und sich ab einem Zeitpunkichts mehr andert, es stets
einen Zeitpunkt;, > ¢, gibt, zu dem alle Knoten einer Zusammenhangskomponente
des Netzes den richtigen Zustand jeder Kante in ihrer Koraptankennen. (Man
vergleiche dazu nochmals den Beweis der Korrektheit degilten asynchronen
Bellman-Ford Algorithmus, bei dem eine anologe Forderurfgestellt wurde.)

Um uberhaupt Aussagen uber einige Verfahren zur Ubertgagiam Routing-

Informationen machen zu kénnen, wird meist von einigen Anmen Gber das
Netz und dessen Protokolle ausgegangen. In der Praxis sirgifem Netz, das
die Gultigkeit dieses Annahmen "im Prinzip" garantiertmer Fehlersituationen
(theoretisch) konstruierbar, bei denen eine Annahme dioth greift. Im konkreten

Beispiel muss nattrlich untersucht werden, wie haufig nasei Art von Fehlern
gerechnet werden muss und wie gravierend die Konsequemzen s

Annahme 1: Auf den Netzkanten werden die Nachrichten korrekt
und in der richtigen Reihenfolge tGbertragen. In den Knoten
gespeicherte Nachrichten werden nicht verfalscht.
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Folgenummern

Annahme 2: Der Ausfall einer Kante wird (nicht notwendig gleich-
zeitig) von beiden Endknoten bemerkt. Erst danach kann
die Kante von einem der Knoten als wieder repariert
erkannt werden.

Annahme 3: Mit Hilfe eines Schicht-2-Protokolls kdnnen beide
Seiten eine Kante als funktionsfahig erkennen. Falls
eine Seite die Kante fir intakt erklart, so tut dies nach
endlicher Zeit die andere Seite ebenfalls, es sei dennyslie e
Seite erklart sie wieder fir defekt.

Annahme 4: Fallt ein Knoten aus, so wird nach endlicher Zeit
jede an ihn angeschlossene Kante von der anderen Seite fur
defekt erklart.

Als nachstes wollen wir uns das bereits in Abschnitt 8.1 efilgrte "Flooding™
mit verschiedenen Varianten bzw. Verfeinerungen ansedahon an friherer Stelle
wurde als Beispiel das folgende Netz betrachtet:

Es wurde dort davon ausgegangen, dass Knoten A eine Mittedn F schicken
mdochte. Flooding mit Zahlern und Schwellwert 3 fihrte datass insgesamt 26
Nachrichten entstanden. Durch die Einfihrung des Zahkdman zwar ein unend-
liches Kreisen der Nachricht im Netz verhindert, jedochdetrz. B. immer noch
Knoten D zwei zu der gleichen Nachricht gehdérende Meldurageseinen Nach-
barn E (ausgelost durch Empfang einer Meldung von B bzw. @s Rann ver-
hindert werden, indem statt mit den Zahlern milgenummern gearbeitet wird.
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Die Folgenummern werden wie folgt gehandhabt. (Es ist dabeiheblich, ob nur
eine Mitteilung zwischen zwei Partnern ausgetauscht dddRendspruch gemacht
werden soll.) Jeder Knoten versieht die Routing-Nacheichtie er initiiert, mit
fortlaufenden Folgenummern. Empfangt ein Knoten Y einedded, die zu einer
in X erzeugten Nachricht gehoért, so pruft Y nach, ob die inM&dung eingetra-
gene Folgenummer grof3er ist als die Folgenummer der Néthdie Y zuletzt von
X bekam. Ist dies der Fall, so speichert Y die Nachricht nmgilF-olgenummer und
sendet auRerdem entsprechende Meldungen an alle Nachib#&uasmahme desje-
nigen, von dem Y diese Nachricht bekommen hat (und mit Ausreafon X). Im
anderen Fall wird die Nachricht von Y verworfen.

Wir betrachten wieder das obige Beispiel, bei dem A eine Nelestnach F schicken
mdochte. Es wird angenommen, dass jeder Knoten von A zulietNachricht mit

Folgenummer 4 erhalten (und diese abgespeichert) hat. desenn fir die neue
hier betrachtete Nachricht Meldungen mit Folgenummer 5 am®C. Man sieht,

dass die nun folgenden Aktionen von der zeitlichen Reilgefgewisser Ereig-
nisse (Ankunfte von Meldungen) abhangen. Beispielhaftieeifir eine mogliche
Reihenfolge die Ereignisse dargestellt. Sowohl B als auaigen nahezu gleich-
zeitig die Meldung von A erhalten, was dazu fuhrt, dass B Metgen an C, D, E
und C solche an B, D, E sendet. Danach haben B und C die Natdwiotit Folge-

nummer 5 von Knoten A abgespeichert und ignorieren folgliemun vom jeweils

anderen erhaltenene. Es sei nun angenommen, dass D zeekeldiung von B

(und danach die von C) erhélt, E erhalte zunéchst die von Cdand die von B.

Resultat davon ist, dass D Meldungen an C, E, F und E solche &n B sendet,

womit die "Flut" stoppt. Insgesamt wurden 14 Meldungen erdet.

Man sieht, dass sich nur ein geringfugiger Unterschiedérgienn A eine Routing-
Nachricht per Broadcasting im Netz verteilen will: in diesd-all sendet noch
zusétzlich F eine Meldung an denjenigen seiner beiden Nehlon dem er die
Nachricht nicht zuerst bekommen hat.

Der Gebrauch von Folgenummern stellt sicher, dass jedetednaur einmal eine
zu einer Nachricht gehdérenden Meldungsflut an seine Nantdzdnickt. Auch das
Problem der Unterscheidung aktueller und veralteter Rgtitiformationen stellt
sich so nicht mehr - der zu Anfang dieses Abschnitts gesetidd~all kann nun
nicht mehr auftreten. Allerdings gibt es auch eine Reihe Sohwéchen, die nun
kurz geschildert werden.

Das erste Problem liegt schon darin, dass das in den Meldusigbaltene Daten-
feld fUr die Folgenummmer nur eine begrenzte Lange hat geshdwann der maxi-
mal mégliche Eintrag erreicht ist, so dass bei der Addition ¥ der Wert wieder
auf 0 umschlagt. (Dies bedeutet: stehen k Bits fur die Falgener zur Verfigung,
so wird modulo2* gerechnet.) Will man diese Situation nicht extra im Protbko
bertcksichtigen, so muss man die Festlegung treffen, dasotyjenummer 0 gro-
Rer ist als die Nummer* — 1.
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Beispiel 8.4-1:

Es sei ein beliebiges Netz gegeben. Wir nehmen an, dass di#ingo
Nachrichten von den einzelnen Knoten per Broadcastingeyésiverden und
dazu Flooding mit Folgenummern verwendet wird, fur die in dachrichten 3
Bits vorgesehen sind. A sei ein beliebiger Knoten, der ztuie Folgenummer
7 (also binar in Bits 111) verwendet hat. Initilert A nun eimeitere Nachricht
(bzw. Flut von Meldungen), so tragen diese Meldungen digé&mimmer 000;
ein Nachbar von A muss diese Nachricht natirlich akzeptiered weiterrei-
chen, mithin O als groRRer als 7 ansehen.

In der Praxis wird die Anzahl k der fur die Folgenummer resaten Bits oft so

grol3 gewahlt, dass das obige Problem ohne Bedeutung isteEist jedoch der
Fall, wenn eine teilweise Reinitialisierung des Netzetfgtden muss. Z.B. konnte
die Situation eintreten, dass einige Knoten nach einemalusfeder in Betrieb

gehen. Sinnvollerweise sollten diese Knoten bei den voerinerzeugten Nach-
richten wieder mit der Folgenummer 0 beginnen, jedoch ké&nlws in anderen
Netzteilen zu unerwiinschten Konsequenzen fihren. EinevesitProblem kann
dadurch entstehen, dass (z. B. aufgrund eines Hardwareeous Ubertragungs-
fehlers) eine "falsche" Folgenummer Ubertragen wird; endgliche Folge (etwa
wenn diese Nummer zu grof3 war) ist, dass die nachsten vonefleenskKnoten

erzeugten Nachrichten im Netz ignoriert werden. Im nachgteschnitt werden

anhand des ARPANET Madglichkeiten aufgezeigt, wie diesensatigkeiten weit-

gehend in den Griff zu bekommen sind.

Selbsttestaufgabe 8.4-1:

Es sei das folgende Netz gegeben:

Betrachtet wird die folgende Situation: A mdchte eine Nextttrper Broadcasting
verschicken. Es wird Flooding mit Folgenummern angewenddtei vorausgesetzt
sei, dass jeder Knoten von A zuletzt die Folgenummer 4 ernakt.

Erlautern Sie, was geschieht, wenn die von A nach B geseNdeteicht irrttimlich
mit der Folgenummer 2 versehen ist.
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8.5 Das Routing im Internet

Das ARPANET als Vorlaufer des Internet war eines der ersteflen Netze zur
Datenkommunikation, die geographisch verteilte Rechnémuatzern und Peri-
pheriegeraten verbinden. Es ging um 1970 in den USA in Betibas ARPA-
NET wurde urspringlich konzipiert von der US Defense AdeshResearch Pro-
ject Agency (DARPA, spater nur ARPA), zunachst als reineséfaungsnetz. Zu
Anfang noch basierend auf konventionellen Festverbindarayvischen Endpunk-
ten, hat das Netz eine Vorreiterrolle fir Paketnetze g#sg@pater (um 1980)
wurde das ARPANET zum Backbone des neuen Internets unddiridien Expe-
rimente mit TCP/IP benutzt. Das ARPANET selbst wurde spatewei eigenstan-
dige Netze aufgeteilt: Der Forschungsteil behielt den Nami@PANET, der Mili-
tarabschnitt wurde unter dem Namen MILNET bekannt. Dertérische Ursprung
des ARPANET ist kein Zufall: gerade das Bedurfnis nach besonzuverlassi-
gen Netzen hat zur Entwicklung von Paketnetzen (mit ihrdm 8exiblen Mog-
lichkeiten des Routing) gefuhrt. Auf diese Aspekte kommenan spaterer Stelle
zurick. Mittlerweile ist das Internet weltweit zum domirgaden Kommunikati-
onsnetz geworden, Uber das nicht nur geschéftliche Konkation abgewickelt
wird — auch fir die privaten Nutzer sind E-Mail-Kommunilatiund das "Sur-
fen" im World Wide Web zur Selbstverstandlichkeit gewordere Dominanz der
TCP/IP-Protokolle wirkt heute auch in die Unternehmernsadiinein (unter dem
Begriff Intranef), und selbst das konventionelle Telefonnetz wird zunelthmrait
der Technik/oice over IPdurch das Internet ersetzt.

Wie funktioniert das Routing im Internet?

Das fur das Routing auf Schicht 3 zustandigeProtokoll arbeitet grundsatzlich im
Datagramm-Modus. Dies bedeutet, dass ein Rechner im &itein Datenpaket,
welches nicht fur ihn selbst bestimmt ist, entsprechendrddem Paket eingetra-
genen Zieladresse an denjenigen von ihm direkt erreichiiReehner weitersendet,
der ihm fur dieses Ziel am guinstigsten erscheint. Im allgeerewird das ein Rech-
ner sein, der auf dem (bzw. allgemeiner: einem) kirzestem 2fen Ziel liegt. Da
jeder Zwischenrechner auf dem Weg vom urspringlichen Adeserum endgulti-
gen Empfanger seine Routing-Entscheidung (also: An weitlselich das Paket
weiter?) aufgrund der ihm vorliegenden Informationen fauber den aktuellen
Netzzustand) selbstandig trifft, "weil3" der Absender hietelchen konkreten Weg
sein Paket zu dem von ihm gewlnschten Ziel nehmen wird. Asttlkes durch-
aus moglich, dass zwei von demselben Absender kurz hinterder verschickte
Pakete zum selben Ziel trotzdem auf unterschiedlichen Wiegden? In den ersten
zehn Jahren des Betriebes wurde im ARPANET der verteiltacispne Bellman-
Ford Algorithmus fur die Ermittlung kirzester Wege verwendie Lange einer
Kante steht dabei zu ihrer aktuellen Belastung in Beziehgegauer: ein Kno-
ten A bemisst die Lange der Kante zum Nachbarn B mit Hilfe dénde der

3 Auf das optional méglich&ource Routingbei dem der Versender eines Datenpakets die

genaue Route im vorhinein festlegen kann, gehen wir nichts wird z. B. fir den Test von
Routen verwendet.
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Warteschlange von Nachrichten, die im Punkt A auf die Ubgrting langs die-
ser Kante warten. (Die Kanten haben folglich verschieddimggken fir die beiden
Richtungen.) Benachbarte Knoten tauschen bei dieserdiealng alle 625 msec
ihre geschatzten Absténde zu allen Zielen aus. Das Haupéono das dann zur
Anderung des Routing-Verfahrens im ARPANET fiihrte, lag iei der mangeln-
den Stabilitat (vgl. Abschnitt 8.3): dadurch, dass die &ehlangenlangen sich
laufend andern, wurde ein optimaler "Endzustand” durchAlgorithmus so gut
wie nie erreicht, das Resultat waren stéandige OszillatioDéee Addition eines Bias-
faktors zu den Kantenléangen verhinderte dies, hatte alveEttekt, dass das Netz
nun nicht mehr sensibel genug auf Verkehrsstaus reagiemaméc Im Jahre 1980
wurde ein neues Routing-Verfahren ins ARPANET eingefitut.Bestimmung der
kirzesten Wege gibt es keine "Kooperation der Knoten" megimehr berechnet
jeder Knoten fir sich die kiirzesten Wege zu allen anderendem Algorithmus
von Dijkstra). Jeder Knoten beobachtet die Langen der vomabsgehenden Kan-
ten und teilt diese per Rundspruch mit dem Flooding-Vedalallen anderen Kno-
ten mit, und zwar mindestens einmal alle 60 Sekunden. Dahisli alles "Schnee
von gestern”. Wie im folgenden erlautert wird, erlaubt céeifige komplexe Struk-
tur des Internet die Anwendung mehrerer Routing Verfahtéruaterschiedlichen
Ebenen. Fir die folgenden Abschnitte wird beim Leser dieritis der einfachsten
Grundlagen def CP/IP-Protokolle vorausgesetzt, insbesondere sollte die Femm d
IP-Adressen bekannt sein.

Beispiel 8.5-1.:

Das Grundprinzip des aktuell verwendeten Routing im Irgewird am besten
vorab durch ein Beispiel illustriert. Im folgenden Bild dirier Kommunikati-
onsnetze dargestellt, die durBoutermiteinander verbunden sind und so einen
typischen kleinen Ausschnitt des Internet darstellenetdén vier Netzen kann
man sich z. B. jeweils ein auf d&thernet-Technibasierendes Unternehmens-
netz vorstellen.

112007 23005 11.00.7

Netz Netz l Netz s Netz
45000 112000 T 23000 T 11.000

45007 112005 23007

Zwischen den vier Netzen sind Rou@rR undSeingezeichnet. Ferner sihié-
Adressen eingetragen, deren vier Bytes (entsprechentbePy4 von IP) wie
Ublich dezimal angegeben sind. Beispielsweise ist dens lgikgezeichneten
Netz die Netzadresse 45.0.0.0 zugeordnet, was bedeusst,dila zu diesem
Netz gehdrenden Hosts Adressen der Form 45.0.0.1, 454i®.Besitzen. Die
Router haben mehrel®-Adressen, da sie in beiden Netzen beheimatet sind,
die von ihnen verbunden werden - beispielsweisghals IP-Adressen sowohl
45.0.0.7 als auch 112.0.0.7.
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Im folgenden Bild ist dieRouting-Tabelleles Router® gezeigt:

Ziel in Netz | Routing-Entscheidung
23.0.0.0 direkte Zustellung
112.0.0.0 direkte Zustellung
45.0.0.0 an 112.0.0.7
11.0.0.0 an 23.0.0.7

DaR zu den beiden Netzen 112.0.0.0 und 23.0.0.0 gehort, kaserdiRouter
Pakete fur Hosts in diesen beiden Netzen direkt zustellesgeechend den dort
vorhandenen Protokollen und Adressen, z.B. nach Eth&tagtdard). Emp-
fangt R jedoch ein Datagramm mit Zieladresse 45.0.0.3 bzw. wilbstegin
solches verschicken (was hinsichtlich des Routing keinetetdchied macht),
so sagt ihm seine Tabelle, dass er dieses Paket an die AdrEza€e0.7 weiter
schickt, denn dies ist der zustandige néachste Router, dre&t erreichen kann
(weil dieser wie er selbst zum Netz 112.0.0.0 gehort).

Zunéchst eine Begriffsklarung: In dem Beispiel 8.5-1wivdschenHostrechnern
und Routernunterschieden. Ein Hostcomputer ist in der Regel direktiaei@zel-
nes physisches Netz angeschlossen, wie z. B. ein Rechnieeim &thernet-LAN.
Es gibt jedoch auch sogenanmiilti-Homed-Hostsdie an mehrere Netze ange-
schlossen sind. Ein Router ist immer an zwei oder mehr Netgeschlossen, um
seinen Zweck erfillen zu kbnnen: Pakete von einem Netz iamderes zu tbertra-
gen. Da auch ein Host Routing-Entscheidungen treffen migsl{ch an welchen
der im gleichen Netz angeschlossenen Router ein Datenpakehicken ist), ist die
Trennung zwischen Hosts und Routern nicht ganz scharf. AnofRUnkt gebracht
kann man jedenfalls sagen: Ein Host Ubertragt keine Paketemem Netz in ein
anderes.

Das Beispiel 8.5-1 wirft eine Reihe von Fragen auf, die direkten in das Thema
des Routing im Internet fuhren:

1. Muss jeder Host und jeder Router alle an das Internet ahfygessenen Netze
kennen, um Uber vollstdndige Routing-Tabellen zu verf@gen

2. Wie werden die Routing-Tabellen erstellt? Wie werderegigalisiert (z. B.
bei Ausfallen von Routern oder Verbindungen)?

Es leuchtet ein, dass es unmaglich ware, Routing-Infooman fir viele Millio-
nen Zieladressen in jeder Routing-Tabelle eines beliebRgchners zu speichern
und diese laufend zu aktualisieren. Hier hilft diierarchische Struktudes Inter-
net sowie die Moglichkeit, Hierarchien durch die BildunghvBubnetzemn den
IP-Adressen abzubilden — darauf gehen wir in Kiirze ein. Zustaclissen wir uns
den Aufbau des heutigen Internet noch einmal genauer amsehe

Das Internet besteht aus einer Reihe vartonomen Systeméiieilnetzen), die
sich im Laufe der Zeit entwickelt haben, und dem sogenantere Network
(Kernnetz), das fur die Verbindung der Autonomen Systenteraimander sorgt.
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Ein Autonomes System, das in der Regel aus mehreren Netageghbeunterliegt
einer lokalen Administration. Beispiele fur Autonome ®yst sind das Netz von
T-Online oder das Deutsche Forschungsnetz, an dem alletditéten angeschlos-
sen sind. Die Netze eines Autonomen Systems sind unted@nanit Hilfe von
internen Gatewayserbunden, die aucRouterheil3en. Ferner verfugt ein Auto-
nomes System Uber eaxternes Gatewaylas die Verbindung zum Core Network
herstellt. In der folgenden Grafik ist ein fiktiver Ausschmies Internet mit zwei
Autonomen Systemen dargestellt:

Autonomes System Autonomes System

Core Network
(Kernnetz)

O Netz

|:| Internes Gateway (Router)

s Externes Gateway

Mit Hilfe der Subnetz-Adressierundurch dielP-Adressen flexibler gehandhabt
werden kdnnen, ist es hun maglich, die hierarchische Strudés Internet in den
IP-Adressen abzubilden. Das Prinzip ist im nachsten Bild ams#tben fiktiven
Beispiel wie oben dargestellt.
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Autonomes System Autonomes System

10.1.3.100

Core Network
(Kernnetz)

Die Routing-Tabelle des RoutelRskdnnte nun folgendermal3en aussehen:

Ziel in Netz Routing-Entscheidung
10.1.1.0 direkte Zustellung
10.1.3.0 direkte Zustellung
10.1.2.0 an 10.1.3.7
10.1.4.0 an 10.1.3.8

nichtin 10.1.0.0 10.1.3.100

Der HostH kdonnte mit folgender Routing-Tabelle arbeiten:

Ziel in Netz | Routing-Entscheidung
10.1.4.0 direkte Zustellung
10.1.1.0 an 10.1.4.12
10.1.2.0 an 10.1.4.12
sonstiges an 10.1.4.8
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Man sieht an diesem Beispiel: Durch die Ausnutzung der 8irukbnnen die
Routing-Tabellen recht schlank gehalten werden. Der hegnabhtete Router muss
die jenseits des externen Gateways liegenden Rechnertéesdniiberhaupt nicht
"kennen" — er muss nicht einmal wissen, aus welchen einadReehnern das zu
seinem eigenen Autonomen System gehoérende Netz 10.1stéhbeHostH muss
noch weniger wissen! Wir fassen noch einmal zusammen:

e Endgerate eines Netzes benétigen nur die Routing-Inféomet, um Data-
gramme an andere Endssyteme oder interne Gateways desreidetzes schi-
cken zu konnen.

e Interior Gateways kdnnen Datenpakete nur an Endgerateakeways schi-
cken, die innerhalb des gleichen Autonomen Systems liegen.

e Exterior Gateways besitzen Routing-Informationen, dieilegen gestattet,
Nachrichten an Interior Gateways ihres Autonomen Systedes an andere
Exterior Gateways zu versenden.

Diese Punkte haben die wichtige Konsequenz, dass innedaallverschiedenen
Autonomen Systeme durchaus unterschiedliche Routintpkotbe zum Aufbau

und zur Pflege der Routing-Tabellen verwendet werden konselange der Kon-
takt zur "AuBenwelt" Uber das externe Gateway ordentliatktioniert, ist der

Innenverkehr eines Autonomen Systems flur diese Aul3enwait mon Belang.

Man unterteilt daher die Routing-Protokolle in die folgenKategorien

e dasAddress Resolution ProtocGARP fur Endsysteme;

e dielnterior Gateway Protocol§iIGPs) wie z. B.
- dasRouting Information Protoc¢RIP),
- dasOpen Shortest Path First ProtocDSPH
fur die Verwendung innerhalb Autonomer Systeme;

o dieExterior Gateway ProtocolEGP9 wie z. B.
- dasspezielle Exterior Gateway Protoc#GP),
- dasBorder Gateway ProtocdBGP)
fur Exterior Gateways.

Aus Sicht der Graphentheorie sind besonderd@Rsvon Interesse, weshalb die
beiden obengenannten VertreRiP und OSPFim folgenden skizziert werden.
Das ARP-Protokoll wird benétigt, damit ein Rechner ein Interneket (mitlIP-
Zieladresse) an den richtigen Computer innerhalb seigesnen Netzs senden kann
- durch ARP wird die zu derlP-Adresse gehorende physische Hardwareadresse
ermittelt. BeiEGP handelt es sich eigentlich nicht um ein Routing-Protoko#-
mehr misste man von einem Erreichbarkeits-Protokoll s@mecEs wird verwen-
det, um dem Core Network und den Exterior Gateways anderesn@mer Sys-
teme Informationen uber die Erreichbarkeit seiner eigddetze mitzuteilen. Mit
der Weiterentwicklung zurBGPwerden neben der Erreichbarkeit weitere Informa-
tionen ausgetauscht (wie z. B. der nachste Router, den niateauWeg zu einem
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bestimmten Ziel nutzen sollte), auf deren Basis besserdimRpEntscheidungen
maoglich sind. Auf Details gehen wir hier nicht ein.

Das Routing Information Protocol (RIF)asRIP ist das am haufigsten innerhalb
Autonomer Systeme verwendete Routing-Protokoll. Es hamsigh um ein ver-
teiltes Protokoll, das eineistance Vector Algorithmud®VA) verwendet. Typisch
fur einen solchen Algorithmus ist, dass eine Metrik zur Bestung des Abstands
zweier Router verwendet wird; die Metrik kann dabei auf deapgentheoretischen
Abstand beruhen (Anzahl der Zwischen- knoten auf einemdsiien Weg) oder auf
der Ubertragungszeit zwischen den Routern. Sasbenutzen jedoch in jedem
Fall einen verteilten Algorithmus: Mit Hilfe von Broadcastchrichten werden
Routing-Informationen ausgetauscht, aufgrund deremjeldeuter des Autonomen
Systems der Aufbau seiner Routing-Tabelle ermdglicht wirdler fir jedes Ziel
der guinstigste direkt erreichbare Nachbarrouter eingetrast. BeinRIP-Protokoll
wird als Metrik die Anzahl der Router verwendet, die bei ddredragung von
Paketen auf dem Weg zum Ziel durchlaufen werden missen. gptacht auch von
Hop Counts) Es ist hierfir ein maximaler Wert von 15 Hop Counts vorgpese
d. h. ein Netz mit einem groé3eren Wert gilt als unerreich¥am. seiten der Netzad-
ministration besteht die Méglichkeit, den Hop Count furezinNeg kinstlich zu
erhéhen und so diesen Weg anders zu gewichten - dies magiz. &nt Satelli-
tenstrecke sinnvoll sein, auf der langere Ubertragungmzentstehen. Resultat des
RIP-Protokolls ist jedoch stets nur ein Weg zu einem bestimrdteh

Beispiel 8.5-2:

Den Ablauf desRIP-Protokolls zum Aufbau und der standigen Aktualisierung
der Routing-Tabellen illustrieren wir zunachst anhancegiBeispiels fir ein
Autonomes System, das im nachsten Bild dargestellt ist.

Netz 1 R1 Netz 2

R4 R2

Netz 4 R3 Netz 3
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Bei der Initialisierung der Routing-Tabellen tragt jedesu®er fur die bei ihm

direkt angeschlossenen Netze die Distanz O ein:

Ry
Netz | Distanz
1 0
2 0
Ry
Netz | Distanz
2 0
3 0
R
Netz | Distanz
3 0
4 0
R,y
Netz | Distanz
4 0
1 0

Nach dieser Initialisierung beginnt der Austausch der Rguinformationen,

mit dem die Tabellen vervollstéandigt bzw. danach standigallsiert werden.
DasRIP-Protokoll verwendet dazu einen Broadcast-Mechanismiisiem ein

Router den anderen Routern in regelmafiigen Abstadnden3@ligekunden)
seine neuen Tabellen mitteilt. Jeder Router vergleichtimiden Broadcast-
Nachrichten propagierten Routen mit den bisherigen eigend korrigiert ggf.

seine Tabellen. Fur unser Beispiel sind bereits nach detereBroadcast die
Tabellen vollstandig wie folgt aufgebaut. (Dabei ist zakéh notiert, Uber wel-
chen direkt erreichbaren Router die angegebene Distareahgieren ist.)
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Ry
Netz | Distanz / Uiber Routef
1 0/ R,
2 0/ R,
3 1/R,
4 1/R,
Ry
Netz | Distanz / Uiber Routef
1 1/R;
2 0/R,
3 0/R,
4 1/ R,
R
Netz | Distanz / Uiber Routef
1 1/R,
2 1/R,
3 0/Rs
4 0/Rs
R,y
Netz | Distanz / Uiber Routef
1 0/R,
2 1/R;
3 1/ R,
4 0/ R,

Wie man an dem Beispiel sieht, i&/ P ein recht einfaches Protokoll. Allerdings
hat es einige Schwachen, aufgrund derer zusatzliche Merhan eingefihrt wur-
den. Eine Schwache ist die dangsamen Konvergenklach einer Veranderung im
Netz - z. B. dem Ausfall einer Leitung - kann es Ubermalig éagiguern, bis sich
stabile neue Routing-Tabellen herausgebildet habengsieth in Abschnitt 8.4, in
dem derartige Probleme diskutiert werden). Das Problem laam folgenden Bild
verdeutlicht werden:

Netz 1 R1 R2 R3

\ \\
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Es sind drei Router mit einer Route zu Netz 1 gezeigt. Falit de Verbindung

von R; zu Netz 1 aus, so bekommt, moglicherweise noch voR; die Broadcast-
Nachricht, dass er Netz 1 mit einem Hop erreichen kdnne, wadta seine Tabelle
dahingehend aktualisiert, dass er nun Netz 1 mit 2 Hopsolieaikann usw. Wie
man leicht sehen kann, "schaukeln” die beiden Router nemAbstande zu Netz 1
gegenseitig bis zum maximalen Hop Count von 16 hoch, woraidi Il schliel3lich

als unerreichbar eingetragen wird.

Um dieses Problem zu umgehen, hat man $iit Horizon Technileingefuhrt:
Danach wird eine Routing-Information nicht athe benachbarten Router geschickt.
Dadurch wird verhindert, dass eine Information an einent&o(zuriick) tber-
tragen wird, von dem diese Information stammt. FUr bestienSituationen dient
Split Horizon dem schnelleren Aufbau von stabilen Roufliadgpellen. Eine andere
Technik zur Vermeidung der langsamen Konvergenz ist dasrsomtéHold Down
Bei diesem Verfahren ignorieren Router fur eine bestimneti¢ (€a. 60 Sekunden)
Nachrichten, die einen zuvor als nicht erreichbar gekenhreten Router fur Gber
eine andere Route erreichbar erklaren. Damit soll erreveitien, dass alle Router
"in Ruhe" die Nachricht tGber eine ausgefallene Verbindugrgibeiten konnen und
nicht immer wieder Wege angepriesen bekommen, die die falsyes Verbindung
nutzen.

Das Open Shortest Path First Protocol

DasOSPFhat historisctRIP als Standard Interior Gateway Protocol abgelost, ins-
besondere bei grof3en Netzen.

Im Gegensatz zRIP, dass wie oben gesagt zu dBistance VectolProtokollen
zahlt, handelt es sich b€QSPFum einLink StateProtokoll. Prinzipieller Unter-
schied ist, dass hierbei zwar jeder Router die gesamtedypetizigie (also den gan-
zen Graphen) "kennen" muss, dass er als Routing-Informatigedoch nur den
Zustand der direkt an ihn angeschlossenen Verbindungéneit. Aus den erhal-
tenen Informationen baut jeder Router dann seine Routalgelle auf bzw. aktua-
lisiert diese immer wieder.

Der genauere Ablauf ist folgendermal3en:

Jeder Router testet den Status aller zu ihm benachbartetelRgenauer gesagt:
untersucht die Schnittstelle aus seiner Sicht) — zwei Raitel dabei im zugeho-
rigen Graphen benachbart, wenn sie an einem gemeinsamerahgtschlossen
sind. Ist der Nachbar erreichbar, so ermittelt er einen danhdrenden Kostenwert,
der zu der nutzbaren Bandbreite umgekehrt proportionalisentsprechende Gra-
phenkante bekommt also eine Bewertung. Ferner verbredet jRouter periodisch
per Broadcast die Informationen Uber die von ihm getesteteks an alle ande-
ren Router. Immer dann, wenn ein Router eine soldhk Status Nachrichérhalt,
aktualisiert er seine eigene "Karte" des Netzes (bzw. Autmen Systems). Hat sich
ein Link-Status geandert, werden die Routen neu berecimaetn mit dem Algo-
rithmus von Dijkstra ein Baum kirzester Wege aus Sicht daefienden Routers
aufgestellt wird.
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Wir illustrieren das Verfahren an einem kleinen Beispigls dm folgenden Bild
dargestellt ist. Es sind drei Netze (nit-Adressen, wie bei Ethernet-Netzen Ublich
einfach durch eine Linie dargestellt) und vier Router zteselwvobei wir die Situa-
tion aus Sicht des Routers RTA betrachten. (Das Beispidkistinternet-Seiten der
Firma CISCO entnommen.)

A

128.213.0.0

8 5
RTC
10

192.213.11.0

RT
10
RTB
5
10 RTD
5

222.211.10.0

Das Bild zeigt auch die aktuellen Kosten, wobei auf die Rioltder Pfeile zu ach-
ten ist: Beispielsweise sind die Kosten der Schnittstedle RTB nach 128.213.0.0
(mit Wert 8) fur die Kosten von RTA nach 192.213.11.0 nichh\®edeutung. Die

fur RTA relevante reduzierte Graphenstruktur ist im ndahdBild noch einmal

gezeigt:

RTA
10
Netz
128.213.0.0
RTB RTC
5 10
Netz Netz
192.213.11.0 222.211.10.0
5
RTD

Das dritte Bild zeigt nun schliel3lich das Ergebnis, zu derA RIF seine Routing-
Tabelle mit diesen Informationen kommt. Da RTA in diesemspal das Netz
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222.211.10.0 sowohl tber RTC als auch tber RTB und RTD mitd€p20 errei-
chen kann, werden hier beide Routen gezeigt - m. a. W. beddhméan sich nicht
wirklich auf die Konstruktion eines Baumes. Das Verfahrésst mehrere Routen
zum Ziel zu.

@ RTA

10

128.213.0.0

RTC

RTA erstellt nun abschlie3end seine Routing-Tabelle, wpleZiel nur der (oder
mehrere mogliche) direkte Nachbar(n) - sozusageiNd&t Hop- eingetragen wird.

Das OSPFProtokoll hat zunachst den Vorteil, dass jeder Router diaté auf
Basis der gleichen Daten unabhéangig berechnet. Da jede¢eRtia Berechnungen
lokal durchfiihrt, gibt es keine Probleme mit der Konvergéteil die Link-Status-
Nachrichten nur Informationen tber die direkten Verbingtem eines Routers ent-
halten, ist die GroRRe dieser Nachrichten auch von der Gesafie des Autonomen
Systems (enthaltene Netze) unabhan@ig§PFhat eine Reihe weiterer Vorteile, die
von denen im folgenden einige aufgezahlt werden, ohne dassugr darauf einge-
gangen wird:

e OSPF schliel3t sogeannteServicetyp-Routinggin. Dies bedeutet: Wenn ein
Datagramm geroutet wird, nutzt ein Router neben der Zieks#r auch die
Servicetyp-Felder de®>-Headers, um eine Route zu wahlen. Dadurch kénnen
mehrere Wege zu demselben Ziel genutzt werden (je nachcgerp).

e OSPFarbeitet mitLoad Balancing Dies bedeutet: Sind zu einer Zieladresse
mehrere Routen mit den gleichen Kosten in der Routing-Taliestgehalten,
so wird der entsprechende Verkehr von dem Router gleictgndigr alle diese
Routen verteilt.
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e OSPFbietet den Autonomen Systemen die Mdglichkeit, ihre Netaeé Rou-
ter in Bereiche(Areag einzuteilen. Die Kenntnis der genauen inneren Struktur
eines Bereiches bleibt den anderen Bereichen verborgess (& analog zu den
Autonomen Systemen auf hbherer Ebene, deren Interna ingteder ebenfalls
verborgen sind.) Dadurch sind die Netze leichter zu veemainsbesondere bei
Wachstum.

e OSPFlasst zu, dass der Nachrichtenaustausch zwischen Routénrandifi-
ziert wird. So wird sicher gestellt, dass nur vertrauensligi& Router Routing-
Informationen propagieren kbnnen.

e OSPFgibt Administratoren die Moéglichkeit, eine virtuelle N&dpologie (also
einen zugrunde liegenden Graphen) zu beschreiben, beiudér gann eine
virtuelle Verbindung zwischen zwei Routern (Kante im Graphdefiniert ist,
wenn die physische Verbindung zwischen diesen Routerrt diokkt ist (son-
dern z. B. ein Transitnetzwerk nutzt).

Selbsttestaufgabe 8.5-1:

Erlautern Sie, wieso es im Internet moglich ist, dass einehNaht auf einem
bestimmten Weg zum Zielknoten lauft, obwohl es dazu eimearkit Weg gegeben
hatte.

8.6 Das Routing im Zeichengabesystem Nr. 7

Beim Zeichengabesystem Nr. /handelt es sich um ein international standardieichengabesystem
siertes Zentralkanal-Zeichengabesystem. Es ist geefgnelen Einsatz in digi- Nr. 7

talen Kommunikationsnetzen mit speicherprogrammiertemyttiungsstellen und

arbeitet paketorientiert. Das ZGS Nr. 7 und seine Proteksilhd in den CCITT-

Empfehlungen Q.700 bis Q.795 beschrieben (s. Literataevennis).

ZGS Nr. 7 wurde zunachst konzipiert fur "call control sidimg" fur Telefon,
ISDN, leitungsvermittelte Datendienste etc., es ist jédmach flr andere Informa-
tionstypen nutzbar (z. B. zwischen speziellen Rechnernoimikunikationsnetzen
fur Zwecke von Management oder Maintenance). Im ISDN-Netz Deutschen
Telekom wird ZGS Nr. 7 fur die "Zwischenamtssignalisierubgnutzt. Wir wer-
den im folgenden von dem Anwendungshintergrund weitgeladstrahieren und
ZGS Nr. 7 als eine weitere Variante der Paketvermittlungdogten, auf deren Art
von Routing wir unser besonderes Augenmerk richten.

Das Routing im ZGS Nr. 7 kann als statisch bezeichnet weldierextremste Form

statischen Routings hatten wir bereits in Abschnitt 8. Tdwtitet: fir jeden Ziel-

knoten X wird ein Baum kirzester Wedg erstellt, und in jedem Knoten werden
Routing-Tabellen gespeichert, die diesen Baumen entsprechend eingersifiiet Routing-Tabellen
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Beispiel 8.6-1.:
Wir betrachten das folgende Netz. (Alle Kanten haben diggkeédh)

D(\ @C

AO OB

Fur jeden KnotenX sei ein Baum kiirzester Wege (fur das Z¥) ausgewahlt:

D C D C
A O B A B
Do C D C
A B A B

Die Routing-Tabellen sehen also folgendermalfien aus:

In Knoten A: Ziel B C D
Nachbarf B C D
In Knoten B: Ziel A C D

Nachbarf A C C

In Knoten C: Ziel A B D
Nachbarl A B D
In Knoten D: Ziel A B C

Nachbarl A A C
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Die soeben beschriebene Art des Routing kdnnte mafesies Routingbezeich- festes Routing
nen. In der englischen Literatur wird es als "fixed routingépauch "directory rou-

ting" aufgefuihrt. Hat man es mit einem Netz zu tun, in dem ga&f@rkehr abgewi-

ckelt wird und die Knoten und Kanten recht zuverlassig saudst dieses Routing

einfach und leistungsfahig.

Die Nachteile des Verfahrens liegen auf der Hand. Bereishschnitt 8.1 wurde

die Tatsache angesprochen, dass der Ausfall einer Kanbet ggivisse Kommu-

nikationsbeziehungen stort, da keine Ersatzwege vorgessihd. Eine Verbesse-
rungsmaglichkeit, von der in einigen Netzen Gebrauch gémaarde, liegt darin,

dass jeder Knoten mehrere Routing-Tabellen gespeicherzWwéaschen denen er
umschalten kann, wenn er Gber gewisse Ausfalle Kenntrasgtl (Dies hat starke
ahnlichkeit mit dem im ZGS Nr. 7 angewendeten Verfahrencihes im folgenden
behandelt wird.)

Bei homogenem Verkehrsaufkommen im Netz werden die Kantéh 4 je nach
Auswahl der Baume — sehr ungleichmafig belastet sein. kgiis¢ leichte Auf-
gabe, insbesondere auch bei unterschiedlichem Verkdhosamen, die Wahl der
Baume in diesem Sinne gunstig zu treffen. Eine Moglichkestbht auch darin, den
Verkehr zu einem Ziel in einem prozentual festen Verhaltitoer mehrere Nach-
barknoten abzuwickeln - dies bedeutet dann ein Abriickerdeostarren durch die
Baume gelieferten Routing-Regel.

Ein weiteres Problem liegt schlie3lich darin, dassRlglirektionalitat verletzt sein Bidirektionalitét
kann: fallt im obigen Beispiel die Kante AB aus, so kann (waicht auf andere

Tabellen umgeschaltet wird) D keine Nachrichten mehr anBeralen, jedoch B

noch welche an D. Auch das Problem der Bidirektionalitatdearwir beim ZGS

Nr. 7 aufgreifen.

Beim Routing im ZGS Nr. 7 hat jeder Knoten ebenfalls Roufiiadpellen. Der Ein-
trag fur einen Zielknoten besteht allerdings nicht nur angra Nachbarknoten,
zu dem der betreffende Verkehr weitergereicht wird, sam@ers einer geordne-
ten Liste mehrerer Nachbarknoten. Die Handhabung ist fimlgemal3en: ein Paket,
welches von Knoten X weitergereicht werden soll und dieafiedsse Z tragt, wird
von X an den ersten ihm aktuell verfligharen Nachbarn augisBiouting-Tabelle
fur Ziel Z geschickt.

Beispiel 8.6-2:

(s. auch Beispiel 6.1-8)

Das folgende Netz mit Routing-Tabellen mit jeweils zwei tEagen sei gege-
ben:
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Hat also z. B. Knoten 1 eine Nachricht mit Zieladresse 4 zsamaen, so schickt
er diese unter normalen Umstanden direkt an 4; ist dies fedaht mdglich
(etwa wegen Ausfalls der Kante 14), so schickt er sie an deréfn2, usw.

Es ist offensichtlich, dass bei dieser Art von Routing diegé/eu einem Ziel Z
nicht — wie bei festem Routing — einen Baum bilden. Bei B&bki6-2 bekommt
man vielmehr einen gerichteten Graphen, bei dem jeden varstkiedenen Kno-
ten zwei gerichtete Kanten verlassen. Fur den Knoten 4 a&kefgibt sich bei-
spielsweise der folgende gerichtete Graph, den wir spétetz(r~ 4) bezeichnen
werden:

Je nach Fragestellung kénnen auch die Prioritaten derleatzgerichteten Kanten
mit bertcksichtigt werden (etwa als Kantenbewertung).

An dieser Stelle ist es notig, kurz einige der fur das Routalgvanten Strukturen
und Protokollablaufe des ZGS Nr. 7 zu betrachten.
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Im obigen Beispiel 8.6-2 bestehen die Listen in den RouTialgellen aus jeweils
zwei Eintragen. Diese Anzahl ist in den CCITT-Empfehlungait festgelegt. Es
gibt Implementierungen, bei denen jeweils acht Tabelkaplvorgesehen sind, die
jedoch nicht alle gefiillt werden missen. Im Gegenteil werdiesere Uberlegun-
gen bald zeigen, dass niemals von jedem Knoten fir jedeaditiMdglichkeiten
vorgesehen sein dirfen! (Im folgenden werden wir bei demheratatischen For-
malisierung von einer Hochstzahl vanund Mindestzahl von 2 Tabellenplatzen
ausgehen. Es zeigt sich allerdings, dass schom fir 2 die Probleme geniligend
komplex werden, um die meisten Effekte daran studieren nadg.)

Von zentraler Bedeutung fir das Routing istuansfer prohibited procedure, die transfer prohibited
u. a. dafiir sorgt, dass sich Informationen tiber ausgetalleile des Netzes verbrei-procedure

ten. Genauer: ein Knoten, der feststellt, dass er ein gewi8®l nicht mehr errei-
chen kann, teilt dies allen seinen Nachbarn mit; ein Nachla dann — je nach
Routing-Tabelle — u. U. ebenfalls zu dem Schluss kommen emjiskass er keine
Nachrichten mehr zu diesem Ziel schicken kann. Die Prozbddrent sich einer
mit TFP(Z) bezeichneten Nachricht. Ein Knoten X, der dieseiNicht von seinem
Nachbarn Y empfangt, schliel3t daraus, dass er diesen Nachicht fir Nachrich-
ten, die fur das Ziel Z bestimmt sind, nutzen darf. Umgekstatit eine periodisch
ausgefuhrte "route set test procedure” sicher, dass Wiedggstellte Routen auch
wieder genutzt werden kdnnen. Nachrichten, die nicht wgleitet werden kbnnen
(z. B. weil keiner der in Frage kommenden Nachbarknotenabar ist), werden
verworfen.

Die "transfer prohibited procedure" (TFP) verhindert adals Pendeln von Nach-
richten auf einer Kante. Genauer sagt die Empfehlung falgens. 13.2.2 in
CCITT-Empfehlungen Q.704):

Falls Knoten X anfangt (z.B. nach einer Netzanderung), finotén Z
bestimmte Nachrichten an seinen Nachbarn Y zu senden, mtsehzuvor
die Nachricht TFP(Z) an Y.

Der Empfang von TFP(Z) in Y (mit Absender X) ist —wie oben afsiprt— von
Y so zu interpretieren, dass Y nun (bis auf weiteres) seingchiNarn X nichtur
Nachrichten mit Ziel Z nutzen darf.

Die im ZGS Nr. 7 installierten Flusskontrollmechanismeibdraauf das Routing
keinen direkten Einfluss. Auf der Schicht 2 kdnnen zwar Kaniberlastet sein,
fur das Routing in Schicht 3 stellt sich dies jedoch einfalshNichtverfligbarkeit

einer Kante zu einem Nachbarn dar. Ein anderer Mechanisdamsdas Schicht
3-Routing gar nicht "mitbekommt”, besteht darin, bei stbekasteten Routen die
héheren Schichten von Ursprungsknoten "aufzufordermgnitvon diesen Routen
zu tragenden Verkehr zu reduzieren.

Wir lassen bei unseren Betrachtungen zum Routing im ZGS Em& Moglich-
keit aul3er Betracht, die von der CCITT-Empfehlung Q.704eiaumt wird und

in Implementierungen auch realisiert ist: die Mdglichldgr Lastteilung. Darun- Lastteilung

ter ist zu verstehen, dass die Nachrichten fir ein Ziel né&mtlich zu dem laut
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Tabelle ersten verfiigbaren Nachbarn gesendet werdergisodass dieser Verkehr
gleichmafig auf zwei oder mehr Nachbarn aufgeteilt wird.

FUr unsere weitere Vorgehensweise wird es notwendig senfid das Routing

im ZGS Nr. 7 relevanten Begriffe etwas weitergehender zmédisieren, um dann
interessierende Aussagen mathematisch beweisen zu kdbaemir andererseits
nicht berformalisieren wollen (mit den bekannten negativolgen), wird es gele-
gentlich ndtig sein, die ZGS Nr. 7 - Protokolle heranzuziehan Uber die Randbe-
dingungen und Ziele der Untersuchungen Klarheit herzZiestel

Fur den Rest dieses Abschnitts gehen wir immer davon ausetlagusammenhan-
geder ungerichteter Gragh mit n Ecken gegeben ist. Der Einfachheit halber wird
angenommen, dass die Ecken mit den Zahleh) ..., n bezeichnet sind. Die Kan-
ten sind nicht bewertet. Die Knoten sind alle von gleicher drh. kénnen samtlich
Nachrichten versenden, empfangen oder weiterleitentéretz stellt eine Vereinfa-
chung gegentuber den ZGS Nr. 7 - Empfehlungen dar, die vexdehe Arten von
Knoten erlauben (z. B. solche, die keine Nachrichten wleiten kénnen).

Routing-Plan  Ein Routing-Plan mit = Prioritaten flrG ist eine dreidimensionale Anordnung
C=(cliyg,k)|i=1,...mj k=1 ..n).

Dies ist so zu leser (4, j, k) ist der Nachbarknoten vojy der fir Nachrichten mit
Ziel k, die vonj zu versenden sind, als i-te Prioritat zur Verfligung stdbiege
Definition ist aus [KLE] tbernommen und auch in [POG1, POG&2jnendet wor-
den.)

Wir nehmen stets:(1,j,k) # ¢(2,7,k) an, jedoch kann fig > 2 gelten
c(i,j, k) = c(i + 1,4, k). Dies bedeutet, dass dem Knotgrur Ziel £ min-
destens zwei Nachbarn zur Verfiigung stehen — und moglieéheevkeine weite-
ren. Eine weitere Annahme ist folgende: existierArdie Kantejk, so gilt stets
c(1,5,k) = k—wenn m.a.W. eine direkte Kante zum Zielknoten fuhrt, salwir
diese auch mit erster Prioritat genutzt.

Wird in C ein j fest gewahlt, so erhalt man die (vgnverwendetenRouting-
Routing-Tabellen  Tabellen.

Beispiel 8.6-3:

In Beispiel 8.6-2 sind die Routing-Tabellen der einzelnertén angegeben.
Die zu dem Parameter i gehdrende "dritte Dimension" ist dabd-olge (durch

Semikolon getrennt) dargestellt. Insgesamt hat man hiefalgenden Routing-

Plan, in dem j mit den Zeilen und k mit den Spalten variiert:



8.6 Das Routing im Zeichengabesystem Nr. 7 217

1 2 3 4
- 2,3 32 42
1,3 - 3;1 43
1,2 24 - 41
1,2 2,1 31 -

A WODN P

Beispiel 8.6-4:
Fur den in Beispiel 8.6-2 betrachteten Graph@rsei nun der folgende Routing-
Plan gegeben:

1 2 3 4
- 2,3 32 42
1,3 - 31 41
1,2 2,1 - 41
1,2 2,1 3,1 -

A WODNPR

Fur den Knoten 4 als Ziel ergibt sich der folgende gerich@ataph:

Die Ausfuhrungen zur "transfer prohibited procedure" nearcklar, dass in diesem
Beispiel der gerichtete Kreis auf der Kante 12 aufgrund detdRolle nicht zu
einem Problem fuhrt. Anders verhalt es sich mit dem sich aisel 8.6-2 erge-
benden Kreiss — 2 — 3 — 1, denn Uber mehr als zwei Stationen laufende
Kreise werden von den Protokollen nicht "bemerkt". Auchdaieiner der beteilig-
ten Knoten zu dem Schluss kommen, dass er das Ziel 4 nichtenefichen kann.
Wir werden auf dieses Problem ausfuhrlich eingehen.
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Fur die nun folgenden Untersuchungen ist es nicht notweedig bei dem Beispiel
des Zeichengabesystems Nr. 7 zu verbleiben. Wir stelleh eounal die Grund-
voraussetzungen und Annahmen zusammen, von denen auggegeard:

1. Esistein ungerichteter Graph G mit EcKen., n gegeben, ferner eine natir-
liche Zahlw > 2 als Anzahl der Prioritaten in zu findenden Routing-Planen
C (im Sinne der obigen Definition).

2. Es wird von Netzprotokollen mit Datagramm-Modus ausgegea, die einen
Routing-PlarC wie oben beschrieben nutzen.

3. Die Protokolle verhindern das Pendeln von Paketen aef &ante, grof3ere
Kreise missen von den Routing-Planen ausgeschlossennverde

4. Ausfélle von Knoten oder Kanten werden sofort an alleavahten Stellen
registriert, gleiches qilt fur die Wiederherstellung voetkkomponenten —
m. a. W. es werden keine Reaktionszeiten bertcksichtigt.

Der obige Punkt 4. stellt naturlich eine starke Abstrakian dvelche die Gultig-
keit einiger Aussagen wieder relativiert. Z. B. tragen Risiszeiten ja auch zu
den Paketverzégerungszeiten im Netz bei, die ein Kritefiiimein gutes Routing
darstellen. Wir kommen auf diesen Punkt spéater noch einorétk.

FUr das weitere Vorgehen ist es auch nétig, die Ziele desiRpat formulieren,
die letzlich in Forderungen an die Routing-Plane umzuse&zed. Im nachsten
Abschnitt werden allgemeine Ziele und sich daraus ergebEndderungen betrach-
tet. Hier wollen wir uns zun&chst damit begnigen, einigeigtle Kriterien fur
"gute” Routing-Plane zu benennen und herauszuarbeitendiese erfullt werden
konnen bzw. untereinander gegenlaufig sind. Auf eines musieser Stelle noch
einmal hingewiesen werden: Obschon alle vorkommendenh@rapndliche Struk-
turen sein werden, sind die angesprochenen Probleme méatle zu [6sen, da wir
den algorithmischen Standpunkt einnehmen und folglicictte Berechenbarkeit"
unser Kriterium fir "einfache Losung" ist.

Die folgenden Kriterien werden zuerst betrachtet. Ein RgyPlanC' soll mdg-
lichst so ausgelegt sein, dass

e niemals eine Nachricht im Netz kreisen kann (wir sagen darsei "kreisfrei");
e eine Nachricht stets einen méglichst kurzen Weg zum Ziehmim

e stets Bidirektionalitat herrscht (d. h. falls anY Nachrichten schicken kann,
ist dies auch umgekehrt méglich).

Ein weiteres Kriterium ist nattirlich eine hohe Zuverlagsitjder Kommunikations-
wege (in Abhangigkeit von der Verfiigbarkeit von Knoten urahken). Betrachtun-
gen dazu werden hier zunachst ausgespart, da sie Inhaldestan Kapitels sind.
Auch das Ziel einer méglichst gleichmafigen Auslastung Metzkomponenten
wird dann zur Sprache kommen.
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Wir gehen hier stets von einer gegebenen Netzstrukturcfspon einem Graphen
G) aus. In der Realitat mag es durchaus auch so sein, dass wissge Grundan-

forderungen abgesehen auch die préazise Struktur noch gemgiden kann. Dann

hat man natirlich die Mdglichkeit, das im Sinne der Kritareste Netz auszuwah-
len. Auch die sich daraus ergebende Problematik des Nefgrdesird an spaterer

Stelle noch einmal angesprochen.

Es sei nun ein Routing-Plat fir G gegebenk sei ein Knoten irG. Offenbar wird
hierdurch ein gerichteter Graph fiir Knotels Ziel induziert, den wir miz(— &)
bezeichnen wollen; es existiert@(— k) eine gerichtete Kante — y von Knoten
x nach Knoterny genau dann, wenn es eine {1, ..., 7} gibt mitc(i, z, k) = y.

In Beispiel 8.6-2 ist beispielsweise der zu dem angegeb&uening-Plan geho-
rende DigraplG(— 4) dargestellt.

Man beachte, dass id(— k) nicht jede Kante vords (mit Orientierung versehen)
verwendet werden muss. Andererseits gibt es natirlichder j€ante eirk derart,
dass die Kante it-(— k) verwendet wird. Vernilinftigerweise wird man an einen
Routing-Plan auch die Forderung stellen wollen, dass j€deten Uberhaupt jeden
anderen erreichen kann — dies bedeutet, dass in jédem k) von jedem Knoten

x # k ein gerichteter Weg nach fuhrt. Interessanterweise ist dies im Falle der
Kreisfreiheit automatisch erfullt.

Man kann auch dazu tbergehen, jede gerichtete Karité-n &) mit ihrer Prioritat
17 zU bewerten (s. [POGL1]). Da dies im weiteren nicht benutetivgaehen wir hier
davon ab.

Die im weiteren Verlauf dieses Abschnitts dargestelltegelBnisse sind samtlich
[POGL1] und [POG2] entnommen. Dabei ist die Anzatder méglichen Tabellen-
eintrage zunachst als beliebig angenommen.

Satz 8.6-1: Ein Routing-PlanC fiur G ist genau dann kreisfrei, wenn kein
gerichteter Graph der FornG(— k), bei demk eine beliebige Ecke von
G ist, einen gerichteten Kreis durch mehr als zwei Knotenahth

Beweis: Ist C nicht kreisfrei, d. h. kann es eine Nachricht (mit Zieladees))
geben, die im Netz kreist, so muss es im gerichteten Gra@lien k) einen
Kreis durch mehr als zwei Knoten geben, da sich die Nachjachh diesem
Graphen" langs gerichteter Kanten bewegt.

Nun gebe es umgekehrt einen Knotgmmit einem gerichteten Kreig; —

To — ..x, — 1 (r>2)in G (— k). O.B.d. A. hat, fur z; bezuglich
des Zielsk; eine hohere Prioritét als,. (sofern die Kanter; —xz, Uberhaupt
existiert). Ware dies nicht der Fall fi; oder entsprechend eines der anderen
x;, SO kbdnnten wir statt dessen denselben in umgekehrteruRightturchlau-
fenen Kreis betrachten. Fallen nun alle Kanten mit Ausnaderezu dem
Kreis gehdrenden aus, und initiert eine Nachricht fur das Ziet;, so wird
diese Nachricht den obigen Kreis oder einen Teilkreis mihiggtens drei
Knoten durchlaufen — mindestens so lange, bis eine weitetedNderung
eintritt.
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Der néchste Satz liefert eine wichtige notwendige Bedigdiin die Kreisfreiheit
eines Routing-Plans:

Satz 8.6-2: Ist C kreisfrei undk beliebiger Knoten, so gibt es in dem gerichte-
ten Graphenz(— k) mindestens einen vdnverschiedenen Knoten mit nur
genau zwei Nachfolgern.

Beweis: Wir stellen uns vor, wir entnehmen dem gerichteten Graphen
G(— k) alle Kanten mitt als Endpunkt. Im Restgraphéi hat jeder
Knotenxz # k, wenn die Aussage des Satzes nicht gilt, immer
noch mindestens zwei Nachfolger. Startet man nun mit eiekeligen
Kante, und konstruiert man dann schrittweise einen gezieht\Weg,
wobei eine neue Kante niemals direkt zum Anfangspunkt detele
Kante zurtckfihrt, so kommt man wegen der Endlichkeit despGen
nicht umhin, einen gerichteten Kreis mit mehr als zwei Knata kon-
struieren.

Der soeben bewiesene Satz hat die Konsequenz, dass espWiaugith immer die
Zahlw der moglichen Tabellenplatze fir ein Ursprung-Ziel-Pagtiei einem kreis-
freien Routing-Plan in jeder Spalte (die einem Zieéntspricht) mindestens eine
Zeile mit nur genau zwei Eintragen gibt.

Nun wissen wir bereits aus Kapitel 4: ist ein Routing-Plaigegeben (und damit
auch die gerichteten Graphéh— k)), so ist es (unter Beachtung von Satz 8.6-
1) algorithmisch nicht schwierig zu ermitteln, @b kreisfrei ist. In [KLE] wird
auf solche Tests etwas ausfiihrlicher eingegangen. Wirewalhs nun jedoch der
interessanteren Frage zuwenden, wie man (bei gegeb@hem kreisfreies” kon-
struiert — und zwar auch noch ein im Sinne der weiteren Keitemdglichst gutes!
Leider kdnnen wir dieses Problem derzeit nicht umfasseseno

Schon die Frage, fur welche Graph@r{bei gegebenem) ein kreisfreier Routing-
PlanC Gberhaupt existiert, ist nicht befriedigend zu beantwantar konnen diese
Graphen bisher weder mathematisch elegant charaktensieoch kénnen wir
einen guten Algorithmus angeben, der diese Graphen "etkévian beachte, dass
es fur gegebend&s undr auf jeden Fall exponentiell viele dreidimensionale Struk-
turen ¢(i, j, k)) gibt, die einen kreisfreien Routing-Plan darstellen lk&mn

Eine notwendige Bedingung & ist allerdings unschwer abzuleiten. Man sieht
sofort, dass es fur den folgenden Graphen G keinen kreasfiRouting-Plan geben
kann:
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Da namlich fur jeden Routing-Plan in dem induzierten DidyepG(— 4) jeden
der Knoten 1, 2, 3 mindestens zwei gerichtete Kanten ventagntsteht auf jeden
Fall ein gerichteter Kreis.

Die notwendige Bedingung lautet:

Satz 8.6-3: Existiert fur G (und7 > 2) ein kreisfreier Routing-Plan, so ist
2-fach-kantenzusammenhangend, d. h. zwischen beliebiggrKnoten von
G gibt es stets zwei kantendisjunkte Wege.

Beweis: C sei ein solcher Routing-Plam,undy seinen Knoten vor:. Verfolgt
man inG(— y), vonz startend, lauter gerichtete Kanten von Prioritat 1 bis
zum Ziely und entfernt dann diese Kanten, so muss es im Restgraphesrimm
noch einen gerichteten Weg vemachy geben.

Wir wollen nun das Problem mit einbeziehen, die RoutingiBl&o zu konstruie-
ren, dass die Nachrichten stets auf moglichst kurzen Wegenrem Ziel laufen.
Es stellt sich heraus, dass die Festlegung eines RoutargsRline so starke Ein-
schrankung ist, dass dieses Ziel unmdglich zu ereichen ist.

Fur die nachsten Uberlegungen sei der Einfachheit haiber2 gesetzt. Nun sei
ein 2-fach-kantenzusammenhangender Gragiegeben. Ein Routing-Plar wird
auf folgende Weise konstruiert:

Fur beliebige Knotenp undk (mit j # k) bestimme man einen kirzesten Weg von

j nachk. Isti der Nachbar vor auf diesem Weg, so setze mafl, j, k) = [. Dann
entferne man die Kantg aus dem Graphen und wende dieselbe Prozedur auf den
Restgraphen an, um(2, j, k) zu erhalten.

Wir bezeichnen diesen Prozess &B-Routing (von "shortest path™). Da es u. U.SP-Routing
mehrere kirzeste Wege gleicher Lange gibt, fihrt SP-Rgutioht zu einem ein-

deutigen Ergebnis. Z. B. sind die in Beispiel 8.6-2 und Bieisp.6-4 dargestellten
Routing-Plane fur den Graphéty beide mit SP-Routing erstellt.

Die Frage ist nun, wie gut SP-Routing wirklich ist. Man siétht, dass man es
anwenden mussvenn die Wege kurz werden sollen:

Beobachtung: Stellt ein Routing-PlarC' sicher, dass eine Nachricht stets einen
kirzesten Weg (aus den derzeit im Graphen verfigbaren}vedhist der Plan mit
SP-Routing erstellt worden.
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Man sieht das folgendermal3en ein. Knofemdk(j # k) seien gegeben, das Netz
sei voll intakt. Eine vory nachk gesendete Nachricht nimmt einen kiirzesten Weg,
mithin muss die Kante vopinache (1, j, k) der Beginn eines kiirzesten Weges sein.
Analog schliel3t man fir die zweite Prioritdt mit der Annahm@ss die Kante von

j nache (1, j, k) ausgefallen ist.

Umgekehrt ist nun aber SP-Routing nicht hinreichend daféss stets kiirzeste
Wege genommen werden. Fallen beispielsweise im Routiag-iAlBeispiel 8.6-4
die Kanten 14 und 34 aus, und versendet Knoten 3 eine Natmiciziel 4, so
wird diese Nachricht den Weg-3 1 — 2 — 4 nehmen, obwohl der kiirzere Weg
3 — 2 — 4 (physikalisch) verfugbar ist.

Die Erklarung fur diesen Effekt liegt darin, dass SP-Ragitircht tber die Anfange
der Wege "hinausdenkt”, und wegen der BeschranktheitrfEstaeting-Plane lasst
sich dies auch grundsétzlich nicht reparieren.

Wir wenden uns nun kurz der Frage zu, inwieweit SP-Routingigstens Kreis-
freiheit garantieren kann.

Es wird folgende Sprechweise eingefuhrt. Wird SP-Routingesvendet mit der
Zusatzregel, dass bei der Existenz mehrerer kiirzester Wéggenige Nachbar mit
SP-Routing mit ~ der niedrigsten Knotennummer ausgewahlt wird, so sprealrevon SP-Routing
Praferenz  mit Praferenz.

Die Einfihrung einer Praferenz macht SP-Routing eindeiign beachte: der in
Beispiel 8.6-4 verwendete Routing-Plan ist nach SP-Rgutiit Praferenz erstellt
worden.

Schon Beispiel 8.6-2 zeigte, dass SP-Routing keine Kesiedit garantiert. Auch
Verwendung von Praferenz reicht nicht aus, wie folgendepBizeigt:

Bei beliebiger Numerierung der tbrigen Knoten mit 1 bis 6dsauch SP-Routing
mit Praferenz zu einem Kreis fiihren.
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Es zeigt sich jedoch, dass eine schwache strukturelle BedganG ausreicht,
um dies auszuschlie3en. Der (kiirzeste) Abstand zwischeteKn undy ist im
folgenden miti(z, y) bezeichnet:

Satz 8.6-4: Fur jeden Knoterx des Graphert gelte, dass jeder Knoten+# x
mindestens zwei verschiedene Nachharn, besitzt mit

d(vi,x), d(ve,x) < d(v,x).

Dann fuhrt SP-Routing mit Praferenz zu kreisfreiem Routing

Beweis: Angenommen, eirG(— z) enthalt einen Kreisy;, — wy, —
~aw, — wp; (mitr > 3). Offensichtlich mussi(w;,z) = d(w;,z) fur
allei,j € {1,...,r} gelten, und der Kreis besteht aus lauter Kanten zweiter
Prioritat. Es muss ein€ {1, ...,r} geben mitw;; > w;_1, wobei die Indi-
zes modulo- zu berechnen sind. Dies bedeutet aber, dass fder Nachbar
w;_ Stattw,;,, die zweite Prioritat flr Ziel: hatte sein missen, man hat also
einen Widerspruch.

Der obige Satz ist anwendbar, wethvollstandig ist (alsoG = K,,). Der all-
gemeine Nachteil von SP-Routing mit Praferenz ist eineaiolgimafiige Belastung
des Netzes, falls Ausfalle auftreten. Wir kommen auf diddemkt an spaterer Stelle
zuruck.

Zum Ende dieses Abschnitts wollen wir uns mit 8direktionalitdt beschéaftigen. Bidirektionalitat

Hauptergebnis wird sein, dass diese sich u. U. nicht mit dersieiheit vertragt.

Wir erinnern an den Begriff: ein Routing-Plan C helitdirektional , falls immer bidirektional

gilt — unabhangig davon, welche Knoten oder Kanten geradgedallen sind (d. h.
nicht benutzt werden dirfen): kann KnoteNachrichten nach Knotepschicken,
so auchy nachz.

FolgendeBeobachtunghalten wir fest:

C'ist offenbar genau dann bidirektional, wenn die Mealher Wege vorx: nachy in
G(— vy) gleich der Mengaller Wege vory nachz in G(— z) — selbstverstandlich
in umgekehrter Richtung durchlaufen —ist.

Beispiel 8.6-5:
C' sei der Routing-Plan fuk, aus Beispiel 8.6-4. Es werden die Knoteand
2 angeschaut:
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3 3

G (=1) G (—=2)

In G(— 1)ist{2 — 1,2 — 3 — 1} die Menge aller Wege vohinachl. Diese
stimmt (bis auf die Richtungen) tiberein mit der Menge allegé/vonl nach2
in G(— 2), letztere ist némlicH1 — 2,1 — 3 — 2}. Knoten1 und Knoten2
koénnen sich also stets gemeinsam erreichen oder nichtleerei

Dieser Routing-Plan ist jedoch nicht bidirektion&l— 1 — 2 — 3 ist Weg vord
nach3 in G(— 3), jedochis8 — 2 — 1 — 4 kein Weg inG (—4). Fallen also alle
Kanten bis auf die des Wegés— 1 — 2 — 3 aus, so kann 4 noch 3 erreichen,
jedoch nicht umgekehrt.

Satz 8.6-5: Fur den Graphenk, gibt es keinen Routing-Plan (mit= 3), der
kreisfrei und bidirektional ist.

Beweis: Wir nehmen an, es gebe einen solchen Routing-PlakVir wissen,
dass fur jeden Knoteh G(— k) ein azyklischer Diagraph ist, in dem min-
destens einx # k nur zwei Nachfolger hat. (Alle: # k£ haben mindestens
zwei Nachfolger.) Folgende Bezeichnung wird nun verwenfigtKnoten
J, kistc(j, k) die Menge der vor fur Ziel k verwendeten Nachbarn, formal

c(j, k) = {x|z Knoten, und es gibt eine {1,2,3} mit c(z, j, k) = x}.

Die Bidirektionalitat vonC' schléagt sich nun in einer Symmetrieeigenschatt
dieser Mengen nieder. Anwendung der obigen Mengenaussagaid\Wege
der Lange liefert

c(g, k) \ {k} = e(k, ) \ {7}

fur beliebigej und k. Anwendung der Mengenaussage aus der obigen Beob-
achtung auf Wege der Lande ergibt die Aussage: ist € c¢(j,k) und

h € c(i, k), so gilth € ¢(k, 7) undi € ¢(h, j).

Wir stellen fest, dass es in jede®{— k) einen Weg der LAngegeben muss.
Andernfalls waren die drei Knoten auf3em disjunkte Paare aufgeteilt (mit
jeweils Doppelkanten dazwischen), was unmdglich ist.

O. B. d. A. nehmen wir nun an, es gebe den Weg—» 3 — 4 — 2

in G(— 2), also3 € ¢(1,2) und4 € ¢(3,2). Es folgt4 € ¢(2,1) und
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3 € ¢(4,1). Durch Blick auf die Teilwege von Lang ergibt sich auch
3 € ¢(2,1), 4 € ¢(2,3),4 € ¢(1,2),und3 € ¢(1,4). Da G(— 2)
azyklisch ist, folgt nunc(4,2) = {2,3} (und ¢(2,4) = {3,4}) sowie
c(3,2) = {2,4} (und¢(2,3) = {3,4}). G(— 1) ist auch azyklisch, wor-
aus folgte(3,1) = {1,4} (und¢(1,3) = {3,4}) sowiec(4,1) = {1,3}
(und ¢(1,4) = {3,4}). Jetzt wirdc(4, 3) betrachtet. Angenommen, es gilt
1 € ¢(4,3). Wegen4 € ¢(2,4) haben wir den We@ — 4 — 1 — 3in
G(— 3) und somit (wege8 — 1 — 4 — 21in G(— 2)) 1 € ¢(3,2),
einen Widerspruch. Die Annahmes ¢(4, 3) kann @hnlich zum Widerspruch
gefuhrt werden, womit der Beweis erbracht ist.

Wie der obige Satz — und im Grunde schon die Charakterisjeroim Hilfe der
Wege — zeigt, ist die Eigenschaft der Bidirektionalitat sehr schwer in den Griff
zu bekommen. Zum Gliick ist es jedoch so, dass in einer Anwencei der der
zugrundeliegende Routing-Plan nicht bidirektional is¢, Erotokolle der hdéheren
Schichten immer noch die daraus resultierenden Problefaagdn konnen. In der
Tat ist es auch im ISDN-Netz der Deutschen Telekom so, dash dlie spezielle
hierarchische Struktur des Netzes der Vermittlungsstelie Kreisfreiheit gewahr-
leistet ist, die Bidirektionalitat jedoch nicht.

Selbsttestaufgabe 8.6-1:

Fur einen Graphen G mit n vielen Knoten und: 2 Eintragen fir jede Ursprung-
Ziel-Kombination soll ein Routing-Plan C mittels des Aligfamus "SP-Routing mit
Praferenz” erstellt werden. Bestimmen Sie die Komplegigges Algorithmus (in
Abhangigkeit von n).

8.7 Optimales Routing

Die in den vorigen Abschnitten angesprochenen Ziele desiipbzw. Kriterien

fir gutes Routing haben sich als teilweise gegenlaufig lsgeatellt. Will man die
verschiedenen Ziele gegeneinander abwagen (z. B. Nutzdgtahst kurzer Wege
gegeniber gleichmaliger Netzbelastung), so miussen dBngféen quantifiziert
werden, um in eine gemeinsame zu optimierende Zielfunkdingehen zu kénnen.

Als Grobziele des Routing werden oft genannt

e die Maximierung des Durchsatzes und

e die Minimierung der durchschnittlichen Paketlaufzeit.

Es liegt auf der Hand, dass diese beiden Grobziele ebegtdksnlaufig sind — eine
Verbesserung hinsichtlich eines der beiden Ziele wirdsst@te Verschlechterung
hinsichtlich des anderen nach sich ziehen. Es obliegt desardmenspiel von Rou-
ting und Flusskontrolle, das Netz im Sinne einer Balancesziaén diesen beiden
Grobzielen moglichst gut zu nutzen.
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Beispielhaft soll im folgenden fur ein einfaches Modell gegeigt werden, auf
welche Art mathematischer Probleme der Versuch der Bewgriton Routing-
Algorithmen fuhrt.

Wir gehen wieder von einem ungerichteten Graptemit den Eckenl, ..., n aus.
Die Belastung einer Kantg setzen wir als konstanten Wery; an (mit der Einheit
Datenbldcke/sec), der sich nur aufgrund von Aktualisigeamdes Routing andert.
Es wird ferner vorausgesetzt, dass sich der von den Kno#sugte Verkehr mit
der Zeit nicht andert.

Als zu minimierende Kostenfunktion wahlen wir den Ausdruck
> Dy (Fy),
ij

wobei die FunktionerD,; folgendermalfen festgelegt sind:

F’Z. .

Dij(Fy) = ——
i (Fg) Cy; — Fij

Dabei bezeichnef;; die Ubertragungskapazitat der Kanjggemessen in densel-
ben Einheiten wig;;) und d;; die Verarbeitungs- und Ubertragungszeit langs der
Kante:j.

Auf eine genaue Motivation des obigen Ausdrucksily( F;;) soll an dieser Stelle
nicht eingegangen werden. Man kann zeigen, dass unter ggwinnahmen der
Ausdruck) D;;(F;;) gleich der durchschnittlichen im System befindlichen Ariza

j
von Datenbl6cken ist (s. etwa [BER]). Hier soll nur festgedrawerden, dass obi-
gesD,;(F;;) die Tatsache ausdrickt, dass die Belastung einer KanteaacheRhrer
Kapazitat zu Uberlast (im Englischen "Congestion”) und ahén "Kosten" fuihrt.

Als néchstes wird fur das verwendete Modell ein Problemnogiien Routings for-
muliert. Es geht darum, fir das vorgegebene Verkehrsaufi@mdie Wege durch
das Netz (und damit di¢};) so auszuwahlen, dass die Kostenfunktion minimal
wird.

Fur jedes Paaw = (i, j) von verschiedenen Knoten gebe es ein konstantes durch-
schnittliches Verkehrsaufkommet; r,, (gemessen in Datenblécken/sec) ist also
die Ankunftsrate von Verkehr, der in Knotéims Netz tritt und firj bestimmt ist.

Wir fihren nun folgende Bezeichnungen ein:

W — Menge aller Ursprungs-Ziel-Paare

P, — Menge aller gerichteten Wege vom Ursprung zum Ziel
des Paares. (An dieser Stelle kdnnte eine
Einschrankung gemacht und nicht alle Wege
zugelassen werden.)

xz, — Der Fluss (in Datenblocken/sec) auf Weg

Unser Optimierungsproblem kann nun folgendermalf3en foemuwerden
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Minimiere

sz

Wege p durch ij

mit den Nebenbedingungen

> z,=r, firaleweWw

pEPw
undz, > Ofiralle pe P, undw € W.

Bevor wir zu einer Charakterisierung der optimalen Losuieges Optimierungs-
problems kommen, wobei interessanterweise kirzeste Wegesnspiel kommen,
wollen wir noch einmal auf die Beschrankung der Aussagekiafveisen, die sich
durch die Wahl unseres Modells ergibt. So ist die gewahltsté@unktion z. B.
nicht beeinflusst von einer hohen Varianz des Verkehrsaoufkens oder von Kor-
relationen zwischen Paketankunftszeiten und Ubertraggeitgn. Man stoRt hier
jedoch sehr schnell an die Grenzen des bisher analytisobrélithten; beispiels-
weise hat man keinen exakten analytischen Ausdruck fur dieeMerte oder Vari-
anzen der Warteschlangenlangen in einem Datennetz.

Wir bendtigen den folgenden Hilfssatz, der unter sehr allgjaen Voraussetzungen
optimale Losungen charakterisiert:

Hilfssatz 8.7-1: Es seiX eine konvexe Teilmenge des n-dimensionalen Raums
R™ Giber den reellen Zahlery, sei eine aufX definierte differenzierbare kon-
vexe Funktion mit Werten iR. Dann istz* € X genau dann eine optimale
Losung des Problems

Minimiere f(x) far z e X,

wenn fur aller € X gilt

n a *

Z gi;l)(xz — ;) > 0.
=1
Dabei ist wie ublich mit% die erste partielle Ableitung voii nach der i-ten

Komponente — ausgewertet an der Stelie- bezeichnet.

Der Hilfssatz gehort zum Standard einer Optimierungssgaoirkg und soll hier nicht
bewiesen werden. Interessierte Leser seien auf die Litevatwiesen (z. B. auch
[BERY]).

Da sowohl die Kostenfunktion als auch die Definitionsmengseves Minimie-
rungsproblems konvex sind, kann der Hilfssatz angewendedem. Die Rolle der
Variablenz; des Hilfsatzes wird dabei von den einzelnen Flissg(mitp € P,
undw € W) gespielt.

Eine Umformulierung der Charakterisierung des Hilfssafgédrt dann hier zu fol-
gender Aussage: z* ist genau dann optimal, wenn fir allee W

z, >0 (p € P,)
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nur dann gilt, wenn

oD() _  OD@")

Bxp/ - a{L'p

fur allep’ € P, ist. D(x) ist dabei die oben definierte Kostenfunktion.

In Worten heil3t das: eine Menge von Weg-Flissen ist genan datimal, wenn

der Fluss nur auf solchen Wegen positiv ist, auf denen eingskergré3erung zu
einem minimalen Anstieg der Kosten fiihrt. Mit einem gewmsBecht kann man
diese Wege "kirzeste Wege" nennen, und unter geeignetangdeden werden
diese auch den graphentheoretisch kiirzesten Wegen afitspre

Selbsttestaufgabe 8.7-1:

Erlautern Sie die Schwierigkeiten, das Routing in einem ikamkationsnetz opti-
mal zu gestalten.
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9.1 Zufallsgraphen

Was ist ein Zufallsgraph?
Die Grundidee kann mit dem folgenden Beispiel verdeuthebitden.

Beispiel 9.1-1:
Das im folgenden Diagramm dargestellte Netz sei gegeben:

k

4 ! 3

K, ky K

1 2
Kk

Wir nehmen an, jede Kante sei mit der Wahrscheinlichkeit (0 < p;, < 1)
verfugbar. Dies bedeutet, dass sie mit der Wahrscheirdittik — p;) ausfallt.
Die vier Stationen (Knoten) seien ausfallsicher. Sind altiglichen Wege als
Kommunikationswege zugelassen, so ist die Wahrschekdit® (1 « 4),
dass 1 mit 4 (und auch 4 mit 1) kommunizieren kann, offenbgelgen durch
die Wahrscheinlichkeit, dass

- Kantek; intakt ist oder

- k3 und k4 intakt sind oder

- ko und k4 und k5 intakt sind.

Bezeichnen wir das Ereignisk;" ist intakt" kurz mit 'k;", und verwenden
wir wie Ublich das Zeichervflir "oder" und A fur "und”, so haben wir also
P(le4) = P{ki V (ksA ky) V (k2 AN ks N ks)}. Dabei ist mit
p{ A} die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A bezeichnet.

Um nun die Zahlerp;, ..., ps; einsetzen zu kdnnen, muss der Ausdruck

ki vV (ks N kg V (ke AN ks A ks) so umgeformt werden, dass sich
eine ODER-VerknUpfung sich gegenseitig ausschlieRendeigiisse ergibt.
Wir verweisen hier auf den Anhang, in dem Notwendigkeit undghthkeit
solcher Umformungen dargelegt sind. Eine logisch aquntal&orm ist z. B.
ki vV (K N ks AN ke) vV (Ky N ke NES AN kg A ks), wobeik] die
Negation vonk; bezeichnet. Damit folgP (1 «<» 4) = p, + (1 — p1) p3 ps +

(I —p1) p2 (1 — p3) ps ps. Sind insbesondere allg gleich einemp, so hat
manP (1 < 4) = p + p* — 2p* + p°. Furp = 0,99 ergibt sich z. B.
P (1 4) =0,999898.
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Zu diesem Beispiel sind einige Bemerkungen angebrachinBssar Ausfalle von
Kanten betrachtet und die Stationen (Knoten) als austaksiangenommen wor-
den. Wir werden auch im weiteren meist von dieser Annahmgedien. Dies hat
seine Rechtfertigung in folgender Uberlegung: In der Reged unser Zuverlas-
sigkeitsmald auf funktionsfahigen Zustanden basierengdéeen je zwei Statio-
nen miteinander kommunizieren kdnnen. Letzteres kannattiezhin nur der Fall
sein, wenn alle Knoten intakt sind. Dies bedeutet: die Zégsigkeit der einzelnen
Knoten geht einfach als zusatzlicher multiplikativer Fakh die zu untersuchende
Zuverlassigkeit ein und hat damit fur die weitere Analysm&dedeutung.

Ein Rechenschritt des Beispiels bestand darin, einen Boloén Ausdruck in eine
Disjunktion von Konjunktionen von (eventuell komplememnten) Variablen so
umzuwandeln, dass die einzelnen Terme zueinander disgimdt(d. h. sich aus-
schlieRen), um daraus dann die Wahrscheinlichkeit bestimru kénnen. Uber das
hier vorliegende Problem, welches (algorithmisch) nightaeh zu l6sen ist, kann
man sich im Anhang informieren.

Es muss auch herausgestellt werden, dass die in dem obiggndsgefragte Wahr-
scheinlichkeitP (1 < 4) naturlich eine andere sein kann, wenn nicht alle physi-
kalisch mdglichen Wege erlaubt sind. Wie wir aus dem Abdtlitier das Rou-
ting im Zeichengabesystem Nr.7 wissen, gibt es Kommurokatietze mit dieser
Eigenschaft. Die Zuverlassigkeit ist somit aul3er von deesteuktur auch von dem
gewahlten Routing abhéngig.

Beispiel 9.1-2:
Fur das Netz aus Definition 1.1-1soll nun der folgende RguRtan verwendet
werden:

von/nach| 1 2 3 4
1 - 2,3 32 43
2 1,3 - 31 1;3
3 1,2 2,1 - 41
4 1;3 1;3 351 -

Wir wollen die Wahrscheinlichkei (1 — 4) bestimmen, dass Station 1 Nach-
richten an 4 (erfolgreich) schicken kann. Da nun Stationr2Nféchrichten zu
Ziel 4 fur Station 1 gar nicht in Frage kommt, ergibt sich hier

= P{ky V (k] N k3 A ky)}
p1+ (1 — p1)pspa

Nimmt man wieder ein konstantesfur alle p;, so hat manP (1 — 4) =
p + p?> — pPundmitp = 0,99 P (1 —4) = 0,999801. Dies ist, wie
man sieht, etwas schlechter als der Wert in 1.1.1. (Dort whissverstandlich
P(le4) =P@4—1))
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Was ist also ein Zufallsgrapti?

Man kann sich das intuitiv folgendermalf3en vorstellen: Higr Bckenpaaré: =

(e, f) € E x E wird unabhéngig entschieden, blgine Kante vortz sein soll oder
nicht; die Wahrscheinlichkeit, dagine Kante sei, soll dabei jeweils gleich einem
festen Wertp sein 0 < p < 1). Mit anderen Worten machen wir im folgenden
die Annahme, dass nur die Kanten "dem Zufall unterliegent'jade Kante mit der
gleichen Wahrscheinlichkeitvorhanden ist. Mit dieser Festlegung wird die Menge
&(n, p) aller Graphen auf der Eckenmengie= {1, 2, ..., n} zu einem Wahrschein-
lichkeitsraum, wobei die Elementarereignisse den eirzelBrapherc = (£, K)
entsprechen. Genauer gesagt verhalt es sich so:

IstG, = (£, K) ein konkreter Graph auf der Eckenmengeund enthal#s< m viele
Kanten, so hat das Elementarereigfis } die Wahrscheinlichkej_zﬁm-q(g)‘m, d.h.

ein Zufallsgraph ist mit dieser Wahrscheinlichkeit gergéeau dieser Grap®i;.
(Wie Ublich istl — p durchg abgekurzt.)

Zur Begrindung dieser Formel muss man sich nur klar mactsess, dien vielen
Kanten ausk’ vorhanden sein missen - dies fuhrt zum Faktdr- und die restli-
chen mbglicher(g) — m vielen Kanten samtlich nicht vorhanden sein sollen — dies

fuhrt zug() -,

Beispiel 9.1-3:
4 3
1 2
G
4 3
1 2
&

Furn = 4 hat der Grapl(, die Wahrscheinlichkeit'q?, G, besitzt die Wahr-
scheinlichkeitp®q>.

Auf einen vollstandigen Beweis, dass man in der obigen Waiseler Tat
einen Wahrscheinlichkeitsraum bekommen hat, wollen wer kerzichten. (Man
betrachtet dazu zu jeder mdglichen Kante den "kleinen" Wtwinlichkeits-
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raum mit nur zwei Elementarereignissen - Kante existiergrodicht - und
dann den Produktraum all dieser Wahrscheinlichkeitsraibieser kann mit dem
uns interessierenden Raum identifiziert werden.) Wenn ilgefaden von der
Wahrscheinlichkeit die Rede ist, dass ein beliebiger Grapke &(n,p) eine
gewisse Eigenschaft (*) hat (z.B. dass er zusammenhangs)dso ist dies
immer eine abkirzende Sprechweise fur das Wahrscheieiisinkald der Menge
{G € &(n,p) | G hat die Eigenschaft (%) . Man kann sich (siehe folgendes Bei-
spiel) leicht klar machen, dass diese formale Festlegungeniintuitiven Vorstel-
lung Ubereinstimmt.

Beispiel 9.1-4:

SeiG € &(3, p). Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass zwischen derekck
1 und 2 ein Weg existiert?

Da entweder die Kante 12 existieren muss, oder aber (fatls)ni3 und 32,
ergibt sich als Wahrscheinlichkeit+ ¢p?.

In den obigen Beispielen sind Zufallsgraphen dazu verwewdeden, um Kom-
munikationsnetze mit ausfallgefahrdeten Kanten zu mueateh. Dies wird auch
im néachsten Abschnitt im Mittelpunkt der Betrachtungerste Im Rest des vor-
liegenden Abschnitts soll beispielhaft aufgezeigt werdealch wichtige Rolle
die Zufallsgraphen heute innerhalb der Graphentheorielespi Die Theorie der
Zufallsgraphen hat sich in den letzten Jahrzehnten zu eigenen Disziplin ent-
wickelt.

Sehr bekannt ist der folgende Satz von Erdos.

Satz 9.1-1: Es gibt Graphen, die zugleich eine grol3e Taillenweite und Bbhe
chromatische Zahl haben. Genauer gesagt: Zu jeder natiehcZahlk exis-
tiert ein GraphG mit g(G) > kundx(G) > k

Taillenweite g(G) Dabei wird unter defaillenweite ¢(G) die Lange eines kurzesten KreisesGn
Chromatische Zahl  verstanden. Diehromatische Zahl x(G) ist die kleinste naturliche Zahit von
x(G)  Farben, mit denen die Ecken veh"gefarbt" werden konnen derart, dass benach-
barte Ecken stets unterschiedliche Farben erhalten. Wanniier diese Begriffs-
bildungen nachdenkt, scheint es auf den ersten Blick s®, Gasphen mit "weni-
gen" Kanten (relativ zur Eckenanzah) zu grol3er Taillenweite tendieren; ist der
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Graph lediglich ein Kreis mit vielen Kanten, so ist offenbaf(G) = n. Auf der
anderen Seite scheinen viele Kanten fur eine hohe chrarhatigahl zu sprechen -
man denke an den vollstandigen Grapligp der offensichtlich die gré3tmaogliche
chromatische Zaht besitzt. So gesehen, liegt die Annahme nahe, dass siche'grof3
Taillenweite” und "hohe chromatische Zahl" widersprecHear Satz von Erdos
besagt jedoch, dass dies nicht der Fall ist.

Wie beweist man einen solchen Satz, der der Intuition zu mptechen scheint?
Es erscheint sehr schwierig, einen Graphengfiit) > k£ und x(G) > k zu kon-
struieren bei einer solchen konstruktiven Vorgehenswiese stitat sich meist auf
kleinere Bausteine, die zu dem gesuchten Objekt zusamnsetzj@verden - man
hat aber hier keine Idee, wie diese Bausteine aussehenekoriviin kommen wir
zu dem Punkt, auf den wir hier hinaus wollen: Zum Beweis di€#tzes hat Erdos
im Jahre 1959 die "probabilistische Methode" eingefluimidem er (kurz gesagt)
zeigt, dass fur geniigend grof¥esnit geeignetenp die Wahrscheinlichkeit, dass
ein Zufallsgraphz € &(n, p) sowohlg(G) > k als auchy(G) > k erfullt, gréRer
als Null ist!

Ein ganz eigener Typ graphentheoretischer Satze erglytsenn markigenschaf-
ten fast aller Graphetetrachtet. Wir wollen einen Satz von diesem Typ komplett
beweisen, um so beispielhaft in die Theorie der Zufallsigeapeinzusteigen. Dabei
gehen wir von folgender Begriffsbildung aus: Eine Graphgereschaft wird durch
eine Klasse von Graphen modelliert, die mit jedem Graphe alie dazu iso-
morphen Graphen enthélt; dadurch wird es moglich, von ddnw¥¢heinlichkeit zu
sprechen, dass ein Graph die betreffende Eigenschaft hat.

Ist p gegeben, so kann man fur eine Grapheneigenseéhafitersuchen, wie sich
die Wahrscheinlichkeit der Menge allér € &(n,p) mit G € €& verhalt, wenm
immer gréRer wird. Strebt diese Wahrscheinlichkeit gegesokagt man, dagast
alle G € &(n,p) die Eigenschaft haben; geht sie gegen 0, so fest keinG €
&(n, p) die Eigenschaft.

Der Vorbereitung des Satzes dient:

Lemma 9.1-1: Furp ¢ {0, 1} ist jeder GraphH ein Untergraph fast aller Gra-
phenG € &(n,p).
(Praziser formuliert: Fast alle Graphety € &(n,p) enthalten einen zi
isomorphen Untergraphen.)

Beweis: Ein beliebiger Graphd mit & vielen Ecken sei gegeben. 16t C
{1,2,...,n} irgendeine Menge voh vielen Ecken vorG € &(n,p), So ist
sicherlich der vorJ innerhalbG aufgespannte Untergragh[U] mit einer
Wahrscheinlichkeit > 0 isomorph zuH. Diese Wahrscheinlichkeit hangt
selbstverstandlich vop ab, nicht jedoch vom. Nun denken wir uns die
Eckenmengg1,2,...,n} von G in |n k| disjunkte solche Teilmengeli
unterteilt. Die Wahrscheinlichkeit, dass nkeinerder Teilgraphen der Form
G [U] isomorph zuH ist, betragt offenbafl — r)l*/*). Insgesamt ergibt sich
damitP(H ¢ G) < (1 — r)lvkl — 0 (fur n — o0), was zu beweisen
war.
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Es folgt ein zweites Lemma, mit dessen Hilfe fir eine Reihe fgenschaften
gezeigt werden kann, dass fast jeder Graph sie hat. Dazicheea wir mitP;; fur
i,j € N die Eigenschaft, dass der Graph mindestens;j viele Ecken hat und zu
je zwei disjunkten Eckenmengén IV mit |U| < ¢ und || < j stets eine Ecke
v ¢ U UW enthalt, die zu allen Ecken adj jedoch zu keiner aud” benachbart
ist.

Lemma 9.1-2: Fur gegebene ¢ {0,1} undi,j € N hat fast jeder Graph
G € &(n, p) die Eigenschaff,;.

Beweis: In einem Zufallsgraphe’ € &(n,p) seienU und W mit |U| < i
und |W| < j gegeben. Die Wahrscheinlichkeit, dass nun eine Eckg
U U W zu allen Ecken aud/, jedoch zu keiner aus$l’ benachbart ist,
betragt offenbap!VI¢!""! > pi¢/. Folglich gilt fiir die Wahrscheinlichkeit,
dass fur diese Mengeli und W kein solches existiert, die Ungleichung
(1 — plUlgWhr=IUI=IWI < (1 — pigZ)"~=7. Da es auf jeden Fall nicht mehr
alsn*™7 viele solcher Mengen U und W in G gibt, betragt die Wahrschein
lichkeit, dass sich darunter ein Paar ohne ein geeigneteindet, hochstens
n'(1—p'q¢?)"~=7, und dieser Wert konvergiert fiir — oo gegen Null (weil
1 —pig/ < 1list).

Daraus ergibt sich nun die folgende interessante Folgerung

Folgerung 9.1-1: Fur gegebenep ¢ {0,1} undk € N ist fast jeder Graph in
&(n, p) k-zusammenhéngend.

Beweis: Aufgrund von Lemma 9.1-2 ist die Folgerung klar, wenn wir tibgr-
legt haben, dass jeder Graph mit der Eigenschaft ; k-zusammenhéangend
ist. Ist aber~ eine Menge von weniger alsvielen Ecken, so haben je zwei
weitere Eckenz,y einen gemeinsamen Nachbarn¢ F', also kannF die
Eckenx undy nicht trennen.

Ebenfalls interessant — und auch etwas uUberraschend — ist:

Folgerung 9.1-2: Fur gegebenes ¢ {0, 1} hat fast jeder Graph i®(n, p) den
Durchmesser 2.

Beweis: Aus Lemma 9.1-2 folgt, dass es (mit= 4 undj = 0) zu jedem Weg
von Lange 3 eine Abklrzung von Lange 2 gibt.

Hiermit wollen wir die Einfihrung in die Theorie der Zufaliaphen beenden.

9.2 Der Zusammenhang von Zufallsgraphen

Das folgende, fur Zuverlassigkeitsbetrachtungen offerddavante Problem wurde
bereits im vorrigen Abschnitt angesprochen:

Gegeben seien mit 1, 2, ..., n bezeichnete Ecken eines Grapliejede der(;‘)
vielen moglichen ungerichteten Kantgenseip;; (0 < p;; < 1) die Wahrschein-
Zufallsgraph  lichkeit, dass die Kante¢j existiert. Wir sprechen von einegufallsgraphen und



9.2 Der Zusammenhang von Zufallsgraphen

235

fragen nach der Wahrscheinlichkeit, dass der Graph einésgevicigenschatft hat
(z. B. dass er zusammenhangend ist).

Beispiel 9.2-1:
Es sein = 3. Die Wahrscheinlichkeitep;; seien wie im folgenden Diagramm
gegeben:

Als G sei nun der Graph mit den Kanten 13 und 23 definiert:

Man erhalt

P{G} = P13 © P23 (1 - plz)

el

Dies hat folgende Interpretation: Sind 1, 2, 3 die Statioe@es Datennetzes,
und stelltp;; die Wahrscheinlichkeit dar, dass zu einem beliebigen Aekpdie
Kanteij intakt ist, so hat das Netz zu irgendeinem Zeitpunkt mit \&ehein-
lichkeit 1/9 die durchG gegebene Struktur.

Wir fassen jeden einzelnen Graph@rals Ereignis auf, welches mit einer gewissen
WahrscheinlichkeitP{G} auftritt. Strenggenommen befinden wir uns hier in dem
Produkt von(g) vielen den Kanten zugeordneten Wahrscheinlichkeitsrausiehe
etwa [PAP]).

Mi G,, bezeichnen wir alle Graphen mit der Eckenmefige.., n}. Fur eine belie-
bige Teilmenge- C G, sei P{r} die Wahrscheinlichkeit, dass einer der Graphen
ausT auftritt; m. a. W. stelltP{r} die Wahrscheinlichkeit der ODER-Verknupfung
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der einzelnen Graphen (Ereignisse) awkar. Da sich diese verschiedenen Graphen
alle gegenseitig ausschliel3en, gilt hier

P{r} = > P{G}.
Ger
P {7} ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufallig herausdégrer Graph mit
Eckenmengél,...,n} zu der Menge gehort.

. < G, sei die Menge der zusammenhéangenden Graphen mit Eckenmenge
{1,...,n}. P{r,} istalso die Wahscheinlichkeit, dass ein beliebiger G@pk G,
zusammenhéangend ist. Diese Wahrscheinlichkeit hangtlichitiion den einzelnen

pi; ab, was wir jedoch der Einfachheit halber nicht in die Belzeimg P{r,,} mit
aufgenommen haben.

Beispiel 9.2-2:

Wir gehen wieder vom = 3 und den in Beispiel 9.2-1 verwendeten Kanten-
wahrscheinlichkeiten aus und wollét{ 3} bestimmen.

Ein GraphG mit Eckenl, 2, 3 ist offenbar genau dann zusammenhangend, wenn
er mindestens zwei Kanten hat. Die vier Moglichkeiten siiet Hargestellt:




9.2 Der Zusammenhang von Zufallsgraphen 237

Man erhalt

—_

wWiN W

Ein interessanter Sonderfall liegt vor, wenn einige der ictign Kanten;j mit
Sicherheit nicht auftreten (und wenn somjt = 0 fir diese Kanten gilt). Fur
einen Grapheid: auf der Eckenmengg = {1,...,n} mit Kantenmenge< kann
sicher nur danP{G} # 0 gelten, wennP (k) # 0 fir jedesk € K ist. Bezeichnet
man die Menge aller Kantelh=ij mit P(ij) # 0 mit &, so kann man sagen:

FurG = (E, K) gilt P{G} # 0 genau dann, wend ein Teilgraph vorG = (E, K)
ist.

Durch Betrachtung des Graphéh(statt i,,) hat man die Wahrscheinlichkeitsbe-
trachtungen quasi auf "relativiert". In der Literatur stéRt man oft auf diesen
Ansatz, den auch wir im nachsten Abschnitt zugrundelegedeve

Beispiel 9.2-3:
Die im folgenden Diagramm eingetragenen Kantenwahrstbekeiten fur
E ={1,2,3,4} seien gegeben:

1
4 /4 3
3
0 74
, 4
1 2
Y

FurG = (E, K) hat man dann:
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1

4 4 3
Y

£ %

1 2
71

P{G} # 0 gilt offenbar nur fur Graphety, die Teilgraphen voi sind.

Die zusammenhangenden Teilgraphen vosind in folgenden Diagrammen
dargestellt:

1

4 74 3 40— %1 3
~
~
1 AN
& % ~& %
~
~
~

1o 2 1o = 2

% %

- 1.1 3.3 1 3 3. 3 1 1 3 1 3.1 3. 3
P{7—4}__ ....... b EF B8 B8 & b b S8 B8 & SO A BF &

Es ist auch Ublich, dies so auszudr[]ckef’f—8 “‘ist die Wahrscheinlichkeit, dass
der Graphiy zusammenhangend ist.”

Als nachstes soll das Problem der Bestimmung ¥qnm,,} allgemein untersucht
werden fir den Fall, dass alle Wahrscheinlichkeitgngleich einem konstanten
p(0 < p < 1) sind.Gefragt wird also nach der Wahrscheinlichkeit, dasbeliebig
ausgewahlter Graph auf Ecken zusammenhangend ist. In der Terminologie von
Abschnitt 9.1 geht es also nun um die Frage, mit welcher Vhleislichkeit ein
GraphG € &(n, p) zusammenhangend ist.

Wir setzen abkurzend,, := P{r,}. f» = f.(p) ist eine Funktion (genauer: ein
Polynom) der Wahrscheinlichkeitund stellt die Wahrscheinlichkeit dar, dass der
vollstandige Graphk,, zusammenh&ngend ist. Ein zusammenhangender spannen-
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der Teilgraph vork,, muss mindestens— 1 viele Kanten enthalten, insgesamt hat
K, (3) viele Kanten.

Mit g(n,b) seifiirn — 1 < b < (%) die Anzahl aller zusammenhangenden Gra- Anzahl aller

phen auf der Eckenmenggl, ..., n} mit b vielen Kanten bezeichnet. zusammenhangenden
Graphen

Satz 9.2-1: Mit den obigen Bezeichnungen gilt

()
o= gln.b) g (1—p)E)",

b=n—1

Beweis: Dies folgt unmittelbar daraus, dass jeder einzelne diesapli&n mit
vielen Kanten eine Auftrittswahrscheinlichkeit von

PP (1—p))
hat.

Leider ist die obige Formel zur Berechnung nicht sehr pkakiel, da keine guten
Verfahren (im algorithmischen Sinne) auf der Hand liegém Kabeffizientery(n, b)
zu berechnen. Wir werden auf dieses Problem an spateré atelickkommen.

Wir kdnnen jedoch eine rekursive Formel fiif (n = 1,2, ...) angeben, die ohne
die Zahleng(n, b) auskommt:

Satz 9.2-2:
Es gilt fi=1
n—1
undfirn>1 f,=1-— > (Zj) i (1 — p)k=h),
k=1

Beweis: Die Aussage Ubef; ist trivial.
Nun sein > 2 gegeben. Um die Rekursion zu zeigen, betrachten wir fur
1 < k < n die Wahrscheinlichkeit;,, dass die den Punkt 1 enthaltende
Zusammenhangskomponente aus genaiglen Ecken besteht. Wir behaup-
ten, dass

we (i) roopte

gilt. Da auRerdem

n

szzl

k=1
gilt, folgt damit dann

n—1

k=1

und durch Einsetzen von, die zu zeigende Behauptung. Die Gliltigkeit der
obigen Formel fiie;,, wird mit folgender tUberlegung klar: Es gi(fgj) viele
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Moglichkeiten, aus den — 1 von 1 verschiedenen Eckeén— 1 auszuwahlen,

die mit 1 eine k— elementige Zusammenhangskomponente bilden kdnnen.
dassdiesek Ecken eine Zusammenhangskomponente bilden, hat die Wahr-
scheinlichkeitf,, (1 — p)*™=%) denn dieseé: Ecken missen erstens einen
zusammenhéangenden Graphen bilden (die fuhrt zu dem F@rond dirfen
zweitens keine zu einer weiteren Ecke fihrende Kante habes {verbietet”

k(n — k) viele mogliche Kanten).

Damit ist der Satz bewiesen.
Beispiel 9.2-4:

Man rechnet leicht aus, dass sich biszu 4 die folgenden Polynome infur
fn ergeben:

f2 = D
fi = 1-(1-p?-2p(1—p)® = 3p*-2p°

fi = 1-(1-pP-3p(1-p* — 33p*-2p*)(1—-p)®
= 16p® — 33p* + 24p°® — 6p°

Furp = 0,99 hat man also:

fo = 0,99
£y = 0,999702
fi ~ 0,999996

An dieser Stelle muss eine Bemerkung zur algorithmischemgexitat der
Berechnung vorf,, gemacht werden. Die in dem obigen Satz angegebene rekursive
Formel liefert offenbar ein polynomiales Verfahren (gesssin der Grél3e von)

zur Bestimmung vory,,. Ist das Polynony,,(p) auf diese Weise bestimmt, kbnnen
uber ein lineares Gleichungssystem auch die Koeffizieptenb) aus Satz 9.2-1
errechnet werden.

Beispiel 9.2-5:
Es sollen die Koeffizienten(4, b) fur die Darstellung

fr = 9(4,3)p°(1=p)° + g(4,4)p*(1—p)* + g(4,5)p°(1 —p) + g(4,6)p°
berechnet werden. Aus Beispiel 9.2-4 wissen wir, dass gilt:
fi = 16p° — 33p* + 24p° — 6p°.

Zur Bestimmung der vier Unbekannten setzen wir hier die®er= 1, —1,2
und—2 ein und erhalten:

fl) = 1, fi(=1) = =79, fu2) = =16, fu(=2) = —1808.
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Einsetzen der so gewonnenen Wertepaare in die obere Ghgjdlefert nun das
Gleichungssystem

1 = 9(4,6)
-79 = -89(4,3) + 49(4,4) - 2g9(4,5) + g(4,6)
-16 = -89(4,3) + 169g(4,4) - 329(4,5) + 64g(4,6)

-1808 = -2169(4,3) + 1449(4,4) - 96g(4,5) + 649(4,6)

Dessen eindeutige Losung erhélt man schlieRlich mit deichigrh Methoden
(z. B. dem Gaul3schen Algorithmus):

9(4,3) = 16, g(4,4) =15, g¢(4,5) =6, g(4,6) = 1.

Nach diesem ersten Einstieg in die Eigenschaften von Agficphen wollen wir
dieses Thema voribergehend verlassen. Wir werden es badiémaufgreifen, um
dann Verfahren zur Berechnung wie auch Abschatzungen &iNdtzzuverlassig-
keit zu erhalten. Der Vollstandigkeit halber soll noch a#gigt werden, wie z. B.
das Polynony; = 3p? —2p? durch Untersuchung Boolescher Ausdriicke gewonnen
werden kann:

Wie im vorigen Abschnitt stehe die Boolesche Varialilg Tur die Aussage "Kante
k; ist intakt". Es ist dann

fs = P{(ki N ko) V (k1 ANk3) V (ko A k3)}.
Die zugehorige kanonische DNF (siehe Anhang) lautet

(k1 Nk ANk3) V (kY ANka Nk3) V (k1 A ky A k3) V (k1 A ke AKS),
folglich gilt

fs=1p>+3p” (1—p) =3p” - 2p°.
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Zustand

funktionsfahiger
Zustand

Zuverlassigkeit

Selbsttestaufgabe 9.2-1.:
Man bestimme den Koeffizientgfd, 4).

9.3 Zuverlassigkeitsmal3e und -polynome

Wir gehen in diesem Abschnitt stets von einem ungericht@raphen = (£, K)
auf der Eckenmeng® = {1,2,...,n} aus, der nicht als vollstandig (bzw. vollver-
mascht) vorausgesetzt wird.

G soll die Grundstruktur eines Kommunikationsnetzes dieste

Es wird angenommen, dass nur Kanten (und keine Ecken) kustadnnen. Fir
jede Kantek € K ist dies zu einem beliebigen Zeitpunkt mit einer festen Wahr
scheinlichkeitl — p(k) der Fall, und die Ausfélle verschiedener Kanten seien von-
einander unabhangig.

Bei den folgenden Zuverlassigkeitsuntersuchungen wivdrausgegangen, dass
die Funktionsfahigkeit des Netzes nur von der aktuellenolagie (d. h. welche
Kanten gerade intakt sind und welche nicht) abhangt. Alsedéssigkeit wird also
die Wahrscheinlichkeit definiert, dass sich der Graph iremirfunktionsfahigen
Zustand befindet.

Formaler kommt man zu folgendem Begriffsaufbau:

Eine beliebige Kantenmenge C K heil3t einZustand. Nun sei eine Menge
von ZustandernF(G) C P(K) ausgezeichnet, die genau dismktionsfahigen
Zustande enthalt.

Als Zuverlassigkeit z(G) bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeit, dass sich der
Graph in einem funktionsfahigen Zustand befindgt;) ist naturlich vonF(G)
abhangig.

Beispiel 9.3-1:
Der im folgenden Diagramm dargestellte Graph sei gegeben:

Kk
4 E 3
k, K,
1 2
Kk

Es seip(k;) = p = 0,99 fur jede Kantek;.
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Im ersten Fall seF, (G) = {{k1, ko, k3, k4 } }. Das Netz ist also nur dann funk-
tionsfahig, wenn alle Kanten intakt sind. In der Anwendurggmsich dies aus
der Forderung ergeben haben, dass sich alle Stationensgginter Zuhil-
fenahme hochstens einer Zwischenstation erreichen konnen

Es ergibt sich

Z(G) = P {]{?1 N kQ A ]{73 N ]{Z4}
= 0,99 =~ 0,960596

Im zweiten Fall seiFy(G) = {{k1, ko, ks, ks, {k1, ko, k3},
{]{71, k27 k4}7 {klu k37 k4}7 {k27 k37 k4}}

Funktionsfahigkeit korrespondiert hier zu dem Zusammeaghdes Graphen.
Fur die Zuverlassigkeit folgt

2(G) = 0,99 +4-0,99°- 0,01 ~ 0,999408.

Schon in Abschnitt 9.1 wurde darauf hingewiesen, dass dieZassigkeit auch
von dem im Netz angewendeten Routing (und in der Realitéissadrstandlich
von weiteren Protokollfestlegungen) abhangt. Die Belspie Beispiel 9.3-1 zei-
gen, dass uns dies durch den Begriff der funktionsfahigestéfwle nicht verloren
gegangen ist; bei der Auswahl der MengéG:) kann das Routing mit bericksich-
tigt werden.

Wie wir gesehen haben, ist es eine naheliegende Mdglighdkeitfunktionsfahi-

gen Zustande mit den zusammenhangenden Graphen zu iderdifizd. h.F(G)

als diejenigen Kantenmengen v6izu wahlen, die zu einem zusammenhangenden

Teilgraphen fuhren. Die Zuverlassigke{l7) korrespondiert dann zur Wahrschein-

lichkeit, dass je zwei Knoten miteinander kommunizierenrkén, wobei alle Wege

erlaubt sind; dieses spezielle MaR3 wird im folgendenayitz) fur volle Zuverlas-  volle Zuverlassigkeit
sigkeit bezeichnet.

Zu einem anderen Mafl3 kommt man, wenn nur die Forderung aeflyegsrd, dass

zwei bestimmte Eckenr,t des Graphen (auf beliebigen Wegen) kommunizieren

konnen sollen: Dies, t-Zuverlassigkeit z, ;(G) ist dann die Wahrscheinlichkeit, s, ¢-Zuverlassigkeit
dass die Ecken undt in derselben Zusammenhangskomponente des Graphen lie-

gen.
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Beispiel 9.3-2:
Wir betrachten wieder den Graphen aus Beispiel 9.3-1 umgfraachy, 4(G).
Offenbar gilt

214(G) = P {kaV (k1 ANk Ak3)}
= P{kyV (ki Nka NEsNEY)}
= 0,99+ 0,99°-0,01
0,999703.

Ein weiteres Zuverlassigkeitsmald ergibt sich, wenn melsr akei Ecken
e1, s, €3, ..., ¢, vorgegeben werden und das Ziel darin besteht, die gegieseit
Erreichbarkeit dieser Stationen sicherzustellen. Didda8 werden wir jedoch
nicht weiter betrachten.

Wir wollen auch noch einmal darauf hinweisen, dass unsgemieiner Ansatz tber
F(G) mit der Definition vorz(G) u. a. auch auf Netze anwendbar ist, in denen (wie
im Beispiel 9.1-2) mit Routing-Planen gearbeitet wird.

Beispiel 9.3-3:
Wir betrachten wieder den folgenden Graphen mit RoutiragPI

Kk
4 ! 3
K, Ky K,
1

- 2

von/nach| 1 2 3 4
1 - 2,3 32 43
2 1,3 - 31 1;3
3 1,2 2,1 - 41
4 1,3 1,3 31 -

Soll in dem Netz jede Station zu jeder anderen Nachrichtaedesekénnen, so
gilt fir die funktionsfahigen Zusténde

F(G) = {K, K\{k1}, K\{ka}, K\{ks},

K\{ka}, K\{ks}, K\{k1, ko}, K\{ks, K5},
K\{k1, ks}, K\{ko, ka}} .
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Sind die Kantenwahrscheinlichkeiten einheitlich gleigiso hat man

2(G) = p°+5p*(1—p)+4p* (1 —p)?
4p* — 3p*,

firp = 0,99

2(G) ~ 0,999408.

Es sei ein beliebiger (zusammenhéngender) Gi@pk (F, K) auf der Ecken-

mengeE = {1,...,n} gegebenF C P(K) sei die Menge der funktionsfahi-
gen Zustande. Es wird angenommen, dass es eine einhelliahescheinlichkeit

p(0 < p < 1) fur die Funktionfahigkeit der einzelnen Kanten gibt, dieignisse

"Kantek ist intakt" (fir &k € K) seien voneinander unabhangig.

Wir werden im folgenden stets von dieser Grundsituatiomgelisn. Die Annahme
einer einheitlichen Wahrscheinlichkeistellt zwar eine Einschréankung dar, jedoch
kénnen damit die Zusammenhange zwischen GraphenstruktuZ uverlassigkeit
klarer herausgearbeitet werden.

Die Zuverlassigkeit(G) ist die Wahrscheinlichkeit, dags sich in einem Zustand
ausF befindet.z(G) ist eine Funktion vom.

Lemma 9.3-1: z(G) ist ein Polynom irp.

Beweis: EsseiGr = {(E,K) | K € F} die Menge der funktionsfahigen
Teilgraphen vorGG. Offenbar gilt

2(G) = P{GF}
>, PAT}.

TeGr

Da jede einzelne Wahrscheinlichkét{ 7'} ein Polynom inp ist, gilt dies auch fur
2(G).

Beispiel 9.3-4:
Wir schauen wieder die in Beispiel 9.3-1 und Beispiel 9.3c8&dchteten Gra-
phen an.
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Kk
4 3 3
k, k, Gy
1

» 2

Soll G; nur funktionsfahig sein, wenn alléanten intakt sind (alsoF(G;) =
{{k1, ko, ks, ka}} ), SO ergibt sich(G) = p.

Soll Funktionsfahigkeit zum Zusammenhang korrespondjese erhalt man (s.
auch Beispiel 9.3-3(G,) = 2,(G;) = 4p* — 3p*.

k
4 2 3
K, Ky K e,
1 2
k

Da es inG, acht Teilgraphen mit drei Kanten, funf Teilgraphen mit Wemten
und einen Teilgraphen mit finf Kanten gibt, die zusammegbkad sind, flhrt
die Forderung des Zusammenhangs@®grzu

2(Gy) = 2,(Ga) = 8p*(1 — p)? + 5p*(1 — p) + p°

= 8p° — 11p* + 4p°.

Der in Beispiel 9.3-3 verwendete Routing-Plan ergab

2(Gy) = 4p® — 3p*.

Zuverlassigkeits- Das Polynomz(G) wird Zuverlassigkeitspolynomdes Grapherd: genannt. Das
polynom  Polynom hangt von den als funktionsfahig definierten Zudganab, wie auch in
den gezeigten Beispielen deutlich wird. In der Literaturdrdieser Bezug auf die
MengeF C P(K) mitunter nicht deutlich herausgestellt und implizit angen
men, dass die funktionsfahigen Zustdnde genau den zusamngemden Teilgra-
phen entsprechen — m. a. W. wird (in unserer Terminologie}yd) betrachtet.

Wir wollen an dieser Stelle noch einmal die beiden Method=alisstellen, die wir
bisher fur die effektive Bestimmung des Polynoni&:) bei gegebenem Graphen
G (und gegebener Mengdg funktionsfahiger Zustande) zur Verfigung haben.
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Die erste Methode kénnte man déoolesche Methodenennen: fir jede Kante Boolesche Methode
k € K wird die Aussagef ist intakt" durch den Booleschen AusdrudK'‘repra-

sentiert, und es wird ein zusammengesetzter Booleschaelrdelsaufgestellt, des-

sen Glultigkeit genau der Aussage entspricht, dass man rsiemém funktions-

fahigen Zustand befindet. AnschlielRend muss dieser BdweAasdruck in eine

DNF umgewandelt werden, um{G) direkt berechnen zu kénnen. Wir haben diese

Methode in einigen Beispielen angewendet.

Der andere Zugang ist dieeilgraph-Zahlmethode: er greift auf die Beziehung  Teilgraph-

Zahlmethode
AG) =) P{T}

TeGr

zuriick, wobeiG + die Menge der funktionsfahigen Teilgraphen ist. Hat Eire
G 1viele Kanten, so gilt (mit K |=m)

P{T} =p'(1—p)"".

Damit hat man insgesamt

m

AG) =D Fp'-(1—p)™,
=0
wenn mitF; die Anzahl funktionsfahiger Teilgraphen nmiivielen Kanten bezeich-
net ist. Es gilt also, die ZahlehR; zu bestimmen.

Die Brucke zwischen den beiden Methoden stellt folgendebBebtung her:
Ist f(k1,..., k) der Boolesche Ausdruck, der die Funktionsfahigkeit deszéet
beschreibt, so entsprechen die einzelnen Konjunktioneteirkanonischen DNF
genau den funktionsfahigen Kantenmengen (also den Elem&onF).

Beide Methoden unterscheiden sich daher nicht in ihrem Aafly

Beispiel 9.3-5:

Wir schauen noch einmal auf den Grapligraus Beispiel 9.3-4, der auf Zusam-
menhang Uberpruft werden soll. Wie in Beispiel 9.3-4 gesgilft F5 = 8,
Fy,=5und F5 =1, also

2(Ga) = 8p°(1 = p)* + 5p'(1 — p) +p°.
Ein Boolescher Ausdruck, der den Zusammenhang beschegibiB.

f(kl, ceey ]{75) = (kg /\ (]{71 \/ ]{74) /\ (kQ \/ ]{75))
V(KA ((ky A ko Aky) V(K A ko A ks)
V(ki ANky Nks)V (ko Aky N ks)))

Zu diesem Ausdruck kommt man durch folgende Uberlegung: Mdarschei-
det zunachst danach, ébintakt ist oder nicht; im ersten Fall muss noch jeweils
k, oderk, bzw. ks oderks intakt sein; im zweiten Fall missen mindestens drei
der restlichen Kanten intakt sein.
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Die zu f gehorende kanonische DNF hat die folgenden 14 "Summandan”,
genau den 14 zusammenhangenden Teilgraphe-y@mtsprechen:

Boolescher Ausdruck zugehoriger funktions—
fahiger Teilgraph

NNENTNNANNNE AT

Graphenzerlegungs- Die "Boolesche Methode" lasst sich an eit&aphenzerlegungsmethodenach-
methode  gpjelen. Das Verfahren leuchtet unmittelbar ein und wirdsanl des Beispiels vor-
geflhrt.

Grundidee ist, schrittweise durch Identifizierung von Eclkew. Streichen von
Kanten kleinere Graphen zu konstruieren, die sich aus dealme ergeben, dass
eine bestimmte Kante mit Sicherheit intakt bzw. nicht iniak
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( In den Zwischenschritten kdnnen sich Multigraphen ergebe

Zv(IZI> = p'Zv<<:®)+(1_p>'ZU<I:I>
= p-(2-p*)+(1—p)- (4p° —3p")
= 8 — 11p* +4p°

Samtliche geschilderten Methoden zur Bestimmung des Boigrihaben den Nach-
teil, keine guten (d. h. effizienten) Algorithmen zu liefern

Freilich kann in Einzelféllen (z. B. aufgrund irgendwelcl&ymmetrien in der Pro-
blemstellung) die eine oder andere Methode schnell zumfdiekn, jedoch sind
fur den allgemeinen Fall bei jeder Methode nur exponesetiglgorithmen bekannt.

Im nachsten Abschnitt werden wir auf die Schwierigkeit desBnmung der Koef-
fizientenF; noch einmal im Sinne der Komplexitatstheorie eingehen.

Wir wollen einen weiteren Begriff einfihren, der das weadt®brgehen erleichtert.
Gegeben seien wiedéf und F wie in Lemma 9.3-1.

T C K hei3tkritische Kantenmenge wenn das Komplemerk\ 7" nicht funk- kritische Kantenmenge
tionsfahig ist, d. h. wen&'\7" ¢ F gilt. Anschaulich bedeutet da$: ist kritisch,
wenn der Ausfall vor¥” zu einem nicht funktionsfahigen Zustand fuhrt.

Man beachte: Korrespondiert Funktionsfahigkeit zum Zusamhang, so ist eine
Kantenmenge kritisch, wenn durch ihr Entfernen der Grapmindestens zwei
Zusammenhangskomponenten zerféllt. Dies zeigt einenr@ussmhang zu dem
Begriff eines Schnitts auf (vergleiche Abschnitt 1.3). Beygriffe sind jedoch nicht
identisch.

Beispiel 9.3-6:
Es sei wieder der folgende Graph gegeben, Funktionsfaihikderespondiere
zum Zusammenhang:

K
4 ! 3
K, ks K,
1

. 2

Funktionfahig sind z.B.{ki, ko, k3} oder {ki, ko, k4, k5}, kritisch z.B.
{k’l, k’g, k’g} Oder{k‘l, k‘4}

Aufgrund der Definition von funktionsfahig und kritisch gglunmittelbar:
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Ist S C K eine beliebige Kantenmenge, so ist

entweder S funktionsfahig
oder  K\S kritisch.

Ist mit C;(0 < j < m) die Anzahl der kritische Kantenmengen mitielen Kanten
bezeichnet, so ergibt obige Aussage die Formel

FZ-+Cm_i:<m) faro < i < m.
7

Daraus folgt nun der

Satz 9.3-1:

A(G) =1= 3 Cp" (1= p)

Beweis: Man hat

AG) = L Fp(1-p)"
= 2(() = Co-dp 1=
= () - o -y,
und wegen
> (?)p’”‘j(l —p) =1

7=0
folgt die Behauptung.

Man kann die behauptete Formel allerdings auch direkt bersevenn man bertck-
sichtigt, dasd — z(G) die Wahrscheinlichkeit ist, dass mindestens eine krigsch
Menge nicht intakt ist.

Selbsttestaufgabe 9.3-1:

Zeigen Sie: Korrespondieren die funktionsfahigen Zustdnd zusammenhéangen-
den Teilgraphen, und wird einem Graph@én= (E, K) eine Kante hinzugeflgt, die
bisher nicht zuK gehdrte, so ist der neue Gragh zuverlassiger als-.
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9.4 Zur Komplexitat des
Zuverlassigkeitsproblems

In diesem Abschnitt wird stets von folgender Situation @&gsmgen: Es ist ein
ungerichteter Grapliy = (£, K) mit einer MengeF C P(K) funktionsfahiger
Zustande gegeben. Jede Kahte K ist mit einer einheitlichen Wahrscheinlichkeit
p verfugbar.

Es geht um das Problem, die Zuverlassigkéit') als Polynom in der Variablep
effizient zu bestimmen.

An dieser Stelle ist eine Prazisierung des Zieles notigZdasrlassigkeitspolynom
"effizient zu bestimmen". Wir miissen hier zunachst an digi#tusingen zur Kom-

plexitat von Algorithmen in Kapitel 3 erinnern. Grundséthlist man stets auf der
Suche nach Algorithmen mit einer polynomialen Komplexigativ zur Gro3e des
gegebenen Problems; als Problemgré3e wahlen wir wiedisr dite Eckenanzahl
des Graphen.

Die Problematik verkompliziert sich nun dadurch, dass talis& eine MengeF C
P(K) als "Input" in den gesuchten Algorithmus zur Bestimmung v(@H) eingeht.
Fur die Frage nach der Komplexitat spielt es naturlich auieé Rolle, in welcher
Form die MengeF gegeben ist, ob also z. B= als Menge in Worten beschrieben
ist oder etwa die Elemente vdFi in einer jederzeit greifbaren Liste abgespeichert
sind.

Beispiel 9.4-1:
Der folgende Graplir sei gegeben.

4 e 3

ky kg ks

1 o 2
ko

Die MengeF kann angegeben werden

e durch die explizite Auflistung
= {{]{71,...,]{35},{]{51,]{72,]{73,]{74},...} oder

e durch die AussageF korrespondiere zu den zusammenhangenden Teilgra-
phen".
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Erkennungs-
algorithmus

volles Zuverlassigkeits-
problem

S,t-
Zuverlassigkeitsproblem

ZUV-K

ZUvV

Ein Verfahren zur Bestimmung vor{G) kann im ersten Fall die Koeffizienten
F; in der Darstellung

m

AG) =) F-p-(1-pm

=0

sofort ablesen, im zweiten Fall ist dies nicht méglich.

Wir werden im folgenden stets die Situation vorliegen haldess es zu gegebenem
F einen polynomialeErkennungsalgorithmus fur F gibt — also einen Algorith-
mus, der zu gegebener Kantenmerdde C K feststellt, obM € F gilt oder
nicht.

Man beachte, dass dies tatsachlich der Fall ist, wermum Zusammenhang kor-
respondiert, denn es ist leicht zu testen, ob ein Graph zusamingend ist (vgl.
Kapitel 3).

Man beachte aber auch: dies bedeutet nidhts es algorithmisch leicht ist, eine
spezifische Auflistung der Elemente v@nzu erstellen, denn es gibt schlief3lich
exponentiell viele Kandidaten als Elemente vBh

In dem vorliegenden Abschnitt beschranken wir uns auf dgefaden zwei Falle:

I. F korrespondiert zu den zusammenhangenden Teilgraphe& Véiir spre-
chen dann vomvollen Zuverlassigkeitsproblem.

Il. Es sind Eckens und ¢ des Graphen ausgezeichnet, ufd korre-
spondiert zu denjenigen Teilgraphen vaé#y in denens und ¢ in
derselben Zusammenhangskomponente liegen. Hier spreghemm s,t-
Zuverlassigkeitsproblem

Es gehtalsoin I. um die Bestimmung ves{G) und in Il. um die vore, ; (G) (vgl.
Abschnitt 9.3).

Wie bereits mehrfach dargelegt, gilt fur das Polyne(@) stets die Darstellung

AG) =) F -p - (1-p)m,
=0
wobei F; die Anzahl deri-elementigen Elemente vah ist. Hat man ein effizien-
tes Verfahren, die Zahlehy, Fi, ..., F,,, zu berechnen, so kann das Polyne(ty)
effizient bestimmt und fir jedes konkretg der Wertz(p,) berechnet werden. Zur
Vereinfachung der Sprechweise wollen wir im folgenden dadlm der Bestim-
mung vonky, F1, ..., F,,, mit ZUV-K bezeichnen.

Es ist aber auch vorstellbar, dass man einen (effizientegdrahmus hat, der fur
jeden beliebigen Wert, (0 < py < 1) den Funktionswert(G)(po) liefert, ohne
dass dieser Algorithmus den "Umweg" der Bestimmung deresbigoeffizienten
F; nimmt. Das Problem des Findens eines solchen Algorithmesitienen wir mit
ZUV.
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Bevor wir als nachstes zeigen, dass die Problgbhe-K undZUV (im algorithmi-
schen Sinne) aquivalent sind, ist eine grundsatzliche Bleimg zum verschiedenen
Charakter dieser Problemstellungen angebracht.

Die Formulierung der Problemstellur®gjJV-K hat den Vorteil, dass es sich bei
der Bestimmung der Zahleh,, F1, ..., F,, um ein kombinatorisches Problem han-
delt, wo der Parameterkeine Rolle mehr spielt. Der Nachteil ist dabei allerdings,
dass die Koeffiziente; nicht unmittelbar eine Aussage uber die Wert€&')(p,)
treffen. Dies gilt umso mehr, als sich die Zuverlassiglkmitgnome verschiedener
Graphen auch "kreuzen" kbnnen.

Beispiel 9.4-2:
(vgl. [COL])

Die folgenden Graphe@; und G, seien gegeben, es werdg (') untersucht.

Gy Ge

Beide Graphen haben 6 Ecken und 8 Kanten. Die KoeffizieAtesind im fol-
gender Ubersicht zusammengestellt:

Gl G 2
|l 0] 0
Fi| 0] 0
F|1 0] 0
F501 0] 0
F, | 0] 0
F5 | 32| 30
F, | 24|25
F 7 8
s 1 1

Den KoeffizientenF; ist nicht sofort anzusehen, welcher Graph "zuverlassiger"”
ist. Tatsachlich kreuzen sich die FunktiongiG, ) (p) undz,(G2)(p) beip = 2:
farp < % ist G, zuverlassiger, fup > % dagegerGs.
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Reduzierbarkeit
Aquivalenz

reduzierbar

aquivalent

Es werden nun einige Bemerkungen zu den BegrifReduzierbarkeit und
Aquivalenz von Problemen eingefiigt.

Man sagt, ein ProblerA sei auf ein ProblenB reduzierbar, wenn folgendes gilt:
Hat man einen polynomialen Algorithmus, der das ProbRrdst, so kann man
daraus einen polynomialen Algorithmus zum Lésen Roableiten.

Auf eine formale Definition soll an dieser Stelle verzichwerden. Der (die) inter-
essierte Leser(in) findet dies in jedem Informatik-LehHywas sich mit Fragen der
Komplexitat von Algorithmen befasst (siehe z. B. das Stashalark [GAR]).

Beispiel 9.4-3:

In Kapitel 3 wurde das Problem derinimalen Knotentiberdeckung betrach-
tet: in einem gegebenen Graphén = (E, K) ist eine Mengd/ C FE mit
maoglichst wenigen Ecken zu finden derart, dass von jederekaud/i” mindes-
tens eine der beiden Ecken Zugehort.

Beim Problem demaximalen unabhangigen Mengegeht es darum, eine
MengeM C FE mit moglichst vielen Ecken zu finden derart, dass keine Kante
ausK zwei Ecken vonV/ verbindet.

Behauptung:

Das Problem der maximalen unabhéngigen Menge ist auf daseraler mini-
malen Knotenlberdeckung reduzierbar.

Beweis: Es seiA ein polynomialer Algorithmus, der in einem beliebigen
Graphen eine minimale Knotentiberdeckung findet. Es wirdemupoly-
nomialer Algorithmud3 angegeben, der — unter Verwendung vbneine
maximale unabhéngige Menge in einem Graphen bestimmit.

AlgorithmusB geht folgendermaf3en vor:

Ein GraphG = (E, K) sei gegeben. Mit Algorithmusl wird zunéchst
eine minimale Knotenuiberdeckuig ermittelt. Sodann wird das Kom-
plement), = E\ U, gebildet. Da offenbar eine Teilmenge C F genau
dann eine Knotenuiberdeckung ist, wefin, X unabhangige Menge ist,
mussM, eine maximale unabhangige Menge sein.

Da der Algorithmus3 nur aus einmaligem Aufruf vol und der Kom-
plementbildung besteht, it ebenfalls polynomial.

ProblemeA und B werdendquivalent genannt, wenn sowoll auf B als auchB
auf A reduzierbar ist.

Es ist hier wichtig anzumerken, dass Reduzierbarkeit (ugdivalenz) nur eine
Aussage Uber das Verhaltnis zweier Probleme zueinandandshichts Uber die
Existenz polynomialer Algorithmen aussagt A Ist reduzierbar auB" bedeutet
nur: wennes einen solchen Algorithmus fBrgibt, so auch fUA.
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Aus obigen Beweis wird sofort klar, dass die Probleme deinmmaten Knotenuber-
deckung bzw. der maximalen unabhéngigen Menge sogar depisand. Polyno-
miale Algortihmen zu ihrer Losung sind jedoch nicht bekannt

Wie in Kapitel 3 angemerkt, ist das Problem der minimalen téndberdeckung
(und damit auch das der maximalen unabhangigen MeNgeyollstandig. Dies NP-vollstandig
bedeutet unter anderem, dass daftir bisher keine polynemdgorithmen gefun-
den wurden und es auch als unwahrscheinlich gilt, dassesd@lobrhaupt existieren.

Bei der Untersuchung des Schwierigkeitsgrades eines é&rsA wird oft in fol-
gender Weise vorgegangen: Zunachst versucht man, eingngpoialen Algorith-
mus zu finden oder zu zeigen, dass kein solcher existierttelets gelingt aulRerst
selten. Gelingt beides nicht, so versucht man, ein als NBt&adig bekanntes Pro-
blemB auf A zu reduzieren. Wenn dies funktioniert, so weifl3 man, dassindes-
tens so schwierig ist wie ein NP-vollstandiges Problem, esést dann gerechtfer-
tigt, nach guten approximativen Algorithmen zu suchen. Wérden ebenfalls in
dieser Weise vorgehen.

Zunachst beweisen wir jedoch den folgenden
Satz 9.4-1: Die ProblemeZUV undZUV-K sind aquivalent.

Beweis: Es wurde bereits oben argumentiert, dass das ProBlém auf das
ProblemzZUV-K reduzierbar ist.

Fur die Umkehrung sei nun angenommen, man habe einen poigieom
Algorithmus.A zur Losung des ProblenzdJV . Die folgende Vorgehensweise
liefert dann einen polynomialen Algorithmiiszur Bestimmung der Koeffi-
zienten F,, Fy,..., F,,: Man wahlt zunéachstm + 1 verschiedene reelle
Zahlen pg, p1, ..., pm. Durch (m + 1) —fache Anwendung des Algorithmus
A kdnnen die Wertez(G)(p:) (0 < t < m) berechnet werden. Fur jedes
t gilt nun die Gleichung

Z Fpi (1—p)™ " = 2(G)(pe)

in der die Potenzen vop, bzw. (1 — p,) berechnet werden kénnen, so dass
daraus eine lineare Gleichung mit den Unbekaniigit’, ..., F,,, wird. Ings-
gesamt hat man nun ein lineares Gleichungssystematsl vielen Glei-
chungen und mitm + 1 vielen Unbekannten, welches mit dem Gaul3schen
Algorithmus eindeutig geldst werden kann. Da der Gaul3sdgerdhmus
ebenfalls polynomial (imn) ist, bleibt auch der so beschriebene Algorithmus
B polynomial.

Der soeben bewiesene Satz rechtfertigt, dass wir im folgedds ProblerdUV-K

— also die Bestimmung voiky, Fi, ..., F,, —alsdasZuverlassigkeitsproblem anse-
hen. Der Einfachheit halber widiesesProblem im weiteren mZUV bezeichnet.
Soll spezifiziert werden, ob es sich um das volle Zuverl&ssigproblem oder um
das s,t-Zuverlassigkeitsproblem handelt, so werden dieiBenungez UV , bzw.
ZUV , ; verwendet.
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Entscheidungsproblem

Zahlproblem

schwieriges Problem

bibipartite
unabhéangige Menge
BUM-Problem

s, t-Trennung

trennende
Kantenmenge

Bevor wir Aussagen uber die Komplexitat des Probleths/ ableiten, ist eine
erganzende Bemerkung zum Thema NP-\ollstandigkeit ndtier Komplexitats-
theorie wird der Begriff der NP-Vollstandigkeit nur adhtscheidungsprobleme
angewendet. Ein Entscheidungsproblem bildet z. B. die &ré@ibt es in dem
GraphenG eine Knotenuiberdeckung aus vielen Knoten?" Die Frage "Wieviele
Knotenuberdeckungen aus, vielen Knoten hat der Grapliz ?" ist einZahl-
problem. FiUr Zahlprobleme gibt es eigene Begriffe, obschon natiirkusam-
menhange bestehen zwischen "Entscheidungsversion” @nivV&tsion™ eines Pro-
blems.

Da wir den Begriff der NP-\ollstandigkeit ohnehin nicht roal eingefuhrt
haben, werden wir im folgenden so verfahren: unabhangigrdasb es sich um
Entscheidungs- oder Zahlversion eines Problems handeitjem wir von einem
schwierigen Problemsprechen, wenn damit gesagt werden soll, dass es zur Losung
bisher kein polynomialer Algorithmus gefunden wurde. Biderminologie bein-
haltet die Korrektheit der folgenden Schlussweise: istferm A als schwierig
erkannt und auB reduzierbar, so ist audB schwierig.

In Beispiel 9.4-3 war von dem Problem der maximalen unabig&mgMenge die
Rede. Das Problem déipartiten unabhangigen Menge welches wir mitBUM
abkurzen, lautet folgendermalRen: Man bestimme fir eingelggen bipartiten
Graphen die Anzahl der unabhangigen Knotenmengen.

Aus der Literatur (s. z. B. [COL]) tibernehmen wir die Infortioa, dass aucBUM
NP-vollstandig ist.

Um uns dem Zuverlassigkeitsproblem anzundhern, betmackitenun noch das
Problem s, t-Trennung: Man bestimme flr einen gegebenen (ausnahmsweise!)
MultigraphenG mit ausgezeichneten Knoteundt die Anzahl dek, t-trennenden
Kantenmengen minimaler Elementeanzahl.

Hierbei ist eines, t-trennende Kantenmenge im Sinne von Kapitel 1 zu verstehen:
es ist eine Kantenmengé C K, so dass nach Herausnahme der KantenSvdre
Knotens undt in verschiedenen Zusammenhangskomponenten liegen.

Fur einen zusammenhangenden Graphérsprechen wir allgemein von einer
trennenden Kantenmengewenn nach deren Herausnahme aus dem Graphen die-
ser in mindestens zwei Zusammenhangskomponenten zeB&illjegebenen Kno-
tens undt ist also eine trennende Kantenmertj@ann eines, t-trennende Kanten-
menge, wenn undt nach der Herausnahme vérin verschiedenen Komponenten
liegen.

Man beachte: Die trennenden Kantenmengen sind identigadtemkritischen Kan-
tenmengen des vollen Zuverlassigkeitsproblems. Digrennenden Kantenmen-
gen sind die kritischen Kantenmengen desZuverlassigkeitsproblems.
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Beispiel 9.4-4:
Der im folgenden Diagramm dargestellte Multigraph sei gege

Die minimale Kardinalitat eines, t-trennenden Kantenmenge ist hier 2. Allge-
mein lasst sich diese kleinstmégliche Elementeanzahl emit Algorithmus von
Ford und Fulkerson ermitteln (vgl. Kapitel 7). Die Anzaldr zweielementigen
s, t-trennenden Kantenmengen (also die Losung des Problgrisennung) ist
hier 2, denn es sind dies nur die Mengan= {ki, k2} undSy = {ky, ks}.

Satz 9.4-2: BUM ist auf das Problems, ¢-Trennung reduzierbar.

Beweis: Es sei wieder vorausgesetzt, dass ein polynomialer AlgotsB zur
Lésung vons, t-Trennung existiert. Der Algorithmud geht dann folgender-
mafien vor:

Zu gegebenem bipartiten Graphed = (F U F,K) wird zunachst ein
Multigraph H = (E, K) konstruiert. Die Knotenmenge von H besteht
ausFU F und zwei zusétzlichen Knoterundt. Die Kantenmeng& enthalt
die MengekK. Zusétzliche Kanten werden nach folgender Regel eingefihr
hat e € F in G den Grady , so werdeny viele parallele Kanten zwischen
unde gezogen; entsprechendes gilt ffire F' undt. Zur Verdeutlichung ist
hier ein Beispiel dargestellt:
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t
£ fa fa
€1 €2 €3
G
S
H

Aufgrund der Konstruktion enthalt jedet-trennende Kantenmenge mindes-
tens| K| viele Kanten, und es gibt auch Schnitte mit dieser Elemeuzega

— z.B. die urspringliche Mengk. Wir zeigen nun, dass die ¢-trennenden
Kantenmengen mjt| vielen Kanten in{ eindeutig den unabhéangigen Kno-
tenmengen itz entsprechen.

Dazu sind zwei Voruberlegungen nétig:

Gibt es zwischers und e (oder zwischent und f) a > 1 viele Kanten, so
muss eine minimale trennende Kantenmenge entweder kearealld diese
Kanten enthalten.

Zweitens:

Enthélt eine minimales, t-trennende Menge eine Kante zwischemind e
und eine zwischen und f, so kannef keine Kante inGG sein — andernfalls
ergabe sich namlich eine ¢t-trennende Menge mit mindestens einer Kante
weniger, wenn man die Kanten zwischenind e und die vont nach f aus
diesem Schnitt entfernte und ersetzte durch alle KanterGyate beie oder

f enden.

Die eineindeutige Beziehung zwischen den minimalgrtrennenden Kan-
tenmengen i und den unabh&angigen Knotenmengeritésst sich nun
folgendermal3en beschreiben: Ausgehend von der minimsateinennenden
Menge, die gleich der Meng& der Kanten vonG ist (und der unabhan-
gigen Knotenmenge entspricht), werden fir eine unabhangige Teilmenge
von E U F die in Ecken dieser Teilmenge endenden Kanten durch die von
den Knoten dieser Teilmenge zWbzw. ¢ fihrenden Kanten ersetzt. Die obi-
gen Voruberlegungen dienen dem Nachweis, dass man auf\lieise alle
minimalens, t-trennenden Kantenmengen bekommt.

Wir kommen nun zu unserem Algorithmuszuriick. Nachden#/ konstruiert
ist, wird darauf Algorithmuds3 angewendet, um die Anzahl der minimalen
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s, t-Schnitte inH zu ermitteln. Nach den obigen Uberlegungen hat man damit
auch die Anzahl der unabhangigen Knotenmenges.in

Aus obigem Satz erhalten wir die
Folgerung 9.4-1: Das ProblenZUV;, ist schwierig.

Beweis: Es wird gezeigt, dass ¢- Trennung auZUV , , reduzierbar ist. Konnte
man namlichiZUV ; ;, polynomial 16sen, d. h. die Koeffizientdny, F1, ..., F),
mit polynomialem Aufwand berechnen, so hatte man auch didefa

Cj:<?)_Fm—j (Ogjgm)
zur Verfugung. Das erst€; # 0 in der FolgeC,, C4, ..., C,, ist aber genau

die Anzahl der minimalen, ¢-trennenden Kantenmengen.
Abschliel3end wenden wir uns nun der Komplexitat des ProbEdY , zu.
Satz 9.4-3: ZUV, ist schwierig.
Beweis: Es wird auch hier gezeigt, dass-Trennung auZUV , reduzierbar ist.

Angenommen, man hétte einen polynomialen Algorithmugur Lésung

von ZUV,. Es ergébe sich dann der im folgenden beschriebene polyno-
miale AlgorithmusB zur Losung vors, t-Trennung. Gegeben sei ein Graph
G = (E, K) mit ausgezeichneten Eckerundt. Es seix die minimale Ele-
menteanzahl eines t-Schnittes. Wie oben angemerkt, kafamnit Hilfe von
Netzflissen mit polynomialem Aufwand berechnet werden. hgirachten

nun in G alle Schnitte (nicht nur die, t-trennenden) aus vielen Kanten.
Anwendung des Algorithmud auf G liefert uns u. a. die Anzahla(G) die-

ser Kantenmengen.

Um die uns interessierende Anzahl vari-trennenden aus vielen Kanten
zu bekommen, missen wir vam(G) die Anzahl derjenigen Schnitte abzie-
hen, dies undt nicht trennen.

Um die letztgenannte Anzahl zu bestimmen, bilden wir @uden Graphen
H durch Identifizierung der Eckenundt. Ein s undt nicht trennender Kan-
tenmenge vord; bleibt dann auch irff ein Schnitt; umgekehrt ist auch jede
solche Menge vorf{ eine trennende vor, die s und ¢ nicht trennt. Wir
kdnnen den Algorithmusl nochmals anwenden, um die Anzabl(H) aller
Schnitte inH mit « vielen Kanten zu bestimmena(G) — aa (H) istnun
die gesuchte Anzahl.

Die Ergebnisse dieses Abschnitts deuten darauf hin, dassnmitahoher Wahr-
scheinlichkeit keine guten (also "schnellen”) Algorithmmir Losung der betrach-
teten Zuverlassigkeitsprobleme finden wird. Wir werden daker im nachsten
Abschnitt damit beschéaftigen, moglichst gute (und leicbtelchenbare) Abschat-
zungen fur die Koeffizienteh; bzw.C; zu finden. Wie gezeigt werden wird, gibt es
in dieser Richtung eine Reihe interessanter Ergebnisse.
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Selbsttestaufgabe 9.4-1.:

Erlautern Sie, wieso es gerechtfertigt ist, das Zuvertjissisproblem als das Pro-
blem der Bestimmung der Koeffizient@y F1, ..., F,, anzusehen.

9.5 Abschéatzungen fur das
Zuverlassigkeitspolynom
Wir gehen wieder von der Darstellung
AG) => F-p - (1-pm
1=0

aus. Dabei istG ein Graph mitn Ecken undm Kanten, F; die Anzahl der
i—elementigen funktionsfahigen Kantenmengen.

Um mdglichst allgemeingtltige Ergebnisse zu bekommen,he@ovir in die-
sem Abschnitt keine Voraussetzungen daruber, welche Es#gkeitsprobleme
betrachtet (d. h. welche Menge ausgewahlt) werden — Einschrankungen werden
nur dort gemacht, wo sie fur die betreffende Argumentatiemdtigt werden.

z(G) lasst sich auch darstellen als
L= C - (1—py - p",
§=0
wobeiC; die Anzahl derj-elementigen Schnitte ist. Es gilt der Zusammenhang
E, + C,_; = (m) fur jedes: .
7
Eine dritte Darstellung, die oft verwendet wird und aucharaa weiteren Untersu-

chungen zugrundliegen soll, ergibt sich durch EinfihruegKbeffizientenr;:

fur 0 <i < m seiR; die Anzahl derjenigen-elementigen Kantenmengen, deren
Komplemente funktionsfahig sind. M. a. W.
ist R =F,,—;, undesqilz(G) = > R, - (1—p)* - p™ "

(WéahrendF; die Anzahl der funktionsfahigen und; die Anzahl der kritischen
Kantenmengen (“critical") mit vielen Kanten bezeichnen, sdfl; die Restmenge
suggerieren.)
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Beispiel 9.5-1:
Es sei wieder der folgende Graghzugrundegelegt, Funktionsfahigkeit korre-
spondiere zum Zusammenhang:

Kk

4 ! 3

ky kg kg

1 o
ko

Man hatFy =F, =F, =0, F3=8, [, =5, F5 = 1.

Dies fuhrt zuz(G) = 8p* (1 —p)? + 5p* (1 —p) + p°.

Weiter giltCo =C; =0, Cy, =2, C3=10, Cy =5, C5 = 1.

Dies ergibtz(G) = 1 — 2(1—p)?p* — 10(1—p)3p? — 5(1 —p)*p — (1 —p)°.
SchlieRlichistRy =1, Ry =5, Ry =8, Ry = Ry = Rs = 0,

was zu derselben Darstellung wie der ersten fuhrt:

2(G) =p +5(1—pp' +8(1—p)?p’

Die folgenden Parametéundc spielen fiir die weiteren Uberlegungen eine zentrale
Rolle:

[ sei die minimale GroRRe einer funktionsfahigen Kantenmgnge
c sei die minimale Gro6(3e einer kritischen Kantenmenge.

Im obigen Beispiel 9.5-1 ist offenbar= 3 undc = 2.

Aus der Definition folgt sofor#; = 0 fir : < [ (und damitR; = 0 fur j > m — 1),
fernerC; = 0flr: < c.

Da einei-elementige Kantenmenge miit< c¢ keine kritische Kantenmenge sein
kann, folgt auf3erdem

R, = (M) furi < ¢

bzw. F; = () fur j >m —c.

In den Abschéatzungen fi(G), die hier dargestellt werden sollen, werden die Zah-
len R(= Fpe = () — Ce) und Ry, (= F, = () — Cry) bendtigt. Somit
ist die Frage von Interesse, ofr, R. und R,,_; leicht bestimmt werden kénnen.
Die Antwort hangt selbstverstandlich davon ab, welchesedésgsigkeitsproblem
untersucht wird.
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Betrachten wir zunachst das volle Zuverlassigkeitsprableei demF gerade alle
zusammenhé&ngenden Teilgraphen des gegebenen Gramrehalt.

Offensichtlich ist hiel = n — 1, denn die kleinsten zusammenhangenden Teilgra-
phen sind die GerUsté ist folglich die Anzahl der Geriiste des Graph&nWie

wir in Kapitel 6 gesehen haben (vgl. Satz 6.2-1), kann diegseahl mitn exponen-
tiell wachsen. Jedoch gibt es gute (polynomiale) Algorigmyum diese Anzahl zu
ermitteln; ein Verfahren ist im Anhang beschrieben.

Fur die Bestimmung vonc und R, ist es nutzlich, zunachst das,t-
Zuverlassigkeitsproblem zu betrachten.

Beim s, t-Zuverlassigkeitsproblem ist offenbadie Lange eines kiirzesten Weges
von s nacht, F; also die Anzahl der Wege dieser Lange.

Wir wissen bereits aus Kapitel 6, dadgicht bestimmt werden kann. Zur Berech-
nung vonF; erweist es sich als sinnvoll, zunachst allgemein Kantgeiol(vgl.
Kapitel 1) zuzulassen. Dazu bezeichnen wir fir eine bajekicker und0 < ¢ <

m mit

K (z,1i)
die Anzahl der Kantenfolgen ausielen Kanten, die bei Knoten beginnen und

beix enden. (Zur Erinnerung: im Gegensatz zu Wegen dirfen beiekéolgen die
einzelnen Kanten mehrfach vorkommen.)

BezeichnetN(x) die Menge der zu: benachbarten Knoten, so gilt offenbar fur
i > 0 stets

K(z,i) = Y K(yi-1)
yEN ()

Diese Gleichung hat als Konsequenz, dass der folgenden@oiiale) Algorithmus
alle WerteK (z, i) mitz € Eundo < ¢ < m bestimmt:

Algorithmus:;
begi n
Setze K(s,0):=1
und K(z,0):=0 fur jede Ecke 2 € E mit z # s;
for i=1,...,m do
for = ¢ E do

setze K(z,i) = > K(y,i—1);
yEN ()

end

Da nun aber jede Kantenfolge der Langeon s nacht ein Weg (also auch ein
kirzester Weg) sein muss, i&t(t, 1) = F;, m.a. W. kannZ; mit dem obigen Algo-
rithmus bestimmt werden.

Eine kritische Kantenmenge im Sinne det-Zuverlassigkeit entspricht offenbar
genau eines undt trennenden Kantenmenge, wie sie in Abschnitt 7.4 eingefuhr
wurde. Die minimale GroReeines solchen Schnitts kann also mit dem Algorithmus
von Ford und Fulkerson bestimmt werden.
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Es gibt jedoch kein gutes VerfahreR,(= (') — C.) zu bestimmen. Hier gibt es
wieder das Ergebnis (vgl. [PRO]), dass es sich um ein NPstaitliges Problem
handelt — der Beweis soll an dieser Stelle nicht gefuhrt eerd

Nun kehren wir noch einmal zum vollen Zuverlassigkeitspeobzurick.

Um die minimale Grol3e einer kritischen Kantenmenge zu bestimmen, kann man
nun fur jede Auswahl vor und¢ das zugehdorige,; wie soeben gezeigt bestimmen,
das kleinste aller so erhaltenen (s, t € E) ist das gesuchte Der Aufwand dieses
Vorgehens bleibt polynomial.

Es gibt auch ein effizientes Verfahreti, bzw. R, zu bestimmen (vgl. [BAL]). Da
es sich hierbei jedoch um einen recht komplizierten Aldgoniis handelt, wollen
wir auf eine genaue Beschreibung verzichten.

Wir wollen nun zwei Abschéatzungen fir das Polynefdr) ansteuern, wobei die
zweite Abschéatzung stets genauer ist als die erste. Furstie Abschatzung sind
keinerlei Voraussetzungen Uber die Art des betrachteterZassigkeitsproblems
(also die Wahl der Meng#) notig.

Da R; = () furi < cundR; = 0firj > m — list, hat man

2(G) = g: (7?) - (1=p) -p" mg_l R; - (L—p) -p™7.

Zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir im folgenden

c—1

m . .

S = (l) (1=p)p™ R (1=p) p™ “+ Ry - (L—p)™ " pl,
=0

so dass also gilt

2(G) = S + _Z_ R - (1—p) - p".

j=c+1

Die erste Abschatzung bekommen wir nun, indem wir mit derleicbungskette
0 < R; < (77) in die obige Gleichung gehen:
Satz 9.5-1: Es gilt stets die folgende einfache Abschatzung fir dasriasstgy-
keitspolynom:

Ein Beweis dieses Satzes erlbrigt sich. Die Abschatzurgjristleichte Abwand-
lung einer von Van Slyke und Frank angegebenen Fassund\(#dN]).

Man beachte, dass eine Anwendung dieser Abschétzung digggarkeit der Zah-
lenc, R., lundF;(= R,,_;) voraussetzt.
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Beispiel 9.5-2:

Wir betrachten wieder das Beispiel 9.5-1 mi&) = 8p*(1 —p)?+5p*(1—p) +
p°. Wegenc = 2 und/ = 3 ist hierz(G) = S, und die obige Abschatzung hat
keine weitere Aussagekraft. Ein interessanteres (etwi3eges) Beispiel wird
im Anschluss an die Herleitung der zweiten Abschatzung seigen.

FUr das Folgende mussen wir voraussetzen, dass das Hiepufiog Kanten zu
einem funktionsfahigen Zustand stets wieder einen funkfiéhigen Zustand ergibt,
dass m.a.W. au¥ € Fund X C Y stetsY € F folgt.

EsseiF’ := {K \ X|X € F} die Menge der Komplemente der funktionsfahigen
Zustéande. Aufgrund der Definition der KoeffizientBngilt also

R = [{XeF[|X]|=i}]

Die oben gemachte Voraussetzung/amedeutet furF’, dass das Mengensystem

erbliches ' erblich ist, d. h. es gilt:
Mengensystem
XeFYCX=YeF.

Wir missen an dieser Stelle anmerken, dass die hier eingefidbraussetzung an
F bzw. F' bei allen von uns bisher betrachteten Zuverlassigkeibdpnoen erfillt
ist.

Beispiel 9.5-3:
Gegeben sei wieder der folgende Graph:

Kk
4 ! 3
ky ks ks
1 2
ko

Wir stellen uns auf dieser Struktur ein Paketnetz vor, ind@s Routing nach
folgender Regel funktioniert: KnoteX schickt ein fir Knotent” bestimmtes

Paket direkt art”, wenn eine Kante zwischeXi undY” verfugbar ist; ansonsten
schickt X das Paket stets an denjenigen unter seinen verfigbarerb&tach
dessen Name durch die kleinste Zahl gegeben ist.

Nun gilt: sollen die funktionsfahigen Zustande das SendeesePakets voR
nach4 erlauben, so gilt

{]{34,]{35} e F, aber{]{fg,]{?4,]€5} ¢ F.
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Man beachte: in der Praxis wirde ein verniunftiges Netzpaitaolaflir sorgen,
dass Knoter2 Kenntnis davon erhalt, wenn Knotdn(der tberk, von 2 aus
erreichbar ist) nicht zd "weiterrouten" kann, un@ wirde deshallk, dann
doch nicht als verfugbar (fur Zidl) ansehen.

Es wird nun ein allgemeiner kombinatorischer Satz Uber Masgsteme gezeigt,

der auf die von uns betrachteténbzw. 7’ unmittelbar angewendet werden kann.

Der Satz wurde im Jahre 1928 von E. Sperner verdffentlichhés[SPE]).
Satz 9.5-2: Satz von Sperner

Es seiK eine Menge mitn ElementenD C P(K) sei ein erbliches Men- Satz von Sperner

gensystem. Flb < i < mseiR;, := |[{X € D| | X |=i}| die Anzahl der
i-elementigen Elemente v@h Dann gilt

R,y > —— R; furjedesl <i<m.
+1

Beweis: Die Menge{X € D | | X |= i} sei mitD; bezeichnet. Fir

i > 1 bilden wir nun; R; viele (nicht notwendig verschiedene) Elemente

von D;_q, indem wir fir jedesS € D; jeweils jedes Element aus
herausnehmen —wegen der Erblichkeit muss jede so resultiefi —1)
-elementige Menge Element v@n_; sein. Umgekehrt kann jeddse
D;_, hochstens aufm — i + 1) viele Weisen so aus einem Elemehe
D; entstehen — jeweils einmal fur jedes nichtZgehoérende Element.
Damit folgt die UngleichungR; < (m —i + 1)R;_;.

Der soeben bewiesene Satz kann auf die uns interessier&ogdfivienten R;
sofort angewendet werden, als Mengensystemird hier die MengeF’ der Kom-
plemente funktionsfahiger Zustande gewahlt.

Der Satz liefert bei gegebene®; eine untere Schranke fiit;_, bzw. bei gegebe-
nem R;_; eine obere Schranke fii;.
Es ist interessant zu bemerken, dass die Ungleichung

R, 4 > o R,

i—1 = m—i + 1 )

wie man leicht nachrechnet, zu der folgenden Ungleichumgyatent ist:

s B

@) ()
Dies ist wegernf; = R,,_; und (" ) = ('7) wiederum gleichbedeutend mit

(7)) — (%)
Die letzte Ungleichung lasst sich so interpretieren: flichig@endeg wachst der

Anteil der funktionsfahigen—elementigen Kantemengen an allerelementigen
Kantenmengen.
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Sperner-Schranken

Als Konsequenz der Ungleichungen hat man nun, dass in dean®betrachteten
Zuverlassigkeitsproblemen stets gilt

(m—l) (c)
Diese Ungleichungskette nutzen wir aus, um eine verbesaédchatzung fur das
Zuverlassigkeitspolynom zu bekommen:

R, fire<i<m—1.

Satz 9.5-3: Es gilt stets:

m—I{—1 mllm

i m—1
Ryi(1—p)'p <z(G
1=c+1 m— i=c+1 c

2 m—1u

)'p

Wegen des oben bewiesenen Satzes und der anschlieRendenkéngen ertib-
rigt sich ein Beweis. Nach [COL] ist diese auf dem Satz vonrBgrebasierende
Abschatzung zum ersten mal in [BAU] angegeben worden. Wider im folgen-

den von derSperner-Schrankensprechen.

Beispiel 9.5-4:
Wir betrachten den folgenden Graph@n

Es istn = 6 undm = 9. Abgeschétzt werden soll das Polyneft) fur das
volle Zuverlassigkeitsproblem.

Zunéchst ist leicht zu sehen, dass= 2 und/ = 5 gilt. Durch kombinato-
risches Zahlen oder Anwendung des im Anhdihglargestellten Rechenpro-
gramms ermittelt man:

Fs = Ry = 55
Fs = Ry = 65
F, = Ry, = 34
Fy = R, =

Fy = R =1
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Das exakte Polynom lautet also

2(G) = P +91-p)p* +34(1—p)°p’
+65(1—p)°p® + 55 (1 —p)*'p°
= S +65(1—p)3p°.
Fur die einfachen Schranken ergibt sich hier
E,=SundE, =S+ 84(1 — p)*p°.
Die Sperner-Schranken liefern die bessere Abschéatzung
Sy =85 +362(1—pBptund S, = S + 795 (1 —p)*p°.
In der folgenden Tabelle sind fiir zwei Werte vpulie entsprechenden Gro3en

eingetragen:

D E, S, 2(G) S, E,
0,9 0,940710 0,960196 0,975253 0,982871 0,985351
0,99 0,999734 0,999768 0,999795 0,999809 0,999813

Beispiel 9.5-5:

In dem Diagramm ist das sogenannte "Red Arpa" dargestalhdadelt sich
dabei um ein "Skelett" der 1979er Version des ARPANET, dashereits an
friherer Stelle begegnet ist. Dieses "Skelett" wird audiCiaL] betrachtet. Es
istn = 20 undm = 32. Wir wollen auch hierz(G) fur das volle Zuverlassig-
keitsproblem untersuchen.

Selbstverstandlich igt = n — 1 = 19. Auch ¢ = 3 ist durch Betrachten des
Diagramms leicht zu sehen, jedoch muss man= 20 schon mit Hilfe eines
Rechenprogramms ermitteln. Gleiches gilt fir= R,,_; = 10122705.

In der folgenden Tabelle ist eine Ubersicht der relevafitegegeben, und zwar
sind aulRer den exakten Koeffizientéh aus z(G) auch die entsprechenden
Werte angegeben, die sich fur die Abschatzungen ergeberexaikten Werte
wurden mit dem in Anhang/ aufgelisteten PASCAL-Programm auf einem PC
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ermittelt. Die Werte fur die Abschatzungen kénnen leichitaem Taschenrech-
ner ermittelt werden.

Die zweite Tabelle gibt fip = 0,9 undp = 0,99 die Werte vorz(G) und die
der entsprechenden Schranken an:

R; E. Su z(G) S E

Ro 1 1 1 1 1

Ry 32 32 32 32 32

R 496 496 496 496 496

Rs 4940 4940 4940 4940 4940

R, 0 1048 35342 35815 35960

Rs 0 5868 192196 200564 201376
R 0 26407 819228 902538 906192
R; 0 98083 2778207 3352284 3365856
Rs 0 306510 7517243 10475888 10518300
R 0 817361 16079317 27935700 28048800
Rio 0 1879931 26517778 64252110 64512240
Ri1 0 3759862 32039959 128504220 129024480

Ria 0 6579758 25500420 224882385 225792840
Ris 10122705 10122705 10122705 10122705 10122705

p E. S. 2(G) S E,
0,9 0,599364 0,611012 0,976683 0,997441 0,999053
0,99 0,999698 0,999706 0,999980 0,999984 0,999985

Beispiel 9.5-6:
Auf dem Graphertz = K5 mitn = 5 undm = 10 sei der dargestellte Routing-
Plan mit jeweils zwei Eintrdgen gegeben:
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1 2 3 4 5
- 25 32 45 5;2
1,3 - 31 43 51
1,2 24 - 42 54
15 2,3 35 - 5;3
1,4 2,1 34 41 -

a b~ wN PR

Bei genauerem Hinsehen erkennt man eine Rotationssynhatseshtlich der
Nachbarn zweiter Prioritat. Z. B. benutzen sich fur Zielpuh die Punkte2
und3 und die Punktel und5 gegenseitig als zweite Wahl, fur Zi2llauten die
Paarungen — 5 und3 — 4 usw.

Wie in friheren Beispielen soll hier ein Zustand funktidiigfy sein, wenn er
das Senden einer Nachricht von einem beliebigen Sendenemebeliebigen
Empfanger erlaubt.

Wie beim Routing im ZGS Nr. 7 (vgl. Abschnitt 8.6) soll davoasgegangen
werden, dass aufgrund der Netzprotokolle existierendassige Wege auch
gefunden werden. Der in Beispiel 9.5-3 aufgezeigte Effskaiso unmdglich,
und die MengeF’ ist ein erbliches Mengensystem. M. a. W. sind die Sperner-
Schranken anwendbar.

Die relevanten Parameter sind hiet 2 und/ = 5, weiter ergeben sich,. = 15
undF, = R,,_; = 1.

Die erste Tabelle zeigt zunachst wieder die relevaiign

R, E, S. 2G) S, BE,
R, 1 1 1 1 1
R, 10 10 10 10 10
R, 30 30 30 30 30
R, 0O 1021 30 80 120
R, O 5/6 10 140 210
Rs 1 1 1 1 1

Die zweite Tabelle gibt fip = 0,9 undp = 0,99 die Werte vonz(G) und die
der entsprechenden Schranken an:

D E, S, 2(G) S, E,
0,9 0,865245 0,865517 0,880125 0,910949 0,933801
0,99 0,998502 0,998502 0,998530 0,998578 0,998616
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Kruskal-Katona-
Schranken
Ball-Provan-
Schranken

Beim Aufstellen der einfachen sowie der Sperner-Schraskehwir unausgespro-
chen davon ausgegangen, dassm — [ gilt. Jedoch kann auch der Falt> m — [
in diese Schranken mit einbezogen werden, wie folgendelétipang bestatigt:

Hilfssatz 9.5-1: Ist¢ > m — [, sogiltc = m — [+ 1 und

Beweis: Laut Definition vonc muss jedém — ¢ + 1) -elemtige Menge funkti-
onsfahig sein, also gith — ¢ + 1 > [ und folglich im Fallec > m — [ bzw.
¢ > m — 1 + 1 die Gleichheitn — ¢ + 1 = [. Weiter ist jedel-elementige
Menge funktionsfahig, d. h.

- (3)

Konsequenz dieser Uberlegung ist: wenn m — [ bzw.c = m — [ + 1 gilt,
so fallen alle oben aufgefiihrten Schranken mit

c—1
m . .
G — . 1 _ m—1 . 7 Rc . 1 _ C . m—c
@ =3 (7)o ne
zusammen.
Es ist noch einmal eine Bemerkung zur Relevanz der oben ledegen Abschat-
zungen angebracht.

Besonders im Beispiel Beispiel 9.5-5 wurde deutlich, dasd\iP-Vollstandigkeit
des vollen Zuverlassigkeitsproblems sich schon bei reklgifen" Graphen in
einem groRen Rechenaufwand zur Bestimmung des exaktendPady:(G) nie-
derschlagt. Die von uns betrachteten Abschatzungen diexdiialgs nur dann von
praktischem Wert, wenn die Bestimmung v,/ undR,,_; und R,,,_,; (algorith-
misch) einfach ist. Wie oben angemerkt, ist diese Situdtem vollen Zuverlassig-
keitsproblem gegeben. Die in den Abschatzungen verwen@et®mialkoeffizien-
ten kdnnen rekursiv effizient berechnet werden (Stichwédscalsches Dreieck™).

Es gibt eine Reihe von Abschéatzungen fir die Koeffiziengen die den Sperner-
Schranken Uberlegen sind. Am bekanntesten sinddiskal-Katona-Schranken
und die Ball-Provan-Schranken Die Herleitung dieser Schranken wirde aller-
dings den Rahmen des vorliegenden Kurses sprengen, da kiefere Ergebnisse
aus Kombinatorik und Algebra verwendet werden musserndaseerte Leser seien
auch hier auf das Buch [COL] verwiesen.

Es gibt eine Reihe weiterer Abschatzungen fur den Wée)(p) (nicht fur das
ganze Polynom:(()), die Voraussetzungen uUber den Bereich der betrachteten
Werte flrp machen. Ist z. Bp nahe bel, so ist

Fn—l . pn—l . (1 _p)m—n-i-l

(fir das volle Zuverlassigkeitsproblem) eine gute Nahetfiin z(G)(p). Der Term
stellt die Wahrscheinlichkeit dar, dass genau die KantaaseGerusts (und keine
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anderen) intakt sind; jeder weitere Summand, der zur Bereuh des exakten
z(G)(p) dazukame, ist um mindestens einen Faktkleiner.

Ist p nahe beil (wie bei den von uns betrachteten Anwendungen), so gilt
2(G) =1 = C. - (1=p)°-pmc.

Dies wurde zuerst in [KEL] beobachtet. Eine &hnliche Absaindg werden wir im
nachsten Abschnitt genauer betrachen. Die Begrundungdiilzbchatzung ist: fur
die Nicht—Funktionsfahigkeit missen die Kanten eines Bishausfallen; die den
Faktor(1 — p)c™! enthaltenden Terme werden weggelassen.

Selbsttestaufgabe 9.5-1:

Erlautern Sie, unter welchen Voraussetzungen die Spe&aokranken zur Abschat-
zung des Zuverlassigkeitspolynoms anwendbar sind.

9.6 Routing und Zuverlassigkeit

Auf den Zusammenhang von Routing und Zuverlassigkeit woeteits mehrfach
eingegangen. Sind die Netzprotokolle so ausgelegt, dasxlEeh stets die gins-
tigsten Wege zwischen den Knoten errechnet werden (wieim Biternet), so ist
die Zuverlassigkeit im wesentlichen (d. h. bis auf durch Rlietokolle gegebene
Zeitbedingungen) durch den Zusammenhang des Netzes gegebe

Anders verhalt es sich, wenn mit Routing-Tabellen geagb&iird. Wie an meh-
reren Beispielen aufgezeigt wurde, hat das Design diedezl[€@ einen direkten
Einfluss auf die Zuverlassigkeit.

Es ist auch stets das Bestreben, unter der Annahme einesgkaero Verkehrs-
aufkommens seitens der Netzknoten eine moglichst gleiBige&Auslastung der
Knoten und Kanten des Netzes zu erreichen. Dabei liegt esl@uHand, dass
es nicht immer einfach sein wird, diese verschiedenen Zie@nen akzeptablen
Kompromiss zu bringen.

Zur Verdeutlichung des Problemkreises wollen wir einigésBiele betrachten.
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Beispiel 9.6-1.:
Es sei das vollvermaschte Netz mit 5 Knotéty ) gegeben.

Im ersten Fall werde folgendermal3en "geroutet”: Knotesendet eine fiy
bestimmte Nachricht auf der direkten Kanjeist diese Kante nicht verfiigbar,

so kanry nicht mit; kommunizieren, d. h. es sind keine Ersatzwege vorgesehen.
Fur das Zuverlassigkeitspolynom gilt hier offensichtlich

2(G) = p"

Nun betrachten wir eine zweite Routing-Variante: Knotesendet eine fly
bestimmte Nachricht stets langs einer in obigem Diagrantingizeichneten
Kante, und zwar an den im Uhrzeigersinn gelegenen Nachbara. W. wird
nur ein "Ring" von Kanten ausgenutzt: 4 schickt alle Naditea an 3, 3 an 2
usw. Man hat hier

2(G) =p°

also eine groliere Zuverlassigkeit als in dem ersten Rautiaghteil ist natir-
lich die hohe Belastung der Kanten des Rings, wéahrend digeérbKanten
nicht genutzt werden; die "Querkanten" brauchten gar raahéxistieren — es
kommt hier die Problematik der Netzwerksynthese mit hindia im nachsten
Abschnitt ausfuhrlicher untersucht wird. Ein weiterer Nisil ergibt sich durch
die langeren Wege, also die erhdhte Nachrichtenlaufzeit.

Beispiel 9.6-2:
Es sei das vollvermaschte Netz mit 4 Knotén,) gegeben.




9.6 Routing und Zuverlassigkeit 273

Jeder Knoten soll die Madglichkeit haben, per BroadcastingutRg-
Informationen im Netz zu verteilen. Dabei soll jeweils |&rder Kanten eines
Gerusts geroutet werden. Es wird nicht mit Flooding ge&ebed. h. ein eine
Nachricht initiierender Knoten muss individuell fir jed@mderen eine Meldung
erzeugen.

Man kann nun z. B. einheitlich das folgende Gertist auswéhlen
4 K 3
1 2

Eine von 1 initiilerte Nachricht fuhrt hier zu 5 Meldungen inet, eine von 4
initiilerte zu drei Meldungen.

Im Vergleich dazu sei dieses Gerilist ausgewahlt:

4m3
2

1

Hier fuhrt eine von 1 initiilerte Nachricht zu 6 Meldungemeivon 4 initiierte
zu 4 Meldungen.

Hinsichtlich der Anzahl erzeugter Meldungen ist das ersteli& also gunsti-
ger, ebenso bezuglich der entstehenden Weglangen. sitrted_eser seien an
dieser Stelle auf [HU] verwiesen, wo die Problematik dertBesiung eines

solchen optimalen GerUusts in beliebigen Graphen zuensidiget wurde.

Man konnte hier auch jedem einzelnen Knoten ein indivicdiseGerist zuord-
nen, in dem die zu einer von ihm erzeugten Nachricht geh@&meikeldungen
geroutet werden. (Das Routing ist dann nicht mehr rein gettiert.) Bei der
Auswahl einer solchen Kollektion von Gerlsten verkomplizsich natirlich
wieder die Bestimmung der Netzzuverlassigkeit.
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Beispiel 9.6-3:
Das im folgenden Diagramm dargestellte Netz sei gegeben.

Es soll nach dem Prinzip geroutet werden, dass fur jede Kamkationsrich-
tungi — j (wo 4, j verschiedene Knoten sind) eine eindeutige Ratte— ;)
festgelegt wird. So kdnnte z. B.

Rl—-4)=1—-2—4

sein. In unserem Beispiel sind alse4 = 20 solcher Routen festzulegen.

Je nach Festlegung der Menge dieser Routen
R ={R(i— j)li # j}

konnen Knoten verschieden oft als Zwischenknoten in Roatgfireten. Ist
L(z) — die Last des Knotens — die Anzahl der Routen auk, in denenz
als Zwischenknoten fungiert, so ist es (auch im Sinne kw¥ege) klar, dass
das Maximum del.(x) (gebildet Uber alle Knotem) mdglichst klein sein soll.
Man ist also interessierk so festzulegen, dass

max{L(z) | x Knoten}

minimal wird. Der resultierende Minimalwert wird "node ¥earding index"
genannt (siehe [MAN]).

Fur unser Beispiel erhalt man z. B. ein optimalegmit node forwarding index
2), wennR folgendermal3en gewéhlt wird:

fur benachbarte j sei stets?(i — j) =i — j; weiter sei:

( ) = 1-2—-4
R( ) 1-3-5
R ( ) 2—-4->5
R ( ) = 3—=5—4
R(4—1) = 4-52—1
R ( ) = 4—-5-—3
R ( ) = 5—-3—1
R ( ) = 5—4—-2
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Die Literatur beschéftigt sich vor allem damit, zu gegebértenanzaht ein
Netz mit moéglichst kleinem node forwarding index zu findenz(8. [MAN]).
Interessant ware es auch hier, den Zusammenhang zur Netl&asigkeit zu
untersuchen.

Beispiel 9.6-4:
Es sei wieder das vollvermaschte Netz mit 4 Knotén) gegeben.

Es werden zwei verschiedene Routing-Plane mit jeweils= 2 Eintragen
betrachtet (vgl. Abschnitt 8.6), die resultierenden Nétgeeichnen wir mitV;
undA\s.

N hat folgenden Routing-Plan:

von\nachf 1 2 3 4
1 - 23 32 42
2 1,3 - 31 41
3 1,2 2,1 - 41
4 1,2 21 31 -

Zu N, gehort dieser Routing-Plan:

von\nachf 1 2 3 4
1 - 2.3 34 42
2 1,3 - 34 41
3 1,2 24 - 41
4 1,2 2,3 31 -

Wie man sieht, handelt es sich b& um SP-Routing mit Praferend/, hat
eine gewisse Symmetrie: die "Knotenrotatidn™~ 2 — 3 — 4 — 1 lasst den
Routing-Plan invariant. Fur die Zuverlassigkeitspolymoenhalt man hier:

2(My) = p* + 4p* — 5p° +p°

2(Ny) = 3p* — 2p°

Dies lasst sich folgendermaf3en einsehen.
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Bei beiden Netzen sind alle fiinfelementigen Kantenmengektionsfahig. Fur
N sind die hier dargestellten Teilgraphen mit vier Kanterkfionsfahig:

4 3 4 3 4 3

1 2 1 2 1 2

4 3 4 3 4 3
] L

1 2 1 2 1 2

4 3

N

—
[3v)

Ferner gehort beV; folgendes Geriist zu einem funktionsfahigen Zustand:

(4]
~

A

—
N

Dies ergibt insgesamt

z(N1)

p® +6p°(1 — p) + 7p*(1 — p)* + p*(1 — p)°
p2 + 4p* — 5p° + p® .

Das Netz\; hat einige weniger funktionsfahige Zustéande und ist soraitiger
zuverlassig: Nur die ersten drei der obigen vierelementi{gntenmengen sind
funktionsfahig, und es gibt kein funktionsfahiges Gerses fuhrt zu

2(N2) p® +6p°(1 —p) + 3p*(1 — p)?

3pt — 2p° .

Obwohl zuverlassiger algV,, hat A, den offensichtlichen Nachteil einer
ungleichméafigen Auslastung, die desto mehr zum Tragen kpjaigroRer die
Kantenausfallwahrscheinlichkejt= 1 — p ist.

In der Literatur findet man auch Untersuchungen zum Verlslton Routing und
Zuverlassigkeit, bei denen Uberlegungen zu den Kommuioiksprotokollen sehr
stark einbezogen sind. Als Beispiele seien [AWE] und [GAEhgnnt. In [AWE]
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geht es um den Entwurf absolut zuverlassiger Broadcasolkibe fir Netze mit
veranderlicher Topologie. In [GAF] werden verteilte Alghmen vorgeschlagen,
die die einzelnen Knoten befahigen sollen, ohne Kenntnisakiiellen gesamten
Netztopologie Nachrichten auf kreisfreien Routen an esmrale Station zu ver-
senden.

Wir wollen diese Art von Untersuchungen hier nicht weiterfeklgen. Fir den
Rest dieses Abschnitts soll es vielmehr darum gehen, eergje Ergebnisse zum
Zusammenhang von Routing und Zuverlassigkeit fur Netz&miiting-Planen her-
auszuarbeiten. Das zuletzt betrachtete obige Beispied %6ist dabei grob in die
einzuschlagende Richtung. Die Ergebnisse sind sdmtlicbdiersuchung [POG1]
entnommen, einige wurden in [POG2] veréffentlicht.

Im folgenden werden zu Graphé&n Routing-Plane”’ mit jeweils zwei Eintrégen
(also mitw = 2, vgl. Abschnitt 8.6) betrachtet. Da fur einen Graphen mehre
Routing-Plane moglich sind, sprechen wir bei gegebeGenmd C' auch hier (wie
bereits in Beispiel 9.6-4) von eineNetz V' = (G, C). Das zugehdrige Zuverlas-Netz
sigkeitspolynom wird dementsprechend mit

2(N) bzw. z(N)(p)

bezeichnet. Wie bisher soll dabei eine Kantenmenge fungtithig sein, wenn
sie (im Falle dass jede ihrer Kanten intakt ist) die Kommatitn von jedem
Ursprungs- zu jedem Zielknoten erlaubt.

Wir gehen auch wieder von den Grundannahmen bezliglich depit¢okolle aus,
wie sie in Abschnitt 8.6 — abgeleitet von der Situation bei@ichengabesystem Nr.
7 — dargestellt wurden. Insbesondere mussen bei einenfrkiers Routing-Plan
gerichtete Kreise auf einer Kante nicht ausgeschlossetieneda das Pendeln von
Nachrichten auf einer Kante von den Protokollen verhindéd.

Wir erinnern an die in Abschnitt 9.5 eingefiihrten Paraméterd c: fir ein gege-
benes NetdV = (G, C) sei

[ die minimale Gré(3e einer funktionsfahigen Kantenmenge,

c die minimale Groé(3e einer kritischen Kantenmenge.

Die in Abschnitt 9.5 hergeleiteten Abschatzungen fur dagezéssigkeitspolynom
basieren auf der Kenntnis vare, R,,_; = F,undR, = () — C..

Es ist unmittelbar klar, dass aufgrund unserer generellgaugsetzung von jeweils
zwei Eintragen in den Routing-Planen fir ein N&tz= (G, C) stetsc = 2 gilt.
Dies liegt daran, dass bei Ausfall von nur einer Kante dag Nttts funktionsfa-
hig bleibt, andererseits aber die beiden Kanten, die einewtdt fur ein Ziel zur
Verfiigung stehen, immer eine kritische Menge bilden.

An dieser Stelle ist eine Klarstellung zur TerminologieigéWie Ublich, nennen
wir eine Kantenmeng@ C K einenminimale kritische Menge, wennT" kritische minimale kritische
Menge ist, dies jedoch fiir keine echte Teilmenge Yagilt. Menge
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Ein kritische Mengél” C K mit ¢ vielen Elementen muss selbstverstandlich mini-
mal sein. Jedoch kann umgekehrt ein minimale kritische Megugs mehr alg
vielen Kanten bestehen.

Beispiel 9.6-5:
Gegeben sdir = K5 mit Routing-PlanC.

Ks

von\nachf 1 2 3 4 5
1 - 2,3 32 42 5;2
2 1,3 - 31 41 5;3
3 1,2 2,1 - 41 54
4 1,2 2,1 3,1 - 5;2
5 1,2 2,1 31 41 -

Es handelt sich um SP-Routing mit Préaferenz, wobei jedodemKnoten 2,3
und 4 die Zweiteintrage fir Ziel 5 so gedndert wurden, dagin 5) ein Kreis
2 — 3 — 4 — 2 entsteht. Dies fihrt dazu, dass die Kantenmefje35, 45}
kritisch und — wie leicht nachzuprifen — sogar minimal ist bei Ausfall von
nur 2 dieser 3 Kanten bleibt das Netz funktionsfahig.

Interessanterweise kann nachgewiesen werden, dass ent®orhussetzung der
Kreisfreiheit jeder minimale kritische Menge aus 2 Kantestbht.

Satz 9.6-1: In einem beliebigen Net¥” = (G, C') mit kreisfreiem Routing-Plan
C (mit jeweilsT = 2 Eintragen) besteht jede minimale kritische Menge aus
zwei Kanten. Genauer gilt: ist = {k;, ko} eine minimale kritische Menge,
so gibt es einen Knotemn und eine Orientierundg; = z;v; undky = 2509
der Kanten vorl’ sowie Knoterz; = wuq, us, ...,u, = 2o(r > 1), SO dass
in dem GrapherZ(— y) der in folgendem Diagramm dargestellte Teilgraph
enthalten ist (wobei fur > 2 gelten kann; = vy):
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Vi Va
leA J
U, =Zo

Z1=Ug Uz

Beweis: Es seiT” eine minimale kritische Menge: und y seien Knoten
derart, dass der Ausfall vofi das Versenden von Nachrichten von
nachy unmaglich macht. Wir setzen voraus, dass innerhalb deshgeri
teten Graphe’(— y) der Knotenr unter den Knoten mit dieser Eigen-
schaft ein solcher ist, fir den der gerichtete Abstandawvoachy mini-
mal ist. Mindestens einer der beiden Nachfolger wvom G(— ),
sagen wiru, hat einen kleineren gerichteten Abstand,zDaraus folgt
zu € T. v sei der zweite Nachfolger vonin G(— y). Istazv € T,
so folgt wegen der Minimalitat vofi’ sofortT" = {zu,zv}, und die
Aussage des Satzes trifft zu (mit= 1).

Es sei nurev ¢ T angenommeny; undw, seien die Nachfolger von

in G(— y). Aufgrund der Kreisfreiheit, und da jeder gerichtete Weg vo

v nachy auf die minimale Mengé’ treffen muss, folgt 0. B. d. Auw, =

x. Gilt nunvwy € T, so ist der Beweis erbracht miit = {zu, vw,}
(undr = 2). Andernfalls liefert die Iteration dieser Argumentatséette
(mit wy anstellev usw.) den angestrebten Schluss nach endlich vielen
Schritten.

Ein entsprechender Satz ist nicht mehr gultig, wenn fir dieakl der mdglichen
Eintrage giltr > 3. Im folgenden Diagramm ist ein moglicher kreisfreier Digfna
G(— 7) fur G mit Knoten{1, 2, ..., 7} dargestellt, wobei jeder von 7 verschiedene
Knoten 2 oder 3 Nachfolger besitzt:

Die funf fett herausgehobenen Kanten bilden einene mir@rkialische Meng€';,
denn der Routing-Plan lasst sich auch fir die Gbrigen Zagkm so vervollstandi-
gen, dass bei Ausfall einer echten Teilmenge ¥§mmmer noch jede Kommuni-
kation moglich ist. Auf der anderen Seite ist selbstvendiiéh, da es inG(— 7)
Knoten mit nur 2 Nachfolgern gibt, wieder= 2.
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Wie oben bereits festgestellt, gilt in dem von uns vorwiebeetrachteten Faft =
2 stetsc = 2. Der Satz besagt, dass im Falle der Kreisfreiheit die Anzahtler
zweielementigen kritischen Menge auch gleichzeitig diean allerminimalen
kritischen Mengen ist.

Die ZahlC5 kann mit polynomialem Aufwand bestimmt werden: beditzt viele
Kanten, so muss jede d(éf;) vielen zweielementigen Kantenmengen daraufhin
Uberpruft werden, ob bei Ausfall dieser beiden Kanten imnoeh in jedem Digra-
phenG(— z) ein gerichteter Weg von einem beliebiggn# = nachz intakt ist
oder nicht.

Beispiel 9.6-6:
Wir schauen noch einmal auf die Net&& und.\; aus Beispiel 9.6-4

Fur N ist Fy = 7, folglich C, = (5) — Fy = 8.
Da fur A, gilt £, = 3, hat man hieC;, = 12.

Um die in Abschnitt 9.5 angefuihrten Abschatzungen fur dassAéassigkeitspoly-
nom auf beliebige Netz&” = (G, C') (mit 7 = 2) anwenden zu kénnen, beddirfte es
eines guten Algorithmus (wie tblich gemessen an der Knoizatd vonG), auch

die Parametelrund F; zu bestimmen. Ein solcher Algorithmus wurde jedoch unse-
rer Wissens bisher nicht gefunden. Vielmehr vermuten veissdschon die Bestim-
mung von/, also der kleinstmoglichen Elementeanzahl einer funkfiimgen Kan-
tenmenge, ein NP-vollstandiges Problem bildet.

Wir greifen zunéchst auf die obere Abschéatzung fiir das Polya(N') zurick,
die am Ende von Abschnitt 9.5 angesprochen wurde und fir bah# gelegene
Kantenwahrscheinlichkeit eine recht gute Naherung fét\N)(p) darstellt:

Z(N)(p) < 1—=Cy-q* - p™ % = 2(N)(p).

Dabei istm die Anzahl der Kanten des Graphen und wie Ublich 1 — p.

Da wir jedoch in diesem Abschnitt nicht nur an guten Absclédgen interessiert
sind, sondern vor allem Erkenntnisse tber den Einfluss degevon Routing-
Planen auf die Zuverlassigkeit gewinnen wollen, erweish slie nahere Betrach-
tung einer der obigen Naherung sehr @hnlichen unteren Altmahg als sinnvoll:

Satz 9.6-2: Fur beliebigey qilt
FN)(p) :=1-Cy-¢* < 2(N)(p).

Beweis: Es seienTy, Ty, ..., Ty, die (zweielementigen) minimalen kritischen
Mengen.E; bezeichne das Ereignis "Beide Kanten vfBnfallen aus". Es
gilt P(E;) = ¢*. Ferner ist

1—2N)(p)=P(E1VEyV ..V E,).
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Das Prinzip der Inklusion-Exklusion (vgl. Anhang F) ligfepfort die obige
Ungleichung.

Beispiel 9.6-7:
In Fortsetzung von Beispiel 9.6-4 und Beispiel 9.6-6 bétrae wir nochmals
das NetzV;. Es gilt fiir jedesp(0 < p < 1) undg =1 — p:

mit Z’(Nl) — | = 8q2,
z(M) = p* + 4p" — 5p° + p°,
2(./\/1) = = 8(]2]94.
Zum Vergleich sind fup = 0,9, undp = 0,99 undp = 0,9999 jeweils die
drei Werte zusammengestellt. Zur Heraushebung der Utiiedsewird hier mit
12stelliger Genauigkeit gearbeitet.

A~

D % z Z
0,9 0,92 0,932391 0,947512
0,99 0,9992 0,999231 0,999232

0,9999| 0,99999992 0,999999920013 0,99999992

Wie man an dem obigen Beispiel sieht, ist die einfache urabsehéatzung flr
nahe an 1 gelegengdereits eine gute Naherung fir

Es ist leicht moglich, zur Gite der Naherung genauere Aessag machen. Dazu
seien fur ein Netz\/ zunachst einige Bezeichnungen eingefifirsei die Menge
der minimalen kritischen Kantenmengen. Da jedles 7 aus zwei Kanten besteht,
istfur T, 7" € T stetsT" UT" 3- oder 4-elementig.

Es sei
D:={{T, T} | TUT |=3}und
V={{T, T} | TUT |=4}.

Aufgrund der in Anhang F gemachten Anmerkungen tiber dagiprier Inklusion-
Exklusion folgt nun

2=1-0*<2<1 -0+ | D| @+ | V] ¢,
wobei selbstverstandlighD | + | V |= () ist.

Mit der noch etwas gréberen oberen Abschatzung

C:
1— ng2 + ( 2)(13
2
l&sst sich nun fir gegebene Knotenanzahhgeben, wie nahgan0 liegen muss,

damitz mit einer vorgegebenen Genauigkeit miibereinstimmt. Auf die Darstel-
lung der genauen Rechenschritte wird hier verzichtet.
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Wir wollen unser Augenmerk vielmehr auf den Ausdruck

2:1—ng2+|D|q3

richten, welcher zwar nicht mehr allgemein als obere Sdtedir » nachgewie-
sen werden kann, jedoch flr kleinggine noch bessere Abschatzung fials 2

darstellt.

Beispiel 9.6-8:
Wir betrachten den GrapheR; mit dem Routing-Plan, der bereits in Bei-

spiel 9.5-6 von uns behandelt wurde. Das resultierende bleteichnen wir
mit A.

1

2

3

4

5

1,3
1,2
1,5
1,4

ga b~ wWwN PP

2:5
2:4
2:3
2:1

3.2
3:1
3.5
3:4

4:5
4:3
4:2

4:1

5;2
5;1
54
5;3

Wie in Beispiel 9.5-6 dargestellt, lautet das exakte Palyno

2(N3) = p"+10p° (1—p)+30p® (1—p)*+30p" (1—p)>+10p° (1—p)*+p°(1—p)°,

eine andere Darstellung ist

2(N3s) = 5p° — 10p® + 5p° + p°.

Mit Cy, = 15 hat man

z=1—15¢

Die 15 minimalen kritischen Mengen sind

{B,CYAC, I} AB, I} {A, EY{E, F}AA, F} {A, B} {4, ]},
{B, J},{C, D} {D,G},{C,G},{D,E}{E, H},{D, H}.
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Man stellt fest, dass von dgf)}) = 105 méglichen Paaren minimaler Schnitte
35 eine gemeinsame Kante haben, &alo|= 35, | V |= 80 und

7 =1—15¢> + 35¢°.
Furp = 0,9999 ergeben sich (mit 12stelliger Genauigkeit) die Werte
Z = 0,999999850000,

z =0,999999850030,
z = 0,999999850035.

Wir gehen in diesem Beispiel noch einen Schritt weiter. Dagzip der
Inklusion-Exklusion legt nahe, vohden Term

t-q3

abzuziehen, wobeidie Anzahl der Dreiermengen minimaler Schnitte ist, deren
Vereinigungsmenge nur drei Kanten enthalt. Hier ist 5, denn diese Dreier-
mengen sind

{{B,C}{C, 1}, {B,1}},

{{A, E} . {E, F},{A, F}},
{{A, B} {B,J},{A, J}},
{{¢, D}, {D,G},{C,G}},
{{D, E},{E,H},{D,H}}.
Man erhélt so die Naherung

1 — 15¢® 4 30¢°,

die furp = 0, 9999 (auf 12 Stellen) in der Tat mit dem exaktefibereinstimmt.
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Beispiel 9.6-9:
SP-Routing mit Praferenz bedeutet d(f, dass folgender Routing-Plan gege-
ben ist:

1 2 3 4 5
- 2,3 32 42 5;2
1,3 - 31 41 51
1,2 2,1 - 41 5;1
1,2 21 351 - 51
1,2 2,1 31 41 -

a b wN PP

Flr das so gegebene NeVz gilt interessanterweise wie fil; (s. voriges Bei-
spiel) ebenfalls

C, = 15,

jedoch hat man higrD |= 38.

Unter der Pramisse, die Netze nach den Funktionen
Z2=1-0Cy¢*+|D| ¢

zu beurteilen, ist somjt/, zuverlassiger ald/s.

Tatséachlich gilt fir das exakte Polynom
2(Ny) = p' + 4p° —p" — 6p° + 3p°,

fur p = 0,999 ergibt sich damit = 0, 999999850035.

In den beiden vorausgegangenen Beispielen zeigt sich em#eniz, die sich in fol-
gender Aussage zusammenfassen lasst: sind auf einem @rapbeNetze gege-
ben mit gleicher Anzahl minimaler kritischer Mengen, sadiasjenige Netz zuver-
lassiger, bei dem es haufiger der Fall ist, dass ein Paar mli@irkritischer Mengen
eine Kante gemeinsam hat.

Die hohere Zuverlassigkeit vaN, gegentiberV; geht einher mit einer ungleich-
mafigen Auslastung der Knoten und Kanten. Es soll nun vetsuerden, diesen
Zusammenhang etwas genauer unter die Lupe zu nehmen.

Zunachst wird folgende Bezeichnung eingefiihrt. Fur einzNét = (G, C') mit
G = (FE,K)und| K |=m seifirk € K ¢ die Anzahl der minimalen kritischen
MengenT mitk € T.

Hilfssatz 9.6-1: Es gelten stets die folgenden Beziehungen:

a. Cy= Z %
keK
b. | D=3 (%)

keK
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C. Cg 2 m
Beweis:

a. Da jede minimale kritische Menge aus 2 Kanten bestehts fiiis
die AnzahlC, der minimalen kritischen Mengen gelt@d; =

Z Ck.

keK

b. Offenbar ist jede Kanté auf genau(C;) Weisen als gemeinsame
Kante in zwei minimalen kritischen Mengen enthalten.

c. Da eine Kante stets in mindestens 2 minimalen kritischendén
enthalten ist, folgRCy, > 2m bzw.Cy > m.

Die Aussage c) des obigen Hilfssatzes hat eine tUberrasei@misquenz hinsicht-
lich eines Vergleichs der Graphe®), ("Ring" mit n Knoten undm = n vielen
Kanten) undk,, (vollstandiger Graph mit Knoten undmn = (Z) vielen Kanten):

Auf R,, gibt es offenbar nur einen moéglichen Routing-Plan (bis aef\ahl der
Prioritaten), flr diesen gilt

o-(2)

Andererseits muss nun aber féden Routing-Plan auf dem Graphét, gelten

n

Unter der Pramisse, dass
1 - ng2

eine gute Naherung flr die Zuverlassigkeit ist, bedeuest:diin auf{,, basierendes
Netz kann nicht zuverlassiger sein als das Netzrguf(Bei dieser Aussage ist das
Ausmal’ der Kantenbelastungen allerdings ausgeklammert.)

Selbstverstandlich kann es zuverlassigere Netze auf @negben, die "zwischen™
R, und K, liegen. Solche Graphen aufzuspiren, ist ein typischedéiroter Netz-
werksynthese. Diese Thematik ist Inhalt des nachsten Atissh

Wir kommen nun auf den Vergleich der oben behandelten Neétaend \V;, zurlick,
indem wir die Gleichungen a) und b) des Hilfssatzes ausnu&s wird gezeigt,
dass fiir konstantes, = ) % die Varianz der Zahlen,(k € K') zur Grofl3e von

5

keK
positiv korreliert ist.
Hilfssatz 9.6-2: Fur ein Netz\ = (G, C) gilt:

i. Der Mittelwert derc, (k € K) istc = 22,
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ii. Fur die Standardabweichung von diesem Mittelwert gilt

2|D
o’=c—2+ 1D
m

Beweis:

i. ergibt sich sofort aus der Definition des Mittelwerts.

ii. Zunachst ist

> (er —¢)?
2 keK
o? =

m

Daraus ergibt sich

2

mo? = Y (i — 2+ )
keK )
€

= T T (@-a)t T (o 15)
keK keK

= mé+2|D| 420, (1 -*2)

= me2+2|D|+me—2me?

und damit die Behauptung.

Aus dem Hilfssatz folgt: hat man (wie im Falle véfy und.\V,) zwei Routing-Plane
auf demselben Graphen mit identisci@n(undc), so ist das Netz mit einer gréRe-
ren Varianz der Zahlen,(k € K) zuverlassiger. Andererseits hat diese grof3ere
Varianz auch eine hohere Unterschiedlichkeit der Kanteshengen zur Folge.
Diese zuletzt gemachte Aussage wollen wir jedoch nicht &isieren und die Aus-
fuhrungen an dieser Stelle abbrechen. Wir kommen hier iareBereich, in dem
viele weitere interessante Fragestellungen bisher nieftevwwerfolgt wurden.

Selbsttestaufgabe 9.6-1.:

Es seiV ein Netz auf einem Grapheln mitknoten,t eine natirliche Zahl. Zeigen
Sie:lstg=1—p < (128 -n78-107%)3, so gilt

2(N)(p) — 2N (p) < 107
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9.7 Synthese extremaler Netze

Bisher wurde das Problem betrachtet, zu vorgegebener &napiaktur und darauf
definiertem Netz fir ein Zuverlassigkeitsmald das zugebdfigverlasskeitspoly-
nom zu bestimmen. Erwies sich dieses Problem als algositindu schwierig, so
wurde das Augenmerk auf moglichst gute und leicht berecdrenAbschatzungen
gerichtet.

Nur gelegentlich kam am Rande der Aspekt der Netzsynthes8piel. Darunter
soll die Frage verstanden werden, unter gewissen Randhetien (z. B. gegebe-
ner Anzahl von Knoten) einen Graphen zu finden, der hinsathdines gegebenen
Kriteriums extremal ist.

Wir wollen hier nur das Problem betrachten, optimale Grapinebezug auf die
volle Zuverlassigkeit zu finden. Funktionsfahige Kantengen mogen also in die-
sem gesamten Abschnitt den zusammenhéngenden Teilgraptsgmechen.

Eine mogliche Fragestellung ist nun die folgende.

Es seiG(n, m) die Klasse aller zusammenh&angenden Graphem fitken undn

Kanten.G,,: € G(n, m) heitoptimal, wennG,,; fur jede Kantenwahrscheinlich- optimal

keit p(0 < p < 1) zuverlassiger ist als jeder andere Graplg{m, m), wenn also
gilt: fir alle G € G(n, m) undp € [0, 1] gilt

2(Gopt)(p) = 2(G)(p).

Problem: Man finde zu gegebenen und m einen optimalen Graphen in
G(n, m).

Dieses Problem ist bisher nicht allgemein befriedigendsjelEinen tiefe-
ren Einstieg in die Thematik kann man sich verschaffen ddia Studium
z. B. der Arbeiten [BAU], [BOE1] oder [BOEZ2] , auch [MIN] biet eine gute
Ubersicht. Gemeinsam ist allen diesen Untersuchungereifekombinato-
risch graphentheoretische Ansatz, wie er auch von uns aiélgt wird.

Der Wollstandigkeit halber soll erwahnt werden, dass e alrdersuchungen
zur Netzsynthese gibt, die sich der Problematik aus dertichdes Opera-
tions Research nahern und Kantenkapazitaten, Verzogezeaibgn usw. mit
einbeziehen. Die Losungswege bedienen sich dann eher @esidchen”
mathematischen Optimierung.

Bei obiger Problemstellung ist zu beachten: Zu fesigne [0, 1] muss es
selbstverstandlich einen Graphen &l{s, m) geben, der fur dieses, opti-
mal ist, jedoch ist die Existenz einés,, im obigen Sinne (also simultan fur
alle p) keineswegs klar. Man halte sich dazu vor Augen, dass seldiy-
nome zweier Graphen "kreuzen" kénnen (vgl. Abschnitt 9.4)!

Um uns dem Problem noch einen Schritt weiter anzunahernnem wir uns
zunéachst an die Abschatzung

2(G)(p)=1-C.-(1—p)°-p"e,
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¢ — C.-optimal

die fur sehr nahe an 1 gelegenegiltig ist (vgl. Abschnitt 9.5). Dadurch wird
es nahegelegt, nach solchen Graphen zu suchen, figrrddglichst grol3 ist (dies
macht(1 — p)¢ - p™ ¢ klein) und dann — nachdenfestliegt —C.. zu minimieren.

Statt nach einem Graphe#,,, im Sinne der obigen Definition zu suchen, kann
man nun das bescheidenere Ziel verfolgen, einen Graphefi(aus:) zu finden,
der unter den Graphen aus dieser Klasse cdigaximieren,C. minimiert. Einen
solchen Graphen wollen wir— C.-optimal nennen.

Einige der oben zitierten Arbeiten beschaftigen sich mmdeufspurenc — C.-
optimaler Graphen (fir gegebenaindm). FUr die erzielten Teilergebnisse ist ein
immenser kombinatorischer Aufwand notwendig, umfasserdrtan das Problem
nicht gelost.

Wir wollen hier nur die beiden einfachsten Falle fiain Relation zun betrachten.

Istm =n — 1, soistG(n,n — 1) die Klasse aller Baume mit Knoten. Alle diese
Baume haben das Zuverléassigkeitspolynd#) (p) = p™~* und sind somit optimal
sowiec — C.—optimal.

Furm = n gilt folgender

Satz 9.7-1: Der (bis auf Isomorphie) einzige- C.—optimale Graph irg(n, n)
ist der RingR,,.

Beweis: Zunachst Uberlegt man sich, dass ein Gréaphe G(n,n) niemals
einen minimale kritische Menge aus drei oder mehr Kantehadtein kann:
ware namlichS = {kq, ko, k3} eine dreielementige kritische Menge, so wére
{k1,ky} keine kritische Menge, d.h. bei Entfernen dieser beidentéan
bliebe ein zusammenhangender Graph mit 2 vielen Kanten ubrig, was
nicht moglich ist.

Man weil3 nun insbesondere, dass jeder Knoten nur einen wgeNachbarn
hat. In einem: — C'.—optimalen Graphen muss folglich jede Ecke den Grad
2 haben. Es ist aber leicht zu sehen, dassler einzige zusammenhangende
Graph mitn Knoten ist, in dem jeder Knoten den Grad 2 hat.
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Fur den nachsten Falh = n + 1 werden die Verhaltnisse bereits erheblich kompli-
zierter. Als Beispiel wollen wir den Graphéty, ;3 angeben, der — Cy,—optimal in
der Klass&j (5, 6) ist (mitc = 2 undC,. = 3):

Auf eine genaue Untersuchung des Falles- n + 1 wollen wir jedoch verzichten,
wir verweisen auf die bereits zitierte Literatur.

Zum Abschluss gehen wir das Problem der Netzsynthese naatmaeanders an.
Dabei benutzen wir den Begriflantenzusammenhangszahfur die minimale Kantenzusammen-
GroRec einer kritischen Menge in einem Graph@n hangszahl

Es wird die folgende Frage gestellt: gegeben seien natériiahlenn undc (mit
c < (’2‘)) Welcher Graph mit vielen Knoten und Kantenzusammenhangszast
am unzuverlassigsten?

Es liegt auf der Hand, dass die Zuverlassigkeit eines sonlgesuchten Graphen
eine untere Schranke fur die Zuverlassigkeit jedes anderaphen mit diesen Para-
metern darstellt.

Es muss allerdings auch hier der Bereich der Kantenwahrdidideitenp einge-
schrankt werden, um die anvisierten Ergebisse zu erhaltehzwar nehmen wir
nunp als sehr klein an.

Bereits in Abschnitt 9.5 wurde erwéhnt, dass dann der Ausdru

Fn—l . pn—l . (1 . p>m—n+1
eine gute Naherung fur(G)(p) ist. (Dabei bezeichnet. die Anzahl der Kanten
und F;,_, die der Geruste vo&'.)

Um die Zuverlassigkeit zu minimieren, hat es demnach Siachrnlem — bei gege-
benemn undc — Graphen mit dem kleinstmdglichen Parameigr; zu fragen.

Bei der folgenden Betrachtung werden statt Graphen allgené/ultigraphen
betrachtet, d. h. zwischen zwei Knoten sind mehrere "paedlKanten moglich.

Mit R, s (fur natlrliche Zahlem unds mitn > 2) bezeichnen wir defn, s)-Ring,
der aus dem Rind?,, dadurch entsteht, dass jede Kante durgiarallele Kanten
ersetzt wird.

Im folgenden Bild sind z. BR; ; und R , dargestellt:
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In dem Sonderfalh = 2 verbindet man die beiden Knoten durzhviele Kanten
(vgl. Ry 2 im Diagramm).R,, ; hat so fur allen > 2 n - s viele Kanten und Kan-
tenzsammenhangszahl. Unter allen Multigraphen (Graphen eingeschlossen) ist
R, s hinsichtlich der Anzahl seiner Gerlste extremal.

Satz 9.7-2: SeiG = (FE, K) ein Multigraph mitn > 2 vielen Knoten und Kan-
tenzusammenhangszaht 2s. Dann hat; mindestens-s" ! viele Geriste;
diese Abschatzung ist genau dann exakt, wemsomorph zuR,, ; ist.

Beweis: Es wird Induktion tber die Anzaht der Knoten gefiihrt. Fiin = 2
ist die Aussage des Satzes offensichtlich. AngenommerSailgrsei richtig
fur alle Multigraphen mit weniger als vielen Knoten. Ein Multigraph mit
Knoten undc = 2s sei gegeben. Fur jede Kantest die Anzahl der Geriste,
die £ enthalten, gleich der Anzahl der Geruste &n k. (Mit G - k ist der
Multigraph bezeichnet, der entsteht, wenn die Endknotenivau einem
Knoten zusammengefaldt uidsowie alle zuk parallele Kanten gestrichen
werden.) DaG - £ n — 1 Knoten besitzt und Kantenzusammenhangszahl
mindestengs, folgt nach Induktionsvoraussetzung

b(k) > (n—1)-s"2
wennb(k) die Anzahl delk enthaltenden Gerliste véhbezeichnet.
Mit der Summe

> blk)

keK

zahlt man nun jedes Gerlst vehgenaun— 1) mal, mithin hatz mindestens
|f(|'8n_2

viele Geruste. Da aber fi@ gilt ¢ = 2s, folgt | K |> n-s (denn jeder Knoten
muss mindesters viele Nachbarn haben), und die gewiinschte Ungleichung
folgt.

Damit G genaun - s"~! viele Geruste besitzt, mugsauch genau - s viele
Kanten besitzer}, K |= n-s, und fur jedes € K mussG-k (n—1)-sviele
Kanten haben. Folglich missen die Kanten v@rausn "Parallelbtindeln”
von jeweilss Kanten bestehen, was zusammen mit der Bedingua@s nur
im FalleG = R,, ; erfilltist.
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Folgerung 9.7-1: SeiG = (F, K) ein Graph mit| £ |= n,| K |= m und
gerader Kantenzusammenhangszahkt 2s. Dann gilt fir das Zuverlassig-
keitspolynonx(G) die Ungleichung

AG)(p) =n-s"tp"h (1= p)m

Im allgemeinen muss die rechte Seite der Ungleichung keiteeNgherung
flr z(G)(p) sein. Dies ist jedoch der Fall, wenn die Anzahl der Geruste vo
G nicht wesentlich groRer als - s"~! undp nahe bei ist.

Selbsttestaufgabe 9.7-1:

Erlautern Sie, warum es sinnvoll ist, nach C.—optimalen Graphen in der Klasse
G(n, m) zu suchen.
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Small-World-
Phanomen

10 Kleine Welten

10.1 Soziale und andere Netze

Wem ist das noch nicht passiert: Man lernt eine bislang feefRdrson kennen
und stellt dann fest, dass beide einen gemeinsamen gutemiek haben. "Die
Welt ist klein", wird dann erstaunt bemerkt. Ein wissendtich denkender Mensch
konnte allerdings an dieser Stelle sagen, dies sei einlZdéleinem besonders im
Gedachtnis bleibt, wahrend man die viel zahlreichereref#ldenen man eine Per-
son kennenlernt und &sinengemeinsamen Bekannten gibt, nicht besonders beach-
tet. Jedoch stellt sich heraus: Esksin Zufall, sondern der Startpunkt einer For-
schungsrichtung, die viele unterschiedliche Wissensshafeiche beriihrt. Genau
darum geht es in diesem Kapitel. D&mall-World-Phanomeist seit den Untersu-
chungen von Stanley Milgram und anderen, die in den Jahreba@t in den USA
begannen, zunachst zu einem Forschungsgegenstand in dew&senschaften
geworden. Milgram schickte Briefe an zuféllig ausgewaNenschen in Nebraska
und Kansas und bat jeden der Empfanger, sein SchreibenhituReines Borsen-
maklers weiterzuleiten, der in Boston lebte. Dessen Arnfaab Milgram nicht
an, sondern bat die Empfanger nur, die Briefe an jemandertdoken, den sie
personlich kannten und von dem sie annahmen, dass er "nédhet&m Borsen-
makler ist. Die meisten dieser Briefe erreichten MilgramsuiRd (den Borsenmak-
ler in Boston), der Clou jedoch war: In der Regel wurden nwhseZwischen-
schritte bendtigt! Man spricht von deSmall-World-Phdnomenund meint damit,
dass in dem betrachteten Netz je zwei Individuen (oder @&eer: Instanzen,
Stationen) mit hoher Wahrscheinlichkeit durch eine kurzgt& dazwischen lie-
gender "Bekannter" verbunden sind. Heute findet das Phdmomaelen anderen
Wissenschaften Beachtung, denn es zeigt sich in vieleneNgetiie in Natur oder
Technik eine Rolle spielen, unter anderem auchWorld Wide WebDas Small-
World-Phanomen hat seit langem seinen festen Platz in démdéfeAnekdoten. Es
wird auch "zum Spal3" auf grofRere Menschengruppen angewvenée alle Film-
schauspieler, alle Mathematiker usw.), wo es interesgacheint (oder sogar zu
verbliffenden Ergebnissen fuhrt), zwischen Personerrivatie dieser Gruppe die
"Abstande" zu bestimmen. Es folgen zwei Beispiele.

Beispiel 10.1-1:

Im Internet findet man unter der Adresse http://www.csixiegedu/oracle eine
Seite mit der Uberschrifthe Oracle of Bacon at VirginigEs handelt sich um
eine Website, auf der man sich zu zwei beliebigen Filmsgbialesn deren
"Abstand" anzeigen lassen kann - wobei zwei Schauspielektdniteinander
verbunden sind, wenn sie gemeinsam in einem Film gespiedirhdie Website
wurde von dem Informatiker Brett Tjaden an der Universityoginia aufge-

baut, der die Beobachtung machte, dass der recht wenig tek&nhauspieler
Kevin Bacon im Zentrum dieses "Filmuniversums" steht: Naewch der je in
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einem amerikanischen Film mitgespielt hat, besitzt eineoBazahl von mehr
als 4.

Gibt man auf der Webseite beispielsweise die Namen HumpBogpart (im

Jahre 1956 verstorbener Hollywood-Schauspieler) und Aigelke (heutige
deutsche Komikerin und Schauspielerin) ein, so lautet digvart des Orakels:
3 - denn Humphrey Bogart hat zusammen mit Rod Steiger eirlengémacht,
dieser mit Steve Kramer, und letzterer taucht neben Ankekagn einem Film
auf. (Die Namen der Filme werden auch genannt.)

Beispiel 10.1-2:

Der bekannte ungarische Mathematiker Paul Erdos, der ine J&8196 verstarb,
hat eine Uberwaltigende Anzahl wissenschatftlicher Veriiffchungen verfasst
(vorwiegend aus dem Bereich der Graphentheorie und der Katarik), davon
die meisten zusammen mit anderen Autoren. Seit vielen daheehen sich
die Mathematiker auf der ganzen Welt den Spal3, ihre eigdés-Zahlzu
betrachten - das ist die Lange der kirzesten Kette zu PadlsEwbbei eine
direkte Verbindung dann gegeben ist, wenn man eine genme¥%aroffentli-
chung verfasst hat.

Auch in dem hier vorliegenden Graphen beobachtet man (#utread kleine
Abstande. Unter der Adresse http://www.oakland.edu/aiyer der sich das
"Erdds number projetiverbirgt, bekommt man Hilfen angeboten, die einen bei
der Bestimmung der eigenen Erd6s-Zahl unterstitzen.

Ubrigens besitzt der zweite Autor dieses Kurses (PogurntieErdés-Zahl 2,
denn er hat eine Verdéffentlichung mit Peter Winkler von derdgy University in
den USA verfasst, und dieser hat ein gemeinsames Papierdiis zorzuwei-
sen. Damit hat der erste Autor (Kaderali) eine Erdés-Zahl 3pwofur dieser
Kurs ein Beleg ist.

Die folgenden Abschnitte sind der Frage gewidnvéie weit kann man das Small-
World-Phanomen graphentheoretisch erfassen, d. h. augdgrhentheoretischen
Eigenschaften des jeweils zugrunde liegenden Netzedaaifi&s zeigt sich, dass
die Verfolgung dieser Frage zu interessanten mathematisélmoblemen fihrt.

Jedoch gibt es vor allem auch auRermathematische Motigk, it der Frage

zu beschaftigen. Buchanan schreibt in seinem populamsssaftlichen Buch

[Buc02]: "Es konnte sich erweisen, dass einige der tieféfahrheiten unserer Welt
nicht auf ihre Bestandteile oder deren Eigenschaften katiftihren sind, sondern
auf ihre Organisationsformen.” Sollte es also gelinges Sfaall-World-Phanomen
mathematisch (in der Sprache der Graphentheorie) zu erklgo kénnte die Unter-
suchung der relevanten Graphenstrukturen zu interessAnssagen fir zahlreiche
reale Netze fuhren, betreffend z. B. die Verbreitung vonhiabten durch person-
liche Weitergabe, die Ausbreitung von Epidemien tber Kkiparsonen, Suchstra-
tegien im World Wide Web, die Struktur von Neuronennetzearddkosystemen

usSw.
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10.2  Durchmesser, Cluster-Koeffizient, und die
Rolle von Zufallsgraphen

In diesem Abschnitt werden meist nur ungerichtete Grapghes (E, K) - also
ohne Schleifen oder Doppelkanten - betrachtet. Fir unsetertuchungen ist
offensichtlich deDurchmesseeines Graphen von Interesse.

Definition 10.2-1:G = (£, K) sei ein Graph. Das Maximum der Absténde
Durchmesser n}méd(e, f) hei3tDurchmessenonG.
e, fe

Ein verwandter Begriff ist der des mittleren Abstandes.

Definition 10.2-2:G = (E, K) sei ein Graph mitn vielen Ecken. Der Durch-
mittlerer Abstand schnittswertﬁ > e d(u, v) heilltmittlerer Abstandin G. Die zum mittleren
Abstand analoge Begriffsbildung fur Zufallsgraphen istelevartete Abstand, der

noch mehrfach vorkommen wird.

Beispiel 10.2-1:

Ein Pfad mit 6 Knoten hat offenbar den Durchmesser 5 und engitl Abstand

g. Ein Stern mit einem inneren und 6 &uf3eren Knoten hat denhmesser

2 und mittleren Abstand%. Ein Kreis aus 6 Knoten hat den Durchmesser 3
und mittleren Abstancg. Ein vollstandiger Graph (Clique) mit 6 Knoten hat
Durchmesser und mittleren Abstand 1.

Pfad Stern

Kreis

Clique

Einige einfache Graphentypen
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Der Durchmesser gibt also an, wie grol3 der Abstand zwiscivenknoten héchs-
tens sein kann. Das Small-World-Phanomen scheint damirzau haben, dass ein
Graph mit vielen Knoten einen recht kleinen Durchmesseitdiedlun ist ande-
rerseits klar, dass ein vollstandiger Graph, in dem zwisdiken Knoten Kanten
existieren, den Durchmesser 1 hat — ein kleiner Durchméstsaithin nichtper se
etwas Besonderes. Bemerkenswert wird es erst dann, wemmeim &raphen mit
vielenKnoten und relatiwenigernKanten (das wird bald prazisiert) der Durchmes-
ser klein ist.

Beispiel 10.2-2:

Auf der Erde leben heute (8. September 2005) ca. 6,5 Mikiariflenschen
(kurz: 6,5 - 10°). Angenommen, jeder Mensch wirde 1000 andere Men-
schen gut kennen. Der sich daraus ergebende Bekanntheitsigat dann etwa
%91000 = 3,25 - 10'2 viele Kanten. Der vollstéandige Graph mit ebenso vie-
len Knoten hat demgegeniber @a. 10! viele Kanten, also etwa0” mal so
viele. Anders gesagt: Der Bekanntheitsgraph hat nur eimt&eisendstel Pro-
mille aller moglichen Kanten, trotzdem scheint der Durchsee recht klein zu

sein.

Schauen wir einmal auf die folgende Ubersicht, in der flrctti@rakteristischen
Graphenarten aus Beispiel 9.8-1 die Kantenanzahlen sogvieudchmesser in
Abhangigkeit der Knotenanzahlangegeben sind:

#Kanten Durchmesser
Pfad n-—1 n—1
Stern n-—1 2
Kreis n 2]
Clique ==Y 1

Wie man sieht, bekommt man einen kleinen Durchmesser beivselen Kanten
(Cligue) oder aber bei einer sehr speziellen Struktur wigidielsweise einem Stern.
An dem Beispiel des Erdos-Graphen sieht man, dass letZsesein Knoten mit
sehr hohem Eckengrad) durchaus eine Erklarung fur das Skmalt-Phanomen
sein kann. Was kénnen wir jedoch allgemein sagen? Mit welcBarchmesser ist
"im Schnitt" zu rechnen? Anders gesagfas ist der erwartete Durchmesser eines
Zufallsgraphen?

In Abschnitt 9.1 hatten wir als Folgerung im dortigen Zusaenimang die folgende
Aussage formuliert.

Folgerung 10.2-1: Fir gegebeneps ¢ {0,1} hat fast jeder Graph ir(n, p)
den Durchmesser 2.

Etwas locker formuliert, kbnnte man das auch so ausdridkast jeder Graph
hat Durchmesser Diese Uberraschend klingende Aussage kdnnte man berits al
eine Erklarung fur das Small-World-Phanomen ansehen. Mahdiese Grenz-
wertaussage jedoch nicht Uberinterpretieren und soliie srinnern, was die in
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Abschnitt 9.1 eingeflihrte Sprechweise "Fast jeder Grapbedeutet: dass mit
immer weiter wachsender Eckenanzahl ein zufallig heragrdftgner Graph mit fast
100%iger Wahrscheinlichkeit die betreffende Eigenschaft Und dies liegt dann
daran, dass flr grof3e Graphen diejenigen mit der Eigenszhi@enmafiig immer
mehr Uberwiegen. Dies bedeutet nun selbstverstandlidit, ni@ssjeder Graph
(habe er auch noch so viele Knoten) die betrachtete Eigaftgeltwa: Durchmesser
2) hat. Auch kann man daraus nicht schliel3en, dass ein kidnét@achteter Graph
mit vielen Knoten (etwa der Bekanntheitsgraph aus Beidfiiell-2) wahrscheinlich
den Durchmesser 2 hat — vielleicht ist dieser Graph ja imraehwiel zu klein!

Wir wollen uns der Fage noch einmal direkter ndhern und fragée grol3 ist der
erwartete Abstand zwischen zwei beliebigen Ecken in eingall&rapheid: €
&(n,p)?

Dabei ist offensichtlich, dass fur eine beliebige Ecke5ine &(n, p) der Erwar-
tungswert des Eckengrades= p(n — 1) betragt, da jeder der méglichen- 1 vie-
len Nachbarn unabhangig voneinander mit Wahrscheinlichlauisgewahlt wird.

Der folgende Satz und sein Beweis sind etwas unscharf feerhudamit auf einige
zu technischen Details verzichtet werden kann.

Satz 10.2-1: Ist p << 1 (alsop sehr klein), so ist der erwartete Abstand zwi-
schen zwei beliebigen Eckenthe &(n, p) ungefahr gleicﬂ%.

Beweis: Jeder der erwartetenvielen Nachbarn einer beliebigen Ecke
hat selbst wiedet viele Nachbarn, die vorwiegend (wegen<< n)
"neue" Ecken sind, weshalb man so zu ungeféivielen Ecken kommt,
die vone hochstens den Abstadaben. Wahlt man nuso grol3, dass
gerade giltz! = n, so hat man alle Knoten erfasst, d. h. jeder Knoten
hat einen erwarteten Abstand von hochstemsr Eckee. Aus 2! = n

bekommt mari = 182,
ogz

Bei der Untersuchung der Eigenschaften von Zufallsgraghen® (n, p) fur wach-
sendes: ist es Ublich, nichp konstant zu halten, sondern den erwarteten Eckengrad
z =p(n — 1), m.a.W. wirdp = p(n) als fallende Funktion angenommen. Fur die
erwarteten Abstande fuhrt dies mit Satz 10.2-1 zu der Foiggr

Folgerung 10.2-2: Fir wachsendes ist der erwartete Abstand zwischen zwei
beliebigen Knoten i’ € &(n, p) proportional zulog n.

In der Literatur findet man die Aussage dieser Folgerungerimfacht so formu-
liert:

Der Durchmesser eines Zufallsgraphed € &(n,p) ist ungeféhr gleich logn.

Wir wollen das Beispiel 10.2-2 unter diesem Gesichtspupnkhreinmal analysie-
ren.
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Beispiel 10.2-3:

Hier istn = 6,5 - 10, und wir gehen von einem Grad= 1000 fiir jede Ecke

aus. Handelte es sich um einen Zufallsgraphen, so wirdedsicus wegen
z =p(n — 1) ergeberp ~ 10~7; mitlogn ~ 9, 8 undlog z = 3 ergabe sich aus
Satz 9.8-1 fur beliebige Knoten ein erwarteter Abstand v@chktens 3,3.

An diesem Beispiel sieht man: In Zufallsgraphen hat man immn&tsogar noch
kleinere Abstande, als sie in unseren Beispielen fur dad|SNwald-Phanomen
vorliegen. Da es das Ziel ist, das Small-World-Phanomenlictigj passend gra-
phentheoretisch zu modellieren, kann die Schlussfolgenuinlauten, dass Zufalls-
graphen nicht die geeigneten Modelle liefern.

In der Tat hat man beobachtet, dass "Soziale Netze" einakileaistische Eigen-
schaft haben, die in Zufallsgraphen nicht gegeben ist —tekdasTendenz zur Bil-
dung vonClustern Ausgangspunkt ist die folgende Beobachtung: Fir zweirkdeu
einer Person A ist die Wahrscheinlichkeit, dass diglsenfallsFreunde sind, gr6-
Ber als im Durchschnitt. Bei einem Zufallsgraphen ist diebtrder Fall: fur zwei

beliebige Ecken ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie deioke Kante verbunden

sind, immer gleichy — egal, ob sie bereits einen gemeinsamen Nachbarn haben oder

nicht. Die prazise Terminologie ist die folgende. (Die Meradjer zweielementigen
Teilmengen einer Meng# ist hier kurz mit(]zv) bezeichnet.)

Definition 10.2-3:Fir eine Ecke: € E in einem Graphet: = (E, K) seiN, die
Menge der zu benachbarten Ecken.
Wir setzen
Ne
(%) N K|
Ne :
(%)
C. ist also der Bruchteil aller Paare von Nachbarn vendie selbst durch eine
Kante verbunden sind.

C, =

Der Cluster-Koeffizientvon G ist der durchschnittliche Wert der,, d. h.

_2C
==

Der Cluster-Koeffizient misst also, in welchem Anteil im &th die Nachbarn
einer Ecke selbst wieder benachbart sind. In der folgendéelTe ist der Cluster-
Koeffizient fir eine Reihe von Graphenklassen eingetraDaiei steht: fur die
Anzahl der Eckeny fir die Anzahl der Kanten,fir den mittleren Abstand zweier
Ecken undC fir den Cluster-Koeffizienten; bei den Zufallsgraphen diirdm, |
und C' die Erwartungswerte eingetragen. Mit "Filmstars" ist degih aus Bei-

Cluster-Koeffizient
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Small-World-Graphen

spiel 10.1-1 gemeint, fur den Amaral et al. (siehe [Ama00§ ehtsprechenden
Werte (Stand:2000) angegeben haben.

Eckenn Kantenm mittl. Abst.! Clu.-Koeff.C

Kreis n>4 n ~ Y 0
Clique n>3 (5) 1 1
G € ®(n,p) n p(s) Ay p
G € $(449913, 0,00025) 449913 25516482 2,75 0,00025
Filmstars 449913 25516482 3,48 0,78

Besonders interessant ist nun der direkte Vergleich zwisclem Graphen "Film-
stars" und einem Zufallsgraphen mit ebenso vielen EckenKarten: Bei dem
Zufallsgraphen kann man zwar einen noch kleineren mitiléestand erwarten
(2,75), als er bei den Filmstars vorliedi,@8), aber der Cluster-Koeffizient ist bei
diesem "Sozialen Netz" dramatisch hoher. Man kann diestensén einem Sozia-
len Netz werden gegeniber einem Zufallsgraphen mehr Kditatie Clusterbil-
dung verwendet, wodurch weniger Kanten fir die restlicheg®\zur Verfigung
stehen und so die mittleren Absténde gré3er werden. In delmstén Abschnitten
werden wir uns mehrere Graphenklassen ansehen, die siehigsgy den Zufalls-
graphen als bessere Modelle flr Soziale Netze herausitjbsiatn.

Selbsttestaufgabe 10.2-1:

Berechnen Sie den erwarteten mittleren Abstand sowie deareten Cluster-
Koeffizienten in einem Zufallsgraphen mit den ParametesBaispiel 10.2-2, d. h.
n =6,5-10% undz = 1000.

10.3 Das Modell von Watts und Strogatz

Aufgrund der Ergebnisse des vorigen Abschnitts ist klagsdaan auf der Suche
nach Graphenklassen mit den folgenden Eigenschaften ist:

e grol3e Eckenzahi, relativ wenige Kanten (z. B)(n))
e mittlerer Abstand)(log n) oder wenig groRer

e moglichst hoher Cluster-Koeffizient, &b > 0, 1

Einige Autoren nennen Graphen mit diesen Eigensch&fteall-World-Graphen.
Von Watts und Strogatz (siehe [Wat98]) stammt die folgendedfruktion, die nach
den beiden Autoren benannt wurde. Zunéachst wird ein Grapistkaiert, in dem
jede Eckez viele Nachbarn hat. (Der Einfachheit halber setzen wals gerade
natlrliche Zahl voraus.) Man geht dazu von einem Ki€jsaus, in dem jedoch
jede Ecke nicht nur mit ihren beiden Nachbarn, sondern se@gémit der: vielen
ihr am nachsten gelegenen Ecldirekt (also durch eine Kante) verbunden wird.
Den resultierenen Graphen nennen Wiy ..
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Beispiel 10.3-1:
Das erste Diagramm zeigt den Graph€n, das zweites 4.

Die Graphenko und K¢ 4.

K, . ist eine Art Zwischenstufe bei der Konstruktion der SmadA-Graphen. Im

Extremfall = = 2 hat man den Kreig(,, (mit C' = 0 fallsn > 3),furz =n —1
einen vollstandigen Graphen (ndit= 1). Generell ist der Cluster-Koeffizient recht

hoch:
Satz 10.3-1: Ist2 < z < %n so hatk, . den Cluster-Koeffizienten

Beweis: Aus Symmetriegriinden reicht es, den Cluster-Koeffiziergign
einer beliebigen Ecke zu bestimmen. Dazu schauen wir auf die fol-

gende Grafik:

- -

Die Nachbarn einer Ecke e iif,, ..
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Auf jeder der beiden Seiten ven(im Sinne des urspringlichen Kreises
K,) sind die nachsteg vielen Ecken eingezeichnet, die zur Bildung
von K, . mit e direkt verbunden werden. Wir haben nun die Anzahl der
Kanten zwischen den; zu bestimmen; Division durcfg) ergibt dann
den gesuchten Koeffizientér . Die Ecken, ist mitns, ns, ..., nz sowie
Mitn:1,nz 49, ..., .1 Verbunden, insgesamt also mit 2 der Gibrigen
Ecken. Die entsprechende Betrachtungfiifihrt zu z — 3 Kanten usw.

bis zur Ecken:, die nur mit den "auf ihrer Seite liegendeh™ 1 vielen
Ubrigenn; verbunden ist. Da die gleiche Betrachtung fir die auf der
anderen Seite liegenden Ecken,; etc. gilt, dabei aber insgesamt jede
Kante doppelt gezahlt wird, kommen wir zu dem Ergebnis

(z=2)+(2z=-3)+...+(5-1)
()

Dies kann durch elementare Umformungen tUberfuihrt werden in

C. =

Zu diesem Satz und Beweis sind zwei Anmerkungen notig.

1. Die Voraussetzung < %n sorgt dafir, dass niclmoch mehdern,; miteinan-
der verbunden sind (z. B.; mit n.), was der Fall ware, wenn sich der Kreis
(anschaulich gesprochen) zu bald schlie3en wirde. Ancsagd Ist diese
Voraussetzung nicht erfullt, ist der Cluster-Koeffiziewoth grol3er

2. Der hier gegebene Cluster-Koeffizient ist offenbar uidalgig vonn und ten-
diert fur groBes zum Wert2.

Die Graphenk,, . besitzen also einen recht hohen Cluster-Koeffizienteroged
sind die mittleren Abstande zwischen den Ecken immer nochtrgro3 — wenn
auch gegenubek’,, immerhin leicht verkleinert: Ist gegentbenr klein, so liegt
der mittlere Abstand immer noch in der Nahe vof. Die Konstruktion von Watts
und Strogatz, auf die wir hinaus wollen, sieht nun folgena&3en aus:

Es wird von einem Graphefd,, .und einer festen Wahrscheinlichkei€ (0, 1) aus-
gegangen. Nun wird jede der iff,, ., vorhandenen Kanten mit Wahrscheinlich-
keit p "umgepolt”. Umpolen einer Kante bedeutet, eine der beideteEken der
Kante (welche, wird zufallig bestimmt) durch eine zufédligsgewahlte unter den
Ubrigenn — 2 Ecken zu ersetzen und die Kante mit dieser Ecke zu verbinden.

Beispiel 10.3-2:
Ausgegangen wird von dem Graphén, , (wie in Beispiel 10.3-1). Mip =
0,2 kann sich z.B. der im folgendem Bild dargestellte Graph leege Vier
Kanten sind umgepolt. Beispielsweise ist die Kafite3} in die Kante{1, 7}
Ubergegangen.
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Wir nennen einen wie oben konstruierten Graphen efdallskreis. Dazu merken Zufallskreis

1-3 1-7

2-3 2-5
6-8 6-9
9-10 9-4

Ein moglicher Zufallsgraph nach dem Modell von Watts-Sétag

wir an:

Bemerkung 10.3-1:

Fur eine wahrscheinlichkeitstheoretisch exakte Definitiolisste man analog
der Situation bei Zufallsgraphen von einem Wahrscheikbtsraumgi(n, z, p)
sprechen, der aus allen moglichen Graphen als Resultatebdsshriebenen
Erzeugungsprozesses besteht.

Beim Umpolen werden erwartungsgenidRz der %Nz vielen ink, ., vorhan-
denen Kanten umgepolt. In Beispiel 10.3-2 sind 4 von 20 wligh Kanten
umgepolt, was dem Erwartungswert entspricht.

Das Modell "Zufallskreis" |&sst sich im Kontext sozialetdedurchaus motivie-
ren: Beispielsweise sind die meisten Menschen vorwiegérssblthen aus ihrer
Nachbarschaft, Familie usw. gut bekannt — jedoch gibt esarmamch "Ausrei-

Ber" in dem Sinne, dass jemand (meist als Resultat einee Kett Zufallen)

einen guten Freund in einer anderen Stadt, einem andered bdar aus einem
sonstigen génzlich anderen Lebensumfeld besitzt.
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Untersuchungen sowohl von Watts und Strogatz als auch endetoren haben
ergeben, dass bei der Konstruktion von Zufallskreisen inTd¢ Small-World-
Graphen herauskommen: Der Cluster-Koeffizient nimmt zvegregtbery,, . mit
dem Faktor(1 — p)? ab (vgl. [Bar00]), der mittlere Eckenabstand wird jedockreb
falls deutlich geringer und kommt in die Nahe der Werte fufaflagraphen. Lei-
der ist es bisher nicht gelungen, den Welttzw. den Erwartungswert) rechnerisch
genau zu bestimmen. Watts und Strogatz haben jedoch duralig@ionen festge-
stellt, dass schon fiir kleine Werte vpr(also tendenziell wenige "Umpolungen™)
der mittlere Abstand im Schnitt in die Nahe virg n kommt (wie bei Zufallsgra-
phen). In der folgenden Tabelle sind die durch Simulaticgeschatzten Werte von
G € £(1000, 10, 0,25) denen von Zufallsgraphen utdd,q 1o gegeniiber gestellt.

Eckenn Kantenm mittl. Abst.! Clu.-Koeff.C

K1000,10 1000 5000 50 0,67
G € £(1000, 10, 0,25) 1000 5000 3,6 0,28
G € 6(1000, 0,01) 1000 5000 2 0,01

Das hier diskutierte Modell von Watts und Strogatz kann [awilos auf den
Fall verallgemeinert werden, dass nicht mit ein&mneis begonnen wird, in dem
zunachst auf regelmafige Weise Kanten hinzugefiigt unchbeidend einige von
diesen zufallsgesteuert "umgepolt" werden, sondern dassbenes regelmafi-
ges Gitter oder ein hdherdimensionales entsprechended&elen Ausgangs-
punkt bildet. Eine weitere Variante des Watts-Strogatziblis haben Newman und
Watts in [New99] betrachtet: Ausgehend vBn , (oder einem héherdimensionalen
Gebilde) werden keine Kanten umgepolt, sondern lediglidalisgesteuert einige
weitere Kanten hinzugefugt. In dieser Variante bleibt deaph stets zusammen-
hangend. Zur Bestimmung des Erwartungswertes des mitthdsstandes existiert
umfangreiche Literatur.

Selbsttestaufgabe 10.3-1.:

Erlautern Sie, wieso Zufallsgraphen nach dem Modell voridNatd Strogatz geeig-
netere Modelle fiir das Small-World-Ph&dnomen darstellenzalfallsgraphen der
Klasse®(n, p).

10.4  Modelle mit effizientem Routing

Die im vorliegenden Abschnitt behandelten Ansatze basiaué der Beobachtung,
dass in dem beschriebenen Brief-Experiment von Milgraeh@bben im Abschnitt
Uber "Soziale und andere Netzwerke") die kurzen Wege zu destoBer Borsen-
makler nicht nur existierten, sondern von den beteiligtersénen auch tatsachlich
gefunden und fur den Brieftransport genutzt wurden. Wiltestealso die folgende
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Frage:Angenommen, in einem Sozialen Netz wirden kurze Wege »sstitsren.
Wie gelingt es den Individuen, diese tatsachlich zu finddathematisch formu-
liert: Es geht nicht nur um diExistenZurzer Wege, sondern auch ukigorithmen

zu ihrer Konstruktion (Hier sind wir bei &hnlichen Problemstellungen angekom-
men wie beim Routing in Kommunikationsnetzen, das in demeogen Kapiteln
behandelt wurde.)

Wir beginnen mit den Ergebnissen von Kleinberg (siehe [B]eXKleinberg defi-
niert eine Klasse graphentheoretischer Modelle, die voigen Parametern gesteu-
ert sind und (wie bei Watts-Strogatz) "Elemente des Zufaksnhalten, das Watts-
Strogatz-Modell fallt darunter. Es wird dann gezeigt, dagdur eine ganz spezielle
Auswahl der Parameter ein effizienter Algorithmus zum Awlén der kurzen Wege
existiert — fir das Watts-Strogatz-Modell ist dies nicht Ball.

Wir beschreiben das Modell in mehreren Schritten. Ausggganvird von einem

zweidimensionalen Gitter von Seitenlange wobei die Gitterpunkte als Ecken
eines Graphen aufgefasst werden und benachbarte Eckdngiurichtete Kanten in

beiden Richtungen verbunden sind. In der ndchsten Ablgidsirein solches Gitter
mit Seitenlange 6 dargestellt. (Der Einfachheit halberdsarKanten mit Doppel-

pfeilen gezeichnet, um zwei entgegengesetzt gerichtetgeliazwischen benach-
barten Ecken darzustellen.)

a¥ Ve Ve Ve \RD
Y Y Y Y N
a¥ Ve Ve Ve \RD
Y Y Y Y N
e\ N e N P)
N Y Y Y N
e\ e AN e P)
N Y Y Y N
OO OO0

6x6 - Gitter
Formal kann man die Eckenmenge des Gitters definieren als

{(4,9) | 1,7 € {1,2,...,n}}.

DerGitterabstandzwischen zwei Eckefy, j) und(k, ) ist offenbark — i|+|l — j|.
Nun wird im nachsten Schritt eine natirliche Zaht> 1 gewahlt und von jeder
Eckee des Gitters eine gerichtete Kante zu allen anderen Eckesggaz die von
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dezentraler
Algorithmus

e hdchstens den Gitterabstarichaben. Das nachste Bild zeigt den Graphen mit
Seitenlange: = 3 undd = 2. (Der Ubersichtlichkeit halber sind nur ungerichtete
Kanten eingezeichnet, die jeweils flr zwei gerichtete Kanh beiden Richtungen
stehen.)

O O

Ein Gitter mit Kanten bis zu Gitterabstand 2

Fur den letzten Konstruktionsschritt werden nun weiter@sdfantery > 0 und

r > 0 gewahlt und zuféllig gerichtete Kanten gemal} folgendereRamzuge-
fugt: Jede Ecke: erhalt gerichtete Kanten zy vielen weiteren Ecken (diese nen-
nen wir "Fernkontakte"), indem unabhangige zuféllige Enhesdungen so getroffen
werden, dass jede der Kanten venachv mit einer Wahrscheinlichkeit ausgewéahlt
wird, die proportional ist zui(u,v)~". (Um eine Wahrscheinlichkeitverteilung zu
erhalten, muss man den Weiltu, v)~" noch durch die Normalisierungskonstante
>, d(u, )" teilen.)

In [KIeO0] sind die nachsten drei Satze gezeigt, von denede&vi zweiten beweisen
wollen. Dazu wird die folgende Terminologie verwendet.

Ein dezentraler Algorithmus ist ein Verfahren, nach dem eine Nachricht (die mit
einer Zieladresse versehen ist) schrittweise vom jevesilignoten, in dem sich
die Nachricht gerade befindet, basierend auf rein lokaferrimation zu einem von
dessen lokalen oder "fernen” Nachbarn weitergeleitet.vidak bedeutet, dass der
aktuelle "Nachrichten-Inhabet'bei der Ausfiihrung eines solchen Schrittes Kennt-
nis hat

e von der Gitterstruktur aller Knoten
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e von der Lage des Zielesnnerhalb des Gitters

e von der Lage und den Fernkontakten aller Knoten, durch déeNdichricht
bereits gelaufen ist.

u hat alsdkeine Kenntnis der Fernkontakte derjenigen Knoten, durch diédieh-
richt nicht gelaufen ist.

Die erwartete Zustellzeit eines solchen dezentralen Algorithmus ist die erwagrwartete Zustellzeit
tete Anzahl von Schritten, die der Algorithmus benotigt, eme Nachricht zwi-

schen zwei zufallig ausgewahlten Knoten Uber ein Netzwerkugtellen, wel-

ches gemal3 der obigen Konstruktion (mit Wahrscheinlidekeproportional zu

d(u,v)™") erzeugt wurde.

Satz 10.4-1: Es gibt eine Konstante,, die vond und ¢, jedoch nicht vom
abhangt, so dass im Falle = 0 die erwartete Zustellzeit jedes dezentralen
Algorithmus mindestensyn betragt.

Man beachter = 0 bedeutet, dass bei der Festlegung der "Fernkontakte" jeder
Frage kommende Knoten mit der gleichen Wahrscheinliclakesgewahlt wird. Da
die Abstande zwischen den Knoten mehrheitlich in der Grofferung vonlog n
liegen (wie bei Zufallsgraphen), ist die Aussage des Satperu interpretieren,
dass unter den gegebenen Bedingurigen effizientes Routing existiert, denrs

ist exponentiell gemessen &g n.

Wie der folgende Satz zeigt, ist die Situation fii= 2 anders.

Satz 10.4-2: Es gibt einen dezentralen Algorithm@sund eine Konstante,,
die unabhéangig von ist, so dass im Falle = 2 undd = ¢ = 1 die erwartete
Zustellzeit vorR( hdchstensy, (log n)? betragt.

Beweis: Dad = ¢ = 1 gilt, ist jede Eckeu mit ihren vier unmittelbaren
Nachbarn verbunden (Randecken nur mit zwei oder drei), wsédtz-
lich mit einer weiter entfernten Ecke (durch eine "Fernkante"). Die
Wahrscheinlichkeit, dass ein gewissegerade diese weiter entfernte

Ecke flru ist, betragt%. Wegen der Ungleichungskette

S A, )™ < ST (AG) () = 47T < 4+ 4ln(2n —
2) < 41n(6n)

kann man schlielen, dass mindestens mit Wahrscheinlichkeit
[41n(6n)d(u, v)2] " ausgewahlt wird.

Der dezentrale Algorithmu# wird nun folgendermaf3en definiert:

In jedem Schritt wahlt die Ecke, die eine fir Eckeé bestimmte Nach-
richt weiterleiten mochte, dazu eine zu ihr selbst benatéliecke aus,
die (im Sinne des Gitterabstandes) mdglichst naheliagt.

Nun ist zu zeigen, dass der Algorithn®idas Behauptete leistet.
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Furj > 0 sagen wir, Algorithmug£! sei in Phase, falls der Gitterab-
stand der aktuellen Ecke zunehr al2’, jedoch hochsters ™ betragt.
2 istin Phasé), falls die Gitterdistanz zehochstens 2 ist.

Der Anfangswert vory ist folglich hochstensog n. Da nun der ver-
bleibende Gitterabstand der Nachricht zur Zieletkeit jedem Schritt
kleiner wird, bekommt jede der auf dem Weg liegenden EckeNdich-
richt nur einmal. Folglich kann man fur die Argumentatiomahmen,
dass die "Fernkante" der aktuellen Ecke erst in diesem Moiaso
wenn die Ecke die Nachricht weiterleitet) erzeugt wird.

Angenommen, wir sind in Phasge log(logn) < j < logn, und die
Nachricht befindet sich gerade in der EekéNir betrachten die Wahr-
scheinlichkeit, dass in diesem Schritt die Phagerade beendet wird.
Dies bedeutet, dass die Nachricht in die Medg)ealler Ecken eintritt,
die hochstens Gitterabstadtvont haben.

Es gibt mindestens + Y7 i = 12% 4+ 127 4 1 > 2%~ viele
Ecken in B, jede innerhalb eines Gitterabstandgs! + 27 < 27+2
vonu, und folglich besitzt jede eine Wahrscheinlichkeit von destens
[41n(6n)2%+4] "', das Ende der "Fernkante" vanzu sein. Falls eine
dieser Ecken tatséachlich der Fernpartner uast, so wird dies der am
nachsten am gelegene Nachbar vansein; folglich tritt die Nachricht
mit einer Wahrscheinlichkeit von mindes:teziri%(z;;);j+4 = nEs
die MengeB; ein.

Es bezeichneX; die Anzahl der in Phasg verbrachten Schritte, mit
log(logn) < j < logn. FUr den Erwartungswert erh&lt man

E(X;) =22 P(X;24) <302 (1— ggngn) " = 1281n(6n).

128 In(6n)

Durch eine ahnliche Abschéatzung kann man afi¢x;) < 1281n(6n)
fur j = logn zeigen.

Schlief3lich gilt die UngleichungZ(X;) < 1281In(6n) auch fir0 <

j < log(logn), weil der Algorithmus hdchsterisg n viele Schritte in
Phasg verbringen kann, selbst wenn alle Ecken die Nachricht aaléok
Nachbarn weiterleiten.

Ist nun X die Gesamtanzahl der Schritte des Algorithmus, so)gik:
Z;(fon X, und aufgrund der Linearitat des Erwartungswerts erhait ma

E(X) < (1+1logn)(1281n(6n)) < as(logn)? fur eine geeignete Wahl
von a;.

Damit ist der Satz bewiesen.

Wir merken an dieser Stelle an: Der innerhalb des obigen Beweserwendete
Algorithmus, bei dem jede Ecke die Nachricht an ihren am sticham Zielkno-
ten gelegenen Nachbarn weiterleitet, wird auch "GreedygoAthmus" genannt.
Allgemein nennt man in der Kombinatorischen OptimierungeeiAlgorithmus
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"greedy"” (englisch fur: geitzig), wenn in jedem Schnitt tii@sichtlich der Ziel-
setzung am gunstigen erscheinende Alternative ausgewaat Dies ist nicht
zwangslaufig die optimale Vorgehensweise.

Der nachste Satz den wir ohne Beweis zitieren, deckt die feldbnden Falle in
Bezug auf die Gro3e vonab. Auch hier existiert kein effizientes Routing.

Satz 10.4-3: Sei0 < r < 2. Es gibt eine Konstante,, die vond, ¢ undr, jedoch
nicht vonn abhangt, so dass die erwartete Zustellzeit jedes dezentrdbo-
rithmus mindestens,n 5" betragt.

Seir > 2. Es gibt eine Konstante,., die vond, ¢ undr, jedoch nicht von

n abhangt, so dass die erwartete Zustellzeit jedes dezentralgorithmus
. r—2 .

mindestens,.n 1 betragt.

Wie erwahnt, ist uns das Thema "Routing in einem grol3en Ma&erend auf loka-
len Informationen™” schon bei den Kommunikationsnetzeregagt. Beim Modell
von Kleinberg fur Small-World-Graphen hat sich herausglisdass nur ein sehr
prazises Zusammenspiel von lokaler Struktur und Fernkberiees ermdglicht, die
Wege zum Ziel effizient (mit dem Greedy-Algorithmus) zu findBer Grund dirfte
darin liegen, dass fur das zweidimensionale Gitter nur itteFa= 2 die Fernkon-
takte der Knoten gleichmaliig auf die Abstandsniveaus iltested.

Als nachstes wenden wir uns den Ergebnissen aus [BarrOlihzienen effizi-

entes Routing in sogenanntéernkontakt-Graphen behandelt wird. Ausgehend Fernkontakt-Graphen
von Kreisen mit zuféalligen zusatzlichen Kanten werden bhsBend Ergebnisse

fur eine grofRe Klasse von Graphem allgemeiner Struktuekrd = (V, E) sei ein

Graph mitn vielen Knoten. Ferner sei

p:VxV—R

eine Abbildung mit der Eigenschaft, dass fur alle V gilt:

Zp(u,v) =1

Man kann dies auch so formulieren: Zu jedeng 1V gehort eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung

plu, ):V —R.

Definition 10.4-1:Ein GraphG = (V, E) undp (wie oben) seien gegeben. Der
Fernkontakt-Graph(7, p) ist ein gerichteter Graph auf der Knotenmeriggin dem
jeder Knoten eine gerichtete Kante zu allen seinen Nachparisinne der Kanten
in E) besitzt plus einer weiteren gerichteten Kante zu einenhb, der geman
p zufallig ausgewahlt wird.

Man beachte: In Wahrheit ist der Fernkontakt-Graph — wiectil kein Graph, son-
dern ein Wahrscheinlichkeitsraum bestehend aus vielerlichég Graphen (den
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Ereignissen), von denen jeder mit einer gewissen Wahnslatigieit auftritt. Ist
der gemélfd zufallig ausgewahlte weitere Nachbar bereits einer dgartinglichen
Nachbarn, so kommt selbstverstandlich keine weitere Kiaintzu.

Es werden nun zuné&chst nur solche Fernkontakt-Graphersuntd, bei denen der
zugrunde liegende Graph ein Kréil ist undp eine harmonische Verteilung:

Definition 10.4-2: Fur einen Graphett: = (V, E') undr > 0 ist dier-harmonische
Abbildungp, definiert als (firu # v)

d(u,v)™"
w#Y d(u’ w)_r 7

pr(u,v) =
2
wobeid wie Ublich die Abstandsfunktion im Graphen bezeichnet.

In der folgenden Tabelle sind fur Fernkontakt-Graphen,adié KreisenC,, und
r-harmonischen Verteilungen basieren, die Ergebnisse #finidaz des Greedy-
Routing zusammen gefasst (aus [BarrO1)]):

r-harmonische Verteilung untere Schranke obere Schranke

0<r<l Q(n=) O(n'™")
r=1 Q(log®n) O(log® n)
1<r<?2 Qn'+) O(n™1)
r=2 Q(vn) O(2oglosn)
2<r Q(n+) O(n)

Wir wollen hiervon nur das Hauptergebnis beweisen, dassdie F = 1 Greedy-
Routing nicht mehr al®(log” n) viele Schritte benétigt. Man beachte: Die Tabelle
sagt aus, dass in allen anderen Fallen4 1) Greedy-Routing exponentiell viele
Schritte brauchen kann (gemessen@am).

Im Gegensatz zu den Gittermodellen von Kleinberg, bei dengnm Fallr = 2
Greedy-Routing effizient ist (wie oben gezeigt), trifft sk bei den auf Kreisen
basierenden Fernkontakt-Graphen also nur im Fa#el zu

Es wird die Bezeichnung-te harmonische Zahl der Ordnumngftr

n

HD =i

=1
verwendet.
Lemma 10.4-1: Fur die ZahlenHY" gilt

=n'"+0(1) fallsr < 1
HY = logn +O(1) fallsr =1

O(1) fallsr > 1
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Beweis: Offenbar ergeben sich untere und obere SchrankeH iy wenn
man die Funktionf(z) = x~" im Intervall [1; n] integriert. Daf eine
fallende Funktion ist, hat map; ,i" < S°" o ~"de < 307,
Nach Berechnung des Integrals flihrt dies zu

HY —1<21 < g —priallsr # 1
H()—1<logn<H() n~" sonst

Dies ergibt

ﬁnl_r%—n_"—ﬁgH()gl 1_7"+1—$fa||57“<1
logn+n_T§H(1 <logn+1fallsr=1
<

Loy < g < Ly L fallsr > 1

Daraus folgt die Aussage des Lemmas.

Nun wird dier-harmonische Zufallsvariablé, mit Werten in{1,2, ..., n} betrach-
tet, deren Verteilung durch
PUH, = k) = &
({H, =) =

n

definiert ist.

Lemma 10.4-2: Der Erwartungswert vort,. ist

([ O(n)fallsO<r<1 )
O (g5 fallsr =1
E(H,) =< ©(n"~ )fallsl<r<2
( —) fallsr = 2
(1 )falI32<r J

\

Beweis: Man hatE(H,) =>",_ k- P({z =k}) = ﬁ Son_ k'~ Dar-
aus folgt !
s S K fallsr < 1

E(H,) = % fallsr =1
(T) 'falls 1 < r

Die Aussagen des Lemmas folgen nun aus Lemma 10.4-1 und (ien Fa
r < 1) aus Schranken fi¥";_, £'~", die &hnlich wie in Lemma 10.4-1
gewonnen werden.

Die nachsten Begriffsbildungen und Hilfssatze sind zustieligemein fur belie-
bige Graphen formuliert. Mit ihnen wird es dann gelingem dagestrebten Satz
fur Kreise zu beweisen.

Fur einen Knoten: eines Graphety = (V, £') und eine reelle Zahl > 0 wird mit
K%(u) die Kugel vom Radius umu bezeichnet, also die Menge aller Knoten aus
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V', die vonu hochstens den Abstamdthaben. (Falls ohnehin nur von einem Graphen
die Rede ist, schreibt man ku#Z,(u).) Fur eine beliebige KnotenmengeC V
undu € V setzen wir

plu— 1= plu,v).
veS
Dies kann als die Wahrscheinlichkeit interpretiert werddass der Knoten einen
Fernkontakt innerhalb der Menggbesitzt.

Definition 10.4-3:Sei G ein Graph,p eine Wahrscheinlichkeitsabbildung,> 1

eine Konstante, und’ eine Funktion. Dann heil3t das Paar,p) ein (f,c)-

Fernkontakt-Graph, falls fir je zwei Knotenund ¢ von Abstand hdchstensin

i 1

G gilt p [u - K%(t)} > L

Lemma 10.4-3: G = (V, E) sei ein Graph von Durchmessér. Ist (G, p) ein

(f, c)-Fernkontakt-Graph, dann benétigt Greedy-Routigy_>% " f(2))
viele erwartete Schritte.

Beweis: Nach Definition istp |u — Ka(t)| fur einen gegebenen Kno-
tenu, der hochstens Abstantivom Zielknotent hat, die Wahrschein-
lichkeit, dass der gewahlte Fernkontakt hdchstens denaAUé;t vom
Ziel hat. Die erwartete Anzahl von Versuchen bis zum Erfslgdiamit

ﬁ. Wenn ein Versuch fehlschlagt, kann man sich in Richtung
plu—Kq(t)

des Ziels bewegen, indem zu einem Nachbarn entlang einesdtén
Weges im Graphety tbergegangen wird. Daher wird der nachste Ver-
such immer noch in einem Knoten ausgefuhrt, der hdchsteataAtd
vont hat. Aufgrund der Definition 10.4-4 folgt damit fUr die entete
Anzahl der Versuche, bis man m% (t) landet:

1
p|u— Ku(t

< f(d)
]

Dies bedeutet, dass man ausgehendwarach hdchsteng(d) vielen
erwarteten Routing-Schritten in der Kug&l.(¢) ankommt. Mit der
Iteration dieses Arguments kann man nun schlieRen, dassreiar-
tete Anzahl von Schritten fir das Routing hochsterd 1% " f (L))

betragt.

Fur die weitere Argumentation fuhrt die folgende Definitiom einer Vereinfa-
chung.

Definition 10.4-4:Eine Wahrscheinlichkeitsabbildung auf einem GrapherG
ist abstandsinvariant, falls der Wert van(u,v) nur von dem Abstand(u,v)
abhangt. Eine abstandsinvariante Abbildung heil3t fallemenn sie als Funktion
des Abstands eine fallende Funktion ist.
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Zur Vereinfachung der Schreibweise kann man bei einer adstavarianten Abbil-
dung nun auchy(d(u, v)) stattp(u, v) schreiben.

Lemma 10.4-4: Ist p eine fallende abstandsinvariante Wahrscheinlichkeitsab
bildung auf dem Graphe&, dann gilt fur alle Knoternu, t mit d(u,t) < d

undc > 0 die Ungleichung [u — K (t)] > p(Lthdy. [ Ka(t)].

Beweis: Es seiv ein Knoten inK«(t). Offenbar giltd(u,v) < d(u,t) +
d(t,v) < d + 4 = LD pamit folgt:

’UGK@ (t)

Die >-Beziehung ergibt sich daraus, dasals fallend vorausgesetzt ist.
Damit ist das Lemma bewiesen.

Als direkte Konsequenz bekommt man hieraus:

Lemma 10.4-5: Gegeben seien ein Gragh und eine fallende abstandsinva-
riante Abbildungp. Dann ist fur jedes: > 1 das Paar(G,p) ein (f,c)-
Fernkontakt-Graph, wenn die Funktigidefiniert ist als

1

f(d) = '
(d) -mintev|Kg(t)|

p(Lethd)

Wir kbnnen nun das angestrebte Resultat fur die "angeng@h&reise" beweisen:

Satz 10.4-4: Die erwartete Anzahl von Schritten beim Greedy-
Routing in Kreisen €, mit r-harmonischen Verteilungen Dbetragt

{ O(log?n) fallsr = 1 }

O Hfallsl <r <2

Beweis: Die r-harmonischen Abbildungen sind fallend und abstandsin-
variant. Aufgrund von Lemma 10.4-5 isi(7,p;) ein Fernkontakt-
Graph mitf(d) ~ logn. Die O(log® n)-Schranke ergibt sich dann aus
Lemma 10.4-3. In &hnlicher Weise ist fiir- 1(G, p,.) ein Fernkontakt-
Graph mitf(d) ~ d"—!, woraus Lemma 10.4-3 die Behauptung folgt.

Abschlie3end geht es nun darum, die obigen Ergebnisse &is&auf allgemeine
Graphen zu verallgemeinern. Es stellt sich heraus, dassseiche Verallgemei-

nerung fir epimorphe Bilder von Tori (dies wird jetzt genaedautert) in der Tat
maoglich ist.



312

10 Kleine Welten

Zunachst werden die Ergebnisse von Kleinberg fir Gittehgioben, Satz 10.4-2)
verallgemeinert. Mith’“ wird derk-dimensionale Toruder Kantenlange bezeich-
net, d. h. er besteht aus= ¢* vielen Ecken.

Im Torus 7T} hat eine Kugel mit Radiug offenbar die GréR&(d"), eine Kuge-
loberflache® (d*~1). Fiir den Durchmesser gilP = O(n+). Wir wollen die r-
harmonische Verteilung aqu’f betrachten. Hier gilt
d-r d-r
d) = =0 —).

- YL i KO (1) ( im0 e
(Mit KO;(t) ist die Kugeloberflache im Abstariddont bezeichnet.) Im Falle = &
ergibt dasp(d) = @(fé;;). Mit Lemma 10.4-5 wird Ty, p) ein ( f, c)-Fernkontakt-
Graph, wobei

1 1 3k
d) = = : =0O(—logn
e p(5) - 1K@ oG 4y o

log g

Mit Lemma 10.4-3 ergibt sich aus diesen Uberlegungen:

Lemma 10.4-6: Ist p, die k-harmonische Abbildung auf dem Tor[l%“, SO
ist (TF, i) ein (f, 2)-Fernkontakt-Graph, miff (d) = @(%logn). Greedy-
Routing bendtigt in(7}, p) eine erwartete Anzahl vo@(i—z log?n) vielen
Schritten.

Abschlie3end gehen wir nun zu allgemeineren Graphen Ulbgrachst muss an
eine Begriffsbildung aus den Grundlagen der Graphentb@omnert werden.

Definition 10.4-5:Zwei GraphenG = (V, E) und G’ = (V', E’) seien gegeben.
Ein Epimorphismus void: auf G’ ist eine surjektive Abbildung : V' — V'
mit der Eigenschaft, dass Kanten in Kanten Ubergehen, dit{@a v} € E folgt
stets{®(u), P(v)} € V'. & heildt Uberdies:-abstandserhaltend (fur eine Konstante
a > 0), falls stets giltdg(u, v) < a - dg/(P(u), P(v)).

Man kann sich leicht folgendes tUberlegen:dgtine Wahrscheinlichkeitsabbildung
auf G und® ein Epimorphismus auf’, dann isty’ eine Wahrscheinlichkeitsabbil-
dung aufG’, wobei

N A AN 1 U. v
p(u,’(])—‘q)_l(u/” Z p( ) )

ued 1 (u')
vED (')

Das folgende technische Lemma kann nun bewiesen werden.

Lemma 10.4-7: Es existiere eina-abstandserhaltender Epimorphismus von
G auf G'. (G,p) sei ein(f, ac)-Fernkontakt-Graph. Dann istG’,p’) ('
wie oben definiert) ein(f’, ¢)-Fernkontakt-Graph, mitf'(d) = f(ad) -
max,/ ey’ \Q_l(u’ﬂ.

Damit kdnnen wir den folgenden Satz zeigen.
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Satz 10.4-5: Es seiG = (V, E) ein Graph derart, dass ein abstandserhalten-
der Epimorphismu® einesk-dimensionalen Torus der Grof§g(n) auf G
existiert. Ferner sei angenommen, dassx,cy [®~!(v)| = O(1) gilt. Dann
gibt es eine Wahrscheinlichkeitsabbildum@uf G, so dass Greedy-Routing
in (G, p) eine erwartete Anzahl vcm(% log® n) vielen Schritten benotigt.

Beweis: Aufgrund von Lemma 10.4-6 i$*, p) ein (f, 2)-Fernkontakt-
Graph mitf(d) = @(% log n). Man kann nun ebenfalls zeigen, dass die
oben definierte Abbildung’ einen(f’, 2)-Fernkontakt-Graphe(G, p’)
ergibt, wobeif’(d) < - f(ad) fur geeignete Konstantenund j gilt,
d.h. f'(d) = O(3: logn). Nach Lemma 10.4-3 benétigt damit Greedy-
Routing in(G, p’) eine erwartete Anzahl vo@(% logn) vielen Schrit-
ten.

Selbsttestaufgabe 10.4-1:

Erlautern Sie den Begriff eines Greedy-Algorithmus. Gebierein Beispiel an, bei
dem der offensichtliche Greedy-Algorithmus nicht zum Zieit.

10.5 Das Web als Graph

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Frage beschaftjge auch im Inter-
net und im World Wide Web Small-World-Effekte auftreten.a/dich zeigt, stol3en
wir hier unter anderem auf ein Potenzgesetz fir die Eckelegnaelches auch in
vielen weiteren Netzen beobachtet wurde. Fur Graphen msediEigenschaft hat
sich die Bezeichnungkalenfrei durchgesetzt. Solche skalenfreien Graphen sind in
den letzten Jahren von zahlreichen Autoren aus unterdidhied Fachrichtungen
untersucht worden. Einigen Ergebnissen ist der tUbernééistchnitt 10.7 gewid-
met.

Das Internetim Jahre 1998
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Beginnen wir mit dem Internet, also der Hardware-Strukws heitungen, Rou-
tern usw. Die Website Internet Mapping Projéctlie von den Informatikern Bill

Cheswick und Hal Burch fir die Firma Lumeta (ein Spin-Off warcent Techno-

logies) betrieben wird, widmet sich der standigen Beohauhtder Struktur des
Internet und stellt hierzu zahlreiche Diagramme zur Veufigy Das obige Bild
zeigt ein Abbild der Internetstruktur, das im Dezember 189&ler Zeitschrift

Wired abgedruckt wurde. Eine genaue Untersuchung ergésts das Internet in
der Tat das Small-World-Phanomen zeigt: Die mittleren Abde sind recht kurz,
und der Cluster-Koeffizient ist um einige Zehnerpotenzehehoals man es von
einem Zufallsnetz erwarten wirde. Jedoch &hnelt die Strudes Internet weder
dem Watts-Strogatz-Modell noch dem Modell von Kleinberig, ¥bn uns bisher
betrachtet wurden. Wir kommen auf die graphentheoretiddbdellierung bald

zuriick, wenden uns aber zunéchst dem WWW zu.

Die Linkstruktur des World Wide Web bildet einen gigantisntGraphen, der den
"Internet-Graphen" noch ubertrifft. Es wird geschatztsglheute im WWW eine
Milliarde Dokumente abgelegt sind, taglich werden es mbBie. Links zwischen
Dokumenten bilden die Kanten eines Graphen, wobei man Weseeise als unge-
richtet oder auch gerichtet ansehen kann, da ja stets vemddokument zu einem
anderen hin (also mit einer Richtung) verwiesen wird. Aufgt der Grol3e und der
standigen Anderungen im WWW konnen die Ecken und Kanteredi@aphen
natirlich niemals vollstandig katalogisiert werden. Unraeressanter sind allge-
meinere Fragen nach der Topologie dieses Netzes, dennTadipetgie bestimmt
letztlich, wie das Web "zusammenhangt" und wie man dortrmédionen am bes-
ten finden kann. Es liegt auf der Hand, dass Aussagen zurtGtrdés Web insbe-
sondere fur Suchmaschinen hdchst relevant sind.

Bildet auch das Web einen Small-World-Graphen? Die Antwautet: Nicht
nur das! Es zeigt sich, dass die typischen Eigenschaftees eBmall-World-
Graphen vorliegen (also gemessen an der Eckenzahl relatiige Kanten, geringe
Absténde, respektabler Cluster-Koeffizient), jedoch gixine andere Eigenschatft,
die urspringlich von den Bridern Faloutsos fir das Inteenédeckt wurde (vgl.
[Fal99]) und sich als auf3erst bedeutungsvoll erweist: Esgi Potenzgesetz fur
die Eckengrade

Zur Erinnerung: In einem ungerichteten Graphen bezeichviefiir eine Eckex
mit v(x) denEckengradalso die Anzahl der vom ausgehenden Kanten bzw. der
zuzx benachbarten Ecken. In einem gerichteten Graphen wircchemsdenmnnen-
grad ~*(x) (in = hineinlaufende Kanten) und defufR3engrad—(x) (vonz ausge-
hende Kanten) unterschieden.

Definition 10.5-1:Fir einen ungerichteten Graphed = (£, K) mit n vielen

Ecken seP; (1 < i < n—1) die Anzahl der Ecken mitvielen Nachbarn. Man setzt

fernerp; := L.

4 http://research.lumeta.com/ches/map/
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Die Zahlp; kann man offenbar interpretieren als die Wahrscheinlith&dass eine
beliebig herausgegriffene Ecke genatele Nachbarn hat.

Fur Zufallsgraphen kann man die Wahrscheinlichkeitlirekt angeben (vgl. z. B.
[NewO03]):

Lemma 10.5-1: In einem Zufallsgraphe& € &(n, p) gilt fur beliebigesi (1 <
1<n—1)

pi=("7)p (L —p)

Setzt man - wie Ublich - fir wachsendesden mittleren Grad einer Ecke =
p(n — 1) als konstant an, so streptfur n — oo gegenzzj—f.

Diese Aussage bedeutet insbesondere, dass fir wachgelel®gahrscheinlichkeit
p; recht schnell klein wird - anschaulich gesprochen: In eimggofden Zufallsgra-
phen gibt es sehr wenige Ecken mit sehr vielen Nachbarn. \hezeigt, erfasst
die folgende Definition Graphen, fur die letzteres nur indeier Form gilt.

Definition 10.5-2:In dem ungerichteten Graphern = (E, K) mitn vielen Ecken
gilt ein Potenzgesetz fur die Eckengergdeenn es eine Konstante> 0 gibt, so
dass die Folge der Wahrscheinlichkeiferproportional ist zui—".

Man beachte: Giltin einem Graphen ein Potenzgesetz furckerigrade, so nimmt
die Anzahl der Ecken mit Gradfir wachsendes selbstverstandlich ab, jedoch
lange nicht so rapide wie in einem Zufallsgraphen. Dabestlésan meistens zu
(insbesondere bei sehr grof3en Graphen), dass das Potetzzyssab einem gewis-
senig gilt, d. h. die Folge der Wahrscheinlichkeitgnmit i > i, ist proportional zu
1~7. Um endliche Graphen nicht von vornherein auszuschliedsem man auch
zulassen, dass ab einem gewisgelie Wertep; (i > j) Null sind.

Die Aussage, auf die wir hinaus wollen, ist nun die folgendeWorld Wide Web
gilt ein Potenzgesetz fir die Eckengrade

Dies ist selbstverstandlich kein mathematischer Satzgjesoreine empirische Aus-
sage, die auf mehreren Untersuchungen basiert. In der tArbeiBarabasi et al.
( [Bara00]) wird beschrieben, wie mit Hilfe eines Computegramms (hier als
"Roboter" bezeichnet) die Domamal.eduder Notre Dame University mit allen
ihren Webseiten samt der aus- und eingehenden Links unteérawrde. Es han-
delte sich um 325.729 Webseiten und 1.469.680 Links. DidtRigy der Links
wurde mit berticksichtigt (d. h. der gerichtete Graph bétiety. In den beiden fol-
genden Grafiken, die dem zitierten Papier entnommen sitelj sehen, dass in der
Auswertung dieser Daten sowoh},; (k) als auchP;, (k) einem Potenzgesetz fol-
gen; die eingezeichneten Linien fuhren zu den Westgn= 2,45 und~;, = 2, 1.

5 Dies gilt auch fur die Struktur des Internet selbst, jedkmhzentrieren wir uns jetzt auf das
World Wide Web
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Zu ahnlichen Ergebnissen kommen Broder et al. in [BroO@ adifgrund von "web
crawls" ebenfalls aufy;,, = 2,1 und flr~,,; auf den etwas gréf3eren Wert 2,72
stol3en. Bemerkenswert ist allerdings, dass bei den AuB8degrdas Potenzgesetz
erst ab einer gewissen Grof3e zu beobachten ist, zu Begidie isbnahme weniger
steil.

In den zitierten Arbeiten zur empirischen UntersuchungWeb-Struktur werden
neben den Eckengraden zahlreiche weitere Eigenschaftendie Lupe genom-
men, so z.B. auch der mittlere Abstand. Die Autoren von [Bhifehen dabei
so vor: Um ein Modell des WWW zu erzeugen, werden gerichtetalisgra-
phen mitn vielen Ecken untersucht, die jedoch der Bedingung genidgess sich
die Aul3en- und Innengrade der beteiligten Ecken gemal dgbRissen aus den
zitierten Untersuchungen verhalten, dyh,, = 2,45 und~;,, = 2, 1. Das erstaunli-
che Ergebnis ist, dass sich als mittlerer Abstama@iischen zwei beliebigen Ecken
herausstellt:

[ =0,35+2,06-log(n)

Setzt man hien = 8 - 10® ein (fur das Jahr 2000 geschatzte Anzahl von Doku-
menten im WWW), so ergibt sich= 18, 59, was von den Autoren so interpretiert
wird: Zwei Dokumente im World Wide Web sind im Schnitt 19 "Klicksieinander
entfernt.Interessant ist hier vor allem das Wachstumlnit ), was z. B. bedeutet,
dass ein Faktor 10 bei sich als nur um den Summanden 2 vergréRerte mittlere
Weglange niederschlagt.

Zu leicht anderen Ergebnissen kommen die Autoren in [Bro@@]ihre per "web
crawl" erhaltenen Daten auch fur die Bestimmung der métieMeglange ausnut-
zen. Sie erhalten fir Webseiten, zwischen denen eine Kextteimksexistiert eine
mittlere (gerichtete) Weglange von ca. 16; werden die Lalksingerichtete Kanten
angesehen, ist der mittlere Abstand sogar nur ca. 7.
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Ein weiterer Untersuchungsgegenstand in [Bro0O0] istkibanektivitdt des Web.
Die Untersuchung ermittelt eine aus ca. 186 Millionen Kndtestehende Zusam-
menhangskomponente inamgerichtetetWeb, die 91 Prozent der betrachteten Kno-
ten umfasst - der Rest sind kleinere isolierte KomponerBetrachtet man diese
"Riesenkomponente” (im Englischgmnt componentgenauer, so ergibt sich die
im folgenden Bild dargestellte Situation.

Mit SCC (fur: strongly connected component) ist die gré3te stadammenhan-
gende Komponente (im Sinne der Theorie gerichteter Grgpiezeichnet. Bezieht
man die anderen Knoten auf diese Komponente, so hat mairr feime Knoten-
menge IN mit der Eigenschaft, dass von jedem Knoten in IN augerichteter
Weg in SCC hinein (und damit zu jedem Knoten von SCC) existaralog ergibt
sich eine Knotenmenge OUT, bei der jeder Knoten aus SCC sieraeichbar ist.
An IN und OUT "hangen" sogenanniendrils (zu Deutsch: Ranken), die aus IN
heraus erreichbar sind bzw. von denen aus man in OUT hingimkpohne durch
SCC zu passieren. Ferner kommt es vor, dass eine Ranke ausrddshin eine
in OUT hineinlaufende tbergeht, ohne SCC zu berihren - lpgcld man von
einemTunnel. (Kleinere Komponenten, die zu dieser Gesamtkonfigur&tenen
Zusammenhang haben, sind in dem Bild nicht dargestellt.)

i Tendrils (]
T V/ (44 Mio.)\‘ i

IN

e e

(44 Mio.)

SCC ouT

56 Millionen Knoten

L T L

Tunnel

Komponenten des Web

Als interessante Frage bleibt, ob es mdglich ist, ein grafiiemretisches Modell
anzugeben, mit dem man auf abstrakte Weise die Entstehuhd@uoktur des
WWW nachbilden und so transparent machen kann. Darauf geireim Uber-

nachsten Abschnitt néher ein, in dem skalenfreie Grapheraucht werden. Unter

(44 Mio.) ﬂ
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anderem werden Untersuchungen zu "Epidemien” in skalenfi@raphen ange-
sprochen, die sich auf die Problematik der Ausbreitung vaerVim Internet
anwenden lassen.

Zum Abschluss erwéhnen wir - stellvertretend fir eine RedreUntersuchungen -
die Ergebnisse von Adamic (vgl. [Ada99] ). Hier wird die SWabrld-Eigenschaft
des WWW verwendet, um Schliisse fir verbesserte Strategiedutchmaschinen
zu ziehen. Die Grundidee fiir die Nutzung von ErgebnisserKmmnektivitat des
Web durch Suchmaschinen besteht darin, aus dem gericlGedphen aller Doku-
mente, die fir den Suchbegriff relevant erscheinen, diBtgsiark zusammenhéan-
gende Komponentem Sinne der Theorie gerichteter Graphen) herauszusuatén
dort ein zentrales Elemerduszuwahlen, welches an die erste Stelle der Sucher-
gebnisse zu setzen ist. Dies leuchtet sicher auch ohne &réqdorie als sinnvolle
Strategie ein - die Small-World-Ergebnisse besagen haercje, dass sich der ent-
sprechende Aufwand in Grenzen héalt. Auf weitere Detailsegekir nicht ein.

Selbsttestaufgabe 10.5-1:

Zeigen Sie: Mit den Bezeichnungen des Bildes "KomponengsnVdeb" in
Abschnitt 10.5 ist es nicht mdglich, dass eine gerichtetet&a&on einem Knoten
der MengeOU'T zu einem Knoten der MendéV existiert.

10.6  Der Graphen-Erzeugungsprozess nach
Barabasi, Albert und Jeong

Wie im vorigen Abschnitt angekiindigt, ist es nun das Zieh miathematisches
Modell fur Small-World-Graphen aufzustellen, in denen Botenzgesetz fiir die
Eckengrade gilt. Mit diesem Modell kann dann — so die Absicatich die Struktur
des World Wide Web untersucht werden. Das Modell (vgl. [BAfaweicht in zwei
entscheidenden Punkten von den bisher beschriebenen Iglo@élatts-Strogatz,
Kleinberg) ab:

e Eswird nicht von einer festen Eckenzahl ausgegangen, glaimird der Graph
schrittweise erweitert.

¢ Neue Kanten werden nicht nach einer festen Wahrscheimitiwischen belie-
bigen Ecken gezogen, sondern es werden Kanten zwischehesolecken
bevorzugt, die schon relativ viele Kanten haben. ("Die Reicwerden rei-
cher.")

Man beachte, dass diese beiden Eigenschaften auf die ltinkt& des World
Wide Web zutreffen: Standig kommen neue Webseiten hinzd, diae von dort
aus aufgebauten neuen Links verweisen haufiger auf "wiehtéebseiten, auf die
bereits oft verwiesen wird.
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Das Modell wird nun zunachst so beschrieben, wie es in dagitdarbeit von

A. Barabasi, R. Albert und H. Jeong vorgestellt wird - die éneh sind der sta-
tistischen Physik zuzuordnen. Dem aufmerksamen Leserdaioei auffallen, dass
die gewohnte mathematische Strenge hier nicht immer eaiggghwird - dies gilt

sowohl bei der Beschreibung des Modells wie beim Beweis vaiz $0.6-1. Im

nachsten Abschnitt Gber skalenfreie Graphen wird das Maasih einmal aus
streng mathematischer Perspektive aufgegriffen.

Beschreibung des ModellAusgegangen wird von einer Anzafl, von isolierten
Ecken. Nun wird in jedem Schritt eine weitere Ecke hinzuggfdie mitm vielen
der bisherigen Ecken durch jeweils eine neue Kante verbbunitel. Diesem vie-
len Ecken werden zuféllig ausgewahlt, wobei die Wahrsdivhikeit I1., dass eine
bestimmte Ecke ausgewdhlt wird, proportional zum bisherigen Eckengyéd
ist, also:

7(e)
> wen V()

Nacht Schritten fuhrt dieses Verfahren zu einem zufalligen Geapmit mg + ¢
vielen Ecken undnt vielen Kanten.

I, =

Im nachsten Bild ist eine beispielhafte Abfolge der entsteten Graphen mit, =
3 undm = 2 dargestellt.

t=0 t=1
O
O O
O
t=2 t=6
@)

d—

Eine mogliche Folge von Graphen nach dem Modell von BaraBétsért und Jeong
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In [Bara00] sind die Ergebnisse einer Reihe von Computesisiionen vorgestellt,
in denen der hier beschriebene Erzeugungsprozess eirddiigeri Folge von Gra-
phen nachgebildet wurde. Ergebnis ist, dass fir wachsenskess Graphen ent-
stehen, fur die ein Potenzgesetz fir die Eckengradeymit 2,9 gilt - und zwar
unabhangig von der Wahl van, (Anzahl der Anfangsecken) und (Anzahl der
Kanten pro neuer Ecke). Die Graphen werden fur graf3essichtlich der Wahr-
scheinlichkeiten der Eckengrade stationar, unabhangigieo Grél3e vomn, und
m.

In der Grafik sind die erwahnten Simulationsergebnissesptafiargestellt.

10

10

10

10

10° 10' 10° 10°

Potenzgesetz der Eckengrade beim Modell von BarabasirtAlbd Jeong

In [Bara99-2] werden die Simulationsergebnisse thearetistermauert. Tatsach-
lich gelingt es, fur den Graphenerzeugungsprozess - ailgsahur mit einer Reihe
zusatzlicher Annahmemy- = 3 nachzuweisen. Aus der Argumentation in [Bara99-
2] fomulieren wir den folgenden Satz:

Satz 10.6-1: Wird bei einem Graphenerzeugungsprozess nach Barab&srtAl
und Jeong (mitny undm) die Anzahk der Schritte sehr grof3, so ergibt sich

2

fir die Wahrscheinlichkeitep(k) asymptotischp(k) = 2%-.
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Beweis: Fir den Eckengragl.(¢) der Eckee in Abhéngigkeit des Schrittes
t gilt oﬁenbar% = 7¢. Losung dieser Differentialgleichung igt(t) =
C'v/t mit einer noch zu bestimmenden Konsta6te

Mit den Anfangsbedingungen ergibt sich daraug) = m\/tZ wobei

t; den Schritt bezeichnet, in dem die Eckbinzugefiigt wurde. Damit
gilt fur die Wahrscheinlichkeit, dass Eckeweniger alsk viele Nach-
barn hat,P(v.(t) < k) = P(t; > ";—zt). Unter der Voraussetzung, dass
neue Ecken in gleichen Zeitintervallen hinzugefugt weradghalt man
hierausP(t; > ”;—it) =1—-P(t; < "g—?) =1- #2;0) Da sich die
Wahrscheinlichkeitsdichtg k) ergibt alsp(k) = W, erhalt man

hier p(k) = 2,22 k=%, was fiirt — oo gegenZ- strebt.

Es stellt sich heraus, dass die mittlere Wegléange in denbeigachteten Graphen

mit lolgol%gn wachst - dazu mehr im folgenden Abschnitt.

Anmerkung: In der mathematischen Literatur werden der Hieschriebene
Graphen-Erzeugungsprozess sowie der letzte Beweis (8&tZ) als "heuristisch”
kritisiert. Der Grund liegt darin, dass die Formulierung d&zeugungsprozesses
nicht ganz prazise ist (z. B.: Werden dieneuen Kanten nacheinander oder gemein-
sam zusammen hinzugefugt?) und dass im Beweis die Funktigh als Uber-

all definiert und differenzierbar vorausgesetzt wird. Inclmgien Abschnitt werden
einige der vorgeschlagenen mathematischen Modelle araggdem, die ebenfalls
auf dem Prinzip "Die Reichen werden reicher" basieren. i2ie dabei ergebenden
Resultate beinhalten stets ahnliche Aussagen wie Satz110.6

Das Modell von Barabasi, Albert und Jeong scheint geeigied,in vielen rea-
len Netzen annahernd geltende Potenzgesetz fir die Ec@dmgowie sehr kurze
Weglangen zu erklaren. Allerdings finden sich die Voraussagdes Modells Gber
die Grol3e vony in diesen Netzen in der Regel so nicht wieder, es gibt nocBegro
Diskrepanzen. Korrekturen am Modell scheinen nétig, die Madell komplexer
machen - auch dazu mehr im nachsten Abschnitt.

Selbsttestaufgabe 10.6-1:

Begrinden Sie: In einem sehr groRen Graphen, der nach derelMauh Barabasi,
Albert und Jeong erzeugt wurde, betragt der durchschoiitdiEckengrad etwam.

10.7  Skalenfreie Graphen

Skalenfreie Graphen sind in den letzten Jahren Gegenstdriceizher Untersu-
chungen gewesen, wobei die Eigenschaft der "Skalenftéimieht immer prazise
definiert wird. Wir gehen von der folgenden einfachen Bégjrifdung aus.
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massive Graphen

Definition 10.7-1:Ein ungerichteter Graph hei3¢kalenfrei wenn in ihm ein
Potenzgesetz fur die Eckengrade gilt.

Man kdnnte nun beliebige endliche Graphen auf Skalenfiteiimtersuchen bzw.
die Frage stellen, fur welche Eckenanzahind Kantenanzahh ein skalenfreier

Graph Uberhaupt existiert. Eine prazise Proportionaitdéschen der Verteilung der
Eckengrade und einer Folge der Fokm dirfte dabei selten auftreten.

Im Zusammenhang mit dem Thema Kleine Welten, um welches dermvorlie-
genden Kapitel geht, sind solche Einzelfragen freilicthteminteressant. Vielmehr
werden entwedasnendlicheGraphen betrachtet, fur die ein Potenzgesetz durchaus
gelten kann oder abeehr grol3e endlich&raphen, fur die ein Potenzgesetz néhe-
rungsweise gilt (Graphen mit sehr vielen — mehreren Mikior Ecken und Kanten
werden mitunter almassive Graphenbezeichnet).

Die Fragen, mit denen wir uns hier weiter beschéftigen wolieuten:

e Gibt es strukturelle Eigenschaften, die massiven skaerirGraphen gemein-
sam sind?

e Welche Modelle des Graphenwachstums fiihren zu skalenfziaphen?

Vor dem Hintergrund, dass auch das Internet und das WorleeWiidb auf einer
skalenfreien Graphenstruktur zu basieren scheinen, nséfalie folgende Frage
von Interesse:

e Haben skalenfreie Graphen hinsichtlich der AusbreitungBpidemien beson-
dere Eigenschaften?

Bevor auf diese Fragen weiter eingegangen wird, wollen wiz lerlautern, woher
die Bezeichnungkalenfreistammt. Der Begriff kommt aus der Phy$ikwo man
Funktionen der Form

fz) = c- g~ ()
skalenfrei nennt, da hier stets die Beziehung
f(ax) = g(a) - f(x)(mit geeigneter Funktion)

gilt: Streckt oder staucht man dieAchse mit einem konstanten Faktor, so wird der
Funktionsgraph ebenfalls getreckt oder gestaucht, ohinerséqualitativen Ver-
lauf" zu &ndern.

Skalenfreie Graphen sind in den letzten Jahren in den Miitédt des Interesses
geruckt, weil sich herausgestellt hat, dass sie als Modi#lleiele reale komplexe
Netze geeignet sind - dort sind Potenzgesetze fur die Ecadadestgestellt wor-
den. Alseine mégliche Erklarung dafir gelten Graphen-Wachstumsmedbki
denen (ahnlich dem im vorigen Abschnitt beschriebenen Meda Barabasi und

6 Es fallt sicher auf, dass die meisten Literaturzitate dnyfsik-Zeitschriften verweisen.



10.7 Skalenfreie Graphen 323

anderen) neue Knoten sich bevorzugt mit solchen mit bdretiem Eckengrad ver-
binden ("preferential attachment") - auf ein prazises Miadees solchen Prozesses
wird noch eingegangen.

Im folgenden werden einige der interessantesten Ergebilssr skalenfreie Gra-
phen vorgestellt. Dabei wird auf einige Beweise verzigtdatdiese mitunter sehr
komplexe wahrscheinlichkeitstheoretische Argumentevgaden und in den jewei-
ligen Originalarbeiten viele Seiten beanspruchen - diefletten Beweise wirden
den Rahmen des vorliegenden Kurses sprengen.

Zufallsgraph und skalenfreier Graph - das Auftreten vonslub

Eigenschaften skalenfreier Graphen

Skalenfreie Graphen besitzen gegeniber den Zufallsgnagihe Reihe von Eigen-
schaften, die in verschiedener Hinsicht interessant g@adgch nicht schoauf den
ersten Blickaus dem Potenzgesetz fir die Eckengrade folgen.

Beispielsweise fuhrt die gegenuber einem Zufallsgrapaiegdamere Abnahme der
Wahrscheinlichkeit, dass eine herausgegriffene Eckendioden Eckengrad hat,
dazu, dass eine héhere Anzahl von Ecken mit hohem Grad zutenwat - solche
Ecken werdernHubs genannt.

Um dies zu illustrieren, sind in der obigen Grafik typischetkéter eines Zufalls-
graphen und eines skalenfreien Graphen dargestellt. AsedEigenschaft ergibt
sich sofort eine Folgerung, die fur das Internet und das Vifenloar von Bedeutung
ist:

e Ein skalenfreies Netz ist robust gegenuber zufélligen Allesh, da im Schnitt
kein Hub betroffen ist.

e Ein skalenfreies Netz ist hGchst anféllig gegenuber zredgeeten Angriffen, da
der Ausfall von Hubs leicht den Zusammenhang des Netzesgiefia kann.

Was kann tber den Durchmesser skalenfreier Graphen gesedgn®
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Wir beginnen mit Ergebnissen, die in dem Papier [Coh03] vorCéhen und S.
Havlin mit dem bezeichnenden Titel "Scale-free networlksudtrasmall” abgeleitet
wurden. Da die Beweisfuhrung nicht auf einem prazisen nmasttischen Wabhr-
scheinlichkeitsmodell beruht (&hnlich wie bei Satz 10\6wlollen wir die Ergeb-
nisse nicht als "Satz" formulieren. (Die Ergebnisse werdikerdings durch die
mathematischen Modelle, die bald angesprochen werdetdtiges Sie lauten:

In skalenfreien Netzen mit(k) oc k= gilt fir den Durchmesset:

e dxloglognfalls2 < X\ <3

o doc % falls ) =3
oglogn

e dxlognfalls \ > 3.

Eine weitere allgemeine Eigenschaft, die man in gro3ereskaien Netzen beob-
achten kann, betrifft die GroRe der Zusammenhangskompemedier gibt es das
erstaunliche Ergebnis, dass mit hoher Wahrscheinliclekegsehr grol3e ("giganti-
sche") Komponente existiert, daneben einige kleinere Kmmapten. Auch auf die-
sen Punkt gehen wir noch ein.

Erzeugungsprozesse fur skalenfreie Graphen

Als Vorbereitung auf die Thematik der skalenfreien Grapleben wir in
Abschnitt 10.6 den Graphen-Erzeugungsprozess nach Bardihert und Jeong
vorgestellt, der sozusagen die "Initialziindung" fur zaiche in den Folgejahren
vorgeschlagene mathematische Modelle gewesen ist, deteantibn darin besteht,
das Phanomen der Skalenfreiheit in zahlreichen realeneNeta "erklaren”. Wir
wollen hier auf zwei dieser Modelle kurz eingehen sowieggnweitere zumindest
erwahnen.

Wir beginnen mit denModell von Bollobas und Riordan(siehe [Bol01], [Bol04]).

Bei diesem Graphen-Erzeugungsprozess werden (wie im 8sirdodell) in
jedem Schritt eine neue Ecke und viele neue Kanten hinzugefugt - und zwar
werden die neuen Kantaeichzeitighinzugefigt, was dazu fuhrt, dass man Mehr-
fachkanten zwischen den Ecken sowie Schleifen erlaubes.mus

Begonnen wird mit dem Fal:. = 1. Der Einfachheit halber geht man von einer
festen Folge, vs, ... von Ecken aus, auf denen der wachsende Graph definiert wird.
Nun wird induktiv ein Zufallsgraph-Proze$§" )~ definiert, wobei jeweils ein
Graph auf der Eckenmende; : 1 < i < t} ist. Gestartet wird mit dem Graphen
G1 mit einer Ecke und einer Schleife. Ausgehend ¥gn' wird nunG? gebildet,
indem die Ecke); sowie eine Kante zwischen undv; hinzugefigt wird, wobei es

fur i eine zufallige Auswahl gibt gemaf der Wahrscheinlichkeit

’Ythl('Us)
S fallss =t
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Mit anderen Worten wird; mit einer zufallig ausgewahlten Eckedurch eine neue
Kante k& verbunden, wobei die Wahrscheinlichkeit einer Ecke, atseky; ausge-
wahlt zu werden, proportional zu ihrem derzeitigen Graqwsé beim Barabasi-
Modell) undk bereits beim Eckengrad van mitgezahlt wird.

Im Fallem > 1 wird v; mit m vielen Eckemacheinandefjeweils durch eine neue
Kante k verbunden, wobei in jedem Einzelschritt die bereitgefigten Kanten
sowie die bereits an, "hangenden” und noch nicht an einer anderen Ecke befestig-
ten Ecken bei den Eckengraden schon mitgezahlt werden.i@sé dVeise hat man
nun einen Zufallsgraphen-Proz€s¥, ),~, definiert.

Bei der Formulierung der folgenden mathematischen Séatreeais allerdings weni-
ger an dem beschriebenen Prozess als vielmehr an den Higéescder so ent-
stehenden Graphen interessiert. Dazu bezeichnet matyniten Wahrscheinlich-
keitsraum aller Graphen auf der EckenmeRrge vs, ..., v, }, wobei zuféllig her-
ausgegriffene Graphed?, € & die sich aus dem obigen Prozess abgeleitete Ver-
teilung besitzen.

Der erste Satz, der dem Papier [Bol01] enthommen ist und dienhwe Beweis
zitieren, bestétigt fir das hier diskutierte mathemagddodell die Ergebnisse aus
Abschnitt 10.6 zum Barabasi-Modell.

Mit #7 (d) wird ide Anzahl der Ecken vo67, mit Innengradi bezeichnet.

Satz 10.7-1: Seim > 1 fest und(G},).>o der oben definierte Zufallsgraph-

prozess. Ferner sei,, s = +m)(§fgﬁ;& 3 unde > 0 ebenfalls fest

gegeben. Dann gilt fin — oo mitd < nts die Ungleichungskette
#m(d)

(1 — E)Oémd < T < (1 + E)Oém,d

mit einer gegen konvergierenden Wahrscheinlichkeit.

Die Aussage des Satzes bedeutet insbesondere, dass — estwamdlenziell — eine
Proportionalitat vorp(d) zu d—3 vorliegt und man es mit skalenfreien Graphen zu
tun hat. Ferner liefert der Satz — wegen des &hnlichen Kigktsdtnsprinzips — eine
Bestatigung der Ergebnisse von Barabasi, Albert und Jeong.

In [BolO4] haben B. Bollobas und O. Riordan fur dieselbe Gexgklasse den erwar-
teten Durchmesser untersucht. Auch hier findet sich eingiBgsng von Ergebnis-
sen, die zu anderen ahnlichen Methoden erzielt wurden. Bbneis formulieren
wir:

Satz 10.7-2: Eine natirliche Zahin > 2 und eine positive reelle Zallseien
fest gegeben. Dann ist fast jeder Gra@l}, € &' zusammenhangend und
hat einen Durchmesséiam(G?,) mit

(1

logn logn

— )= < s ny < (1
Eloglogn_ iam(Gh) < (1+¢)

‘ log logn

Alternative Modelle fir Graphen-Erzeugungsprozessezdiéhnlichen Ergebnis-
sen fuhren, sind von W. Aiello, F. Chung und L. Lu untersuclurden — die
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Modelle von Aiello, Chung und Lu wollen wir hier jedoch nicht ndher untersu-
chen (siehe [Aie02]).

Ein weiterer interessanter Ansatz in [Aie02] betrachteed{lasse von Zufallsgra-
phen, deren Verteilung der Eckengrade von zwei festen Wertend 5 gesteuert
wird:

Man nimmt an, es gebgviele Ecken vom Grad > 0, wobeiz undy gemafn

logy =a — 3 -logx

verknipft sind. (Ecken vom Grad 0 werden der Einfachhehérahusgeschlossen.)

Anders gesagt gilt:

{oi9t) =a}l =y =5

Man kann alsax als den Logarithmus der Anzahl der Ecken vom Grad 1 @iats
die log-log-Abnahmerate der Eckenzahl eines festen Grasishen.

Betrachten wir nun die Klasse aller so definiertens)-Potenzgesetz-Graphen,
wobei jeder der mdglichen konkreten Graphen als gleich sdtminlich angese-
hen wird. Es kdnnen einige interessante strukturelle Egeafiten nachgewiesen
werden, die mit hoher Wahrscheinlichkeit gelten.

Wir skizzieren ein Ergebnis, das die Zusammenhangskonmpendetrifft. 5, =
3,47875... sei eine Losung der Gleichuhg

C(B—=2)—2¢(f-1)=0.

Folgendes wird unter anderem gezeigt:

e Istj3 > f3, so hat der Zufallsgraph fast sicHezinegigantische Komponente.

e ISt < [y, so hat der Zufallsgraph fast sichggnau einggigantische Kompo-
nente.

Weitere Aussagen beziehen sich auf die wahrscheinlichéf®é&sordnungen der
zweitgroRten Komponente und vieles mehr.

Ein weiterer Graphen-Erzeugungsprozess, der eng an dab&Modell ange-
lehnt ist, wird in [Ber05] betrachtet und dort mit dem NamBloya-Urnen-
Darstellung des Barabasi-Albert-Graphenbezeichnet. Wir gehen nicht weiter
darauf ein, kommen jedoch auf das Papier [Ber05] im KontertViren und Epi-
demien in skalenfreien Graphen in Kiirze noch einmal zurtick.

Alle von uns bisher geschilderten bzw. zumindest erwah@t@phen-Erzeugungs-
prozesse verwenden auf die eine oder andere Weise eineraMsgtus des "pre-
ferential attachment"”, wie es in der englischsprachigéer&tur heildt - neue Ecken

7 Mit ¢(¢) wird die sogenannte Riemannsche Zetafunk}ofi_, % bezeichnet.
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werden mit einer hoheren Wahrscheinlichkeit mit solcheshdi vorhandenen
Ecken verbunden, die schon einen hohen Eckengrad haben.

Eine interessante Idee wird in [KIe99] verfolgt: Hier wenddie Nachbarn einer
neuen Ecke ausgewahlt, indem mit hoher Wahrscheinlichlegihbarn einer bereits
vorhandenen Ecke "kopiert" werden - eine Idee, die fur Wikdsldurchaus plausibel
ist. Auch hier kann gezeigt werden, dass sich skalenfresgpksan ergeben!

Epidemien in skalenfreien Graphen

Die Ausbreitung von Krankheiten und die Entstehung von Emi@n sind nahe-
liegenderweise von Seiten unterschiedlicher Wissensahaitersucht worden -
Literatur dazu findet man in der Medizin, der Biologie, derzistngie sowie der
Mathematik und der Informatik. Die Fragestellungen singiggherweise der fol-
genden Art:

e Unter welchen Bedingungen breitet sich eine Ubertraghdeition im ganzen
Netz aus?

e Wie ist die Situation, wenn jedes infizierte Individuum naoher gewissen Zeit
wieder gesund wird aber gleichwohl andere Individuen ategé&s haben kann?

e Unter welchen Bedingungen und nach welcher Zeit ist dieklida aus dem
Netz wieder verschwunden?

Wir beschranken uns hier auf die Sichtweise der Graphenthddie Ecken eines
Graphen stellen die Individuen oder auch die Computer dgadurch Ubertragung
langs der existierenden Graphenkanten von bereits inBriédachbarn ihrerseits
ebenfalls (z. B. mit einem Virus) infiziert werden kdnnen.

Wir folgen in unseren weiteren Betrachtungen dem sogepai®if-Modell (steht
fur: susceptible-infected-susceptible), bei dem jedeeEtk die Infektion emp-
fanglich ist (susceptible) und nach einer Infektion (inéeh) mit Sicherheit nach
einer festen Zeit geheilt wird und dann wieder empfangktiisusceptible). Dieses
Modell ist passend fiir die Vireninfektionen von Computern.

(Beim sogenannteiSIR-Modell ist jedes Individuum nach einer Infektion und
erfolgter Heilung resistent, daher der Buchstabe "R" amuSelh)

\on folgenden Voraussetzungen wird im Weiteren beim SISidllcausgegangen:
- Der Zustand des Systems (hier: Graph) &ndert sich in Xegtta
- Zu jedem Zeitpunkt ist eine Ecke entweder gesund oder @nfizi

- In einem Zeittakt wird eine gesunde Ecke mit einer Rat@nterpretierbar als
Wahrscheinlichkeit) infiziert, falls mindestens einereihiNachbarn infiziert ist
(genauer: im vorigen Zeittakt infiziert war).

- Eine infizierte Ecke wird mit einer Rate (Wahrscheinlicitké im nachsten Zeit-
takt wieder gesund.
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Mit

14
A= <2
5

wird die Ausbreitungsrate bezeichnet. Dabei ist es Ublich,= 1 zu setzen, mit
anderen Worten wird ein infiziertes Individuum stets im reieh Zeittakt wieder
gesund. Man uberlege sich, dass man dies als eine anderer@kglder Zeitachse
auffassen kann — da man ohnehin an qualitativen Aussagenessiert ist, die sich
ergeben, wenn die Zeit "ins Unendliche lauft", macht dietts aus.

Beispiel 10.7-1:

Die untenstehende Grafik soll einen Ausschnitt eines skalen Graphen dar-
stellen, in dem die Ecken mit einer Ausbreitungsrate ¥ea 0, 5 infiziert wer-
den. Es sind nur die Zeittakte von 1 bis 10 dargestellt. Digeneciner Ecke
notierten Zahlen sollen besagen, in welchem Zeittakt dieeffende Ecke infi-
ziert ist. Begonnen wird mit einer Infektion der im Zentruargestellten Ecke,
die eine "1" trAgt und in Zeittakt 3 ebenfalls wieder infizist usw. (Da die
Infektionen stets mit Wahrscheinlichkeit 0,5 auf Nachipatien Gbergehen, ist
der hier dargestellte Ablauf selbstverstandlich willkehl) In Zeittakt 11 wir-
den nun im Schnitt drei oder vier der sieben Nachbarn desidiéttagenden

Knotens infiziert etc.

O O
O
O O
O O O,
oy 4Q :

O) @
Q9 L
Cod O &0

O O @ 5,7
O

Verbreitung eines Virus in 10 Zeittakten

Das zentrale Ergebnis Uber Epidemien gemald dem SIS-Maoedigh nun folgen-
des (siehe [Bai75][Mar99][Mur93]):

Sind die Eckengrade des zugrunde liegenden Graphen beddlivée z. B. in einem
regelmafigen Gitter, man spricht von lokaler Konnekttyjtader handelt es sich
um einen Zufallsgraphen (in dem die Wahrscheinlichkeiehdtkengrade expo-
nentiell abnimmt), so gibt es eine epidemische Schranke 0: Ist dann fur die



10.7 Skalenfreie Graphen

329

betrachtete Infektion das zugehdrige> ., so breitet sich die Infektion epide-
misch aus und stabilisiert sich, d. h. es ist stets ein gewiBszentsatz der Ecken
infiziert. IstA < \., so stirbt die Infektion zigig (genauer: exponentiell sghmus.

Nun hat man auf der anderen Seite beobachtet, dass Viremip@ernetzen sehr
lange zu "Uberleben" scheinen, so klein auch ihre Aushrgdtate ist. In [Pas01]
wird Uber entsprechende Statistiken berichtet. In [Past] auch die Erklarung
fur dieses Phanomen geliefert:

In skalenfreien Graphen ist, = 0!

Aus dem Papier [Pas01], welches ahnlich wie [Bara99-2] ithveh Physikern
recht forsch argumentiert und u.a. die Differenzierbdrkdlier vorkommenden
Funktionen voraussetzt, ziehen wir den folgenden Satzdoemicht explizit for-
muliert ist:

Satz 10.7-3: In einem sehr grof3en (bzw. unendlich groRen) Graphem (it
k=3 und durchschnittlichem Eckengradh (wie bei den Barabasi-Graphenin
Abschnitt 10.6) ish,. = 0. Der Prozentsatz der infizierten Knoten konvergiert
nach2emx.

Die Aussage des Satzes bedeutet: So klein die Ausbreittegseiner Infektion in
einem skalenfreien Netz auch ist - die Infektion stirbt vegheinlich niemals aus,
es stellt sich ein stabiler Prozentsatz infizierter Knoianlénter der Pramisse, dass
Internet und WWW skalenfreie Netze bilden, "lebt" dort einig tendenziell recht
lange.

Beweisidee: Mitp,(t) wird der Prozentsatz infizierter Ecken vom Gratlezeich-
net. In Analogie zu aus der Physik bekannten sogenanntear'fredd equations”
kommt man zu der Gleichung

Aupi(t) = —pi(t) + Ak [L = pi(8)] O(N).

Dabei bezeichneb(\) die Wahrscheinlichkeit, dass ein betrachteter Endpunietrei
beliebig herausgegriffenen Kante infiziert ist. Geht man davon aus, dass ein
stationarer Zustand erreicht ist, so folgt b, () = 0 fur die "stationére Dichte"

_ kxe())
PE= T ROy
Zusammen mit der offensichtlich erftillten Gleichung

kpipr
O\ = )
( ) ; Zs Sps

ergibt sich daraus durch Integration schlief3lich

1
e mA

O(\) =

m\

Far p(t) fuhrt dies im Grenzprozegs— oo zu

1
p = 26 mA
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Auch bei dem Thema der Epidemien in skalenfreien Grapheerhsibh eine Reihe
mathematischer Autoren gefunden, die diese ErgebnisseahmBn préaziserer
mathematischer Modelle bestatigt haben. Stellvertrestieten wir im nachsten
Satz ein Ergebnis aus [Ber05]. Das Papier enthélt auch, aneite erwéhnt, ein
eigenes mathematisches Modell zur Erzeugung grol3er stemGraphen, auf
dessen Grundlage dann der folgende Satz bewiesen wird:

Satz 10.7-4: Zu jedem\ > 0 gibt es eine naturliche ZahV, so dass fir einen
skalenfreien Graphen der Grof(e> N und eine darin ausgewahlte belie-
bige Eckev gilt: mit Wahrscheinlichkeit — O(\?) gilt fiir v, dass eine dort

log(4)
. . . 1
startende Infektion mit einer von unten durch =% und von oben durch
log(3)

A sl peschrankten Wahrscheinlichkeit Uberlebt; dabei gihdund C
Konstanten, die nicht vok odern abhangen.

Das Gradprodukt und skalenfreie Graphen

Wie zu Anfang dieses Abschnitts erwéhnt, gibt es zahlrefohgitze, den Begriff
der skalenfreien Graphen mathematisch prazise zu erfassdiei die meisten
Autoren zu einer Begriffsbildung kommen, bei der diese Gespals Resultate von
Zufallsprozessen mit wachsender Eckenzahl entstehenaid@bEntstehung neuer
Kanten solche Knoten als Endpunkte bevorzugt werden, terseiele Nachbarn
haben ("preferential attachment"). Da es unterschiedkchicher Ansétze gibt, sind
die erzielten Resultate nicht immer miteinander vereinbar

Der von uns gewahlte Weg, einen beliebigen Graphen beraits tskalenfrei” zu
nennen, wenn in ihm ein Potenzgesetz fur die Eckengradewyitt selten gewahlt
- obwohl er den Vorteil hat, nicht auf irgendwelchen Zufaitszessen zu beruhen,
so dass man sich sofort auf die strukturellen Eigenschafiéaher Graphen kon-
zentrieren kann. Der Nachteil ist freilich, dass unter eileschwachen Vorausset-
zungen viele interessante Eigenschaften, die Grapheneweldternet oder dem
WWW eigen sind, nicht ohne weitere Voraussetzungen allgeb®wiesen werden
kdnnen, so dass man Gefahr lauft, sich von den "interessaBt@phen in seiner
Theorie zu entfernen.

Einen interessanten neuen Weg schlagen die Autoren L. lLi &t @iO5] ein, die
zusatzlich zu einem Potenzgesetz fir die Eckengrade nogrees Gradprodukt
fordern.

Definition 10.7-2: Ein endlicher ungerichteter Grapty = (E, K) sei gegeben.
Das Gradprodukt(G) ist definiert als

s(G) misst, inwieweit inG Ecken von hohem Grad wieder mit solchen Ecken ver-
bunden sind - in der Interpretation: inwiewéit einen "Kern von Hubs" besitzt.
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In [LiO5] wird nun ferner der Parametet,,,, betrachtet als der maximal magli-
ches(G)-Wert, den ein Graph mit der gegebenen Verteilung der Edlesleghaben
kann. Mit

S(G) = —
wird schlief3lich gemessen, inwiewéitden bei gleicher Verteilung der Eckengrade
maximal moglichers(G)-Wert besitzt.

In [LiO5] wird vorgeschlagen, neben dem Potenzgesetz féirkikengrade einen
nahe an 1 gelegen&f{G)-Wert als Kriterium fur Skalenfreiheit auszuwahlen. Fer-
ner werden einige erste Ergebnisse vorgestellt, inwicfiregewisse Graphenklas-
sen skalenfreie Graphen (in diesem Sinne) existieren uedswaliche konstruiert
werden kénnen.

Auf weitere Details gehen wir nicht ein.

Selbsttestaufgabe 10.7-1:

Begriinden Sie, dass in einem endlichen Graphen niemalsotegmByesetz fur die
Eckengrade im Sinne der strengen Definition 10.5-2 geltaen ka
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11 Random Walks und Elektrische
Netzwerke

11.1  Zwei einflhrende Beispiele

Anhand zweier Beispiele, denen derselbe Graph zugrungle\wad in die Thema-
tik dieses Kapitels eingeflhrt.

Um das erste Beispiel vollstandig nachvollziehen zu kdnnamss man sich noch
einmal eine Konsequenz der Kirchhoffschen Gesetze ins ¢béala zurickrufen.
Dabei werden die Ecken eines Graphen als Knoten einesistdién Netzwerkes
aufgefasst, die Kanten als Widerstande einheitlicher &fFur eine Ecker des
Graphen bezeichn¥ (z) die Menge der Nachbarecken.

Lemma 11.1-1: Wird zwischen zwei beliebigen Ecken eines Graphen eine-Span

nung angelegt und der Stromkreis geschlossen, so gilt &isdannung, in
einer beliebigen Ecke des Graphen mitV (z)| = n stets

v, = (1/n) Zvy.
y(z)
Die Spannung ist also immer das arithmetische Mittel allachbarspannun-
gen.

Beweis: Ist y Nachbar vonz, so wird mit:, der vony nachz flie-
Rende Strom (eventuell mit negativem Vorzeichen) bezeichdach
den Kirchhoffschen Gesetzen gt i, = 0 und somity_ .\ ((v, —

vz)/R) = 0.
Multiplikation mit R und Herausnehmen van aus der Summe ergibt
dann

> () Vy — Mz = O und daraus, = (1/n) 3_, ) vy.

Beispiel 11.1-1:

Der in der folgenden Abbildung gezeigte Gra@lhstelle ein elektrisches Netz-
werk dar, in dem die Kanten zwischen den durch sie verbund@&umkten
Widerstande der gleichen GroR3e sind (also o. B. d. A. Widdestron 1 Ohm).
Zwischena undb wird eine Spannung von 1 \olt angelegf,= 1 undwv, = 0.
Welche Spannung ergibt sich daraus in den Punkténe und f?



11.1 Zwei einflhrende Beispiele 333

Ein GraphG

Das in der nachsten Abbildung gezeigte Ergebpis 1/2, v, = 2/3, v, = 1/3
undv; = 1/2 lasst sich auf mehrere Arten ermitteEine mogliche Argumen-
tation (und fur uns die interessanteste) geht so:

Die Spannung in einem Punkt ist stets das arithmetischeMiér Spannungen
in den Nachbarpunkten. Daraus folgt sofart= v, = 1/2 sowievy = (1 +
ve)/2 undv, = v4/2, was leicht die obigen Werte ergibt.

N [—

o

2

Anliegende elektrische Spannungen im Grapfien

Welche Stromstarken werden jeweils auf den Kanten erzevgina und b
kurzgeschlossen werden und so der Stromkreis geschlossEhida der effek-
tive Widerstand zwischemundb R.;; = 3/4 betragt, folgt

iap = 4/3,
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m.a. W. stromt ein Fluss der GroR¢3 in « hinein und beib wieder hinaus.
Die folgende Abbildung zeigt, welche Strome sich dadurchdam einzelnen
Kanten ergeben.

Stromstéarken auf den Kanten véh

Beispiel 11.1-2:

Derselbe GraplG aus dem obigen Beispiel stelle nun das Stral3ennetz eines
Dorfes mit Knotenpunkten bis f dar. Ein Betrunkener starte in einem Pumkt
und wéhle auf seinem Weg an jeder Kreuzung stets zufallig @ar sich dort
kreuzenden Strallem., bezeichne nun die Wahrscheinlichkeit, dass der Betrun-
kene auf seinem Weg durch den Puakbmmt,bevor er zum ersten Mal durch

b kommt. Wie grol3 sind die Wahrscheinlichkeiten fur die unterschiedlichen
Knotenpunkter?

Aus dem Satz Uber die totale Wahrscheinlichkeit folgt, jade Wahrschein-
lichkeit w, das arithmetische Mittel der entsprechenden Wahrschiekditen
der Nachbarknoten vansein muss. Somit kommt man, da offensichtlighx1
undw, = 0 ist, zu den Gleichungen

we =wy = 1/2,

wa = (1 +w,)/2

und

We = Wq/2,

was zuw, = wy = 1/2, wg = 2/3 undw, = 1/3 fuhrt.

Diese Wahrscheinlichkeiten entsprechen also den im vorggaspiel berech-
neten elektrischen Spannungen.

An den beiden Beispielen ist deutlich geworden, dass offealm Zusammenhang
besteht zwischen Random Walks in Graphen und Fragestelimtie sich erge-
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ben, wenn dieselben Graphen als Grundstrukturen elekénddetzwerke aufge-
fasst werden. Dabei geht die Parallelitat sogar noch walgeim zweiten Beispiel

angedeutet: Auch die Stromstérken aus dem ersten Beigtiehtbei den Random
Walks eine wahrscheinlichkeitstheoretische Interpi@tatdazu mehr im nachsten
Abschnitt.

Auf eines muss an dieser Stelle hingewiesen werden: Diell®&é zwischen
Random Walks und elektrischen Netzwerken, die zu &hnlichathematischen
Ergebnissen fihrt, bedeutet selbstverstandiicht, dass ein realer physikalischer
Zusammenhang besteht, der Zusammenhang besteht nur alagdsh-mathe-
matischen Ebene. Dies ist nicht ungewohnlich: Daraus, diass Apfel plus zwei
Apfel vier Apfel und zwei Autos plus zwei Autos vier Autos etggn, folgt schlieR-
lich ebenfallsnicht, dass Apfel etwas mit Autos zu tun haben.

Trotzdem kann der Zusammenhang ausgenutzt werden: Duecbrdersuchung
elektrischer Netzwerke kdnnen Aussagen tUber Random Whlkaleitet werden -
und umgekehrt.

11.2 Random Walks in einer und zwei

Dimensionen

Die Analogie zwischen Random Walks (im folgenden gelegenttlurch "RW"
abgekdrzt) und elektrischen Netzwerken kann besondeiaciimnhand von Gra-
phenstrukturen erklart werden, die nur aus einem Pfad lhesteder ein zweidi-

mensionales Gitter darstellen. Schliissel sind dabdiaimonischen Funktionen  harmonische
Funktionen

Definition 11.2-1:Es seiS die Menge der natirlichen Zahlen vonbis n, S =
{0,1,2,...,n}. Wir nennen/ = {1,2,....,n — 1} dieinnerenund A = {0,n} die
aul3erenPunkte vonS. Die Funktion

f:S—=R
heiRtharmonisch wenn fur jeden inneren Punkte D gilt

PN CEDES(20))

Beispiel 11.2-1:

Der in der untenstehenden Grafik dargestellte Pseudografthieifen bei den
Ecken 0 und 5 stelle Stral3enecken dar, die Kanten stehetréide® zwischen
den Ecken.

Das Szenario: Ein Mann geht in Eckdos (z € {0, 1, ...,5}) und wahlt jedes
Mal, wenn er sich an einer Ecke € {1, ...,4} befindet (also auch gleich am
Anfang) zufallig mit gleicher Wahrscheinlichkeit eine degiden Richtungen
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zur nachsten Nachbarecke. Kommt er in der Bar (Ecke 0) odétfatise an
(Ecke 5), so bleibt er dort.

Die Frage: Wie grol ist die Wahrscheinlichkgft:), dass der Mann, falls er in
der Ecker losgeht, zu Hause ankommt?

Die Antwort: Offenbar giltp(0) = 0, p(5) = 1 und

plx)=1/2-p(x —1)+1/2-p(x+1)

fur die restlichenc. Daraus folgzwingendp(z) = z/5 fur alle z!

Q A TN~ A O

0

Beispiel 11.2-2:
In der folgenden Grafik ist dieselbe Graphenstruktur alktetezhes Netzwerk
dargestellt.

1 Volt

Es sind funf Widerstande gleicher Grdl3e in Reihe geschaiigtan die beiden
Enden eine Spannung von 1 Volt angelegt. Gefragt ist naclsgannungen,,

die sich an den Punkten= 0, 1, ..., 5 ergeben. Dabei wird der Punkt 0 geerdet,
so dass, = 0 ist. Aufgrund von Lemma 11.1-1 ergibt sich auch hier

Ve =1/2 v, 1 +1/2 v,44

mit dem Ergebnis wie im vorigen Beispiel, d.d). = =/5.

Die Gleichheit der Ergebnisse in den beiden letzten beidasgelen hat eine ein-
fache mathematische Begriundung.
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Lemma 11.2-1: (Maximum-Prinzip)

Jede harmonische Funktiof{z) nimmt ihren maximalen Weft/ und ihren
minimalen Werin in einem &uf3eren Punkt an.

Beweis: M sei der grof3te vorf angenommene Wert. Falf§x) = M fur
eineninneren Punkt € D ist,mussauclf(z—1) = M undf(z+1) =
M gelten, daf (x) der Mittelwert vonf(z — 1) und f(z+1) ist. Istauch
x — 1 innerer Punkt, so fuhrt dasselbe ArgumentfZu —2) = M usw.,
d h. man kommt so z¢(0) = M und f(N) = M. Analog kann man
fr den minimalen Wert schlie3en.

Lemma 11.2-2: (Eindeutigkeits-Prinzip)

Eine harmonische Funktion auf ist durch die Werte fir € A eindeutig
festgelegt.

Beweis: Seienf(x) und g(z) harmonische Funktionen mft((z) = g(z)
fur z € A. Eine leichte Rechnung zeigt, dass auch die Funktion

harmonisch ist. Offenbar gilk(z) = 0 fiir jedesz € A. Nach dem
Maximum-Prinzip folgt daraus(z) = 0 fir alle z, womit f(z) = g(z)
fur beliebigesr gezeigt ist.

Durch die letzten beiden Lemmas ist klar geworden, dassigen&chaften harmo-
nischer Funktionen die tiefere Begrindung liefern, dassd@m Walks etwas mit
elektrischen Netzwerken zu tun haben.

Im néchsten Schritt kann man nun von den eindimensionaledefzu zweidi-
mensionalen Gittern Gibergehen. Dies wird an dem folgendespi| aus [Doy84]
verdeutlicht.

Wir legen den in der nachsten Abbildung dargestellten Geaptugrunde. Die
Ecken mit vier Nachbarn sind hier die inneren Punkte, didiceen sind aulRere
oder Randpunkte. Die auf3eren Punkte sind noch einmal inKlassen unterteilt,
namlich "P" fir Polizei und "E" fir Entkommen.

Die zugehorige Geschichte lautet: Ein Taschendieb fliehtieo Polizei, indem er
sich in dem Graphen (Stal3ennetz) von Ecke zu Ecke bewegéewedl§ als nachste
eine zufallige Nachbarecke besucht (also auf einem Randatka) W

Die Frage ist: Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit), dass der Dieb, der bei dem
inneren Punkt: startet, zuerst eine Randecke des Typs E erreicht (alsorantk)
und vorher nicht bei einer P-Ecke landet?
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Es liegt auf der Hand, wie der Begriff der harmonischen Fankverallgemeinert
werden muss, um die hier vorliegende Situation einzufangen

Definition 11.2-2:SeiS = I U A eine endliche Menge von Gitterpunkten der Ebene
{(a,0)[1<a<N,1<b< N}

mit folgenden Eigenschaften:

e INA=9o

e Jeder Punkta,b) vonI hat vier Nachbarpunktén — 1, ), (a +1,b), (a,b—1)
und(a,b+1)in S.

e Jeder PunktimA hat héchstens drei Nachbarpunkte, von denen mindestears ein
zul gehort.

e Zwischen den Randpunktendnexistieren keine Kanten.

Der sich so ergebende Graph sei ferner zusammenhangend.Hz#®en die Punkte
von/ innere und die vo aul3ere Punkte vofi. Eine Funktion

f:S—=R

hei3t harmonisch, wenn fir jeden Puriktd) € I gilt

fla=1,0)+ f(a+1,b) + f(a,b— 1) + f(a,b+ 1)

fla,b) = 1 )

Die entscheidende Beobachtung ist nun auch hier:

Die Funktion p(x) (Wahrscheinlichkeit zu entkommeis} harmonisch.
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Dies folgt wieder mit dem Satz tber die totale Wahrschehkigit. Ebenso lassen
sich wieder sowohl das Maximum- als auch das Eindeutigititszip beweisen.
Da diep-Werte fur die Randpunkte feststehen - offenbampist) = 1 fur die E-
Knoten undp(z) = 0 flr die P-Knoten -, sind die gesuchten Wahrscheinlichkeite
die restlichen Werte(z) fur x € D.

Nach wie vor bleibt die Frage offen, wie man die Wahrschehieitenp(x) fur
die inneren Knoten: denn nurkonkret ausrechnet Darauf kommen wir in Kiirze
zurick.

Zuvor wollen wir auch fir dieses Beispiel das Problem dektekchen Spannun-
gen untersuchen. In derfolgenden Abbildung ist das retevalektrische Netzwerk
dargestellt - dabei sind die P-Knoten geerdet und die E-&matit einer 1-Volt-
Batterie verbunden.

— 1 Vot

Von Interesse sind die Spannunggr) fir die inneren Punkte € I. Auch hier
hat man wieder, dass die Spannung

v: S5 —=R

harmonische Funktion ist, die zudem fur die Randpunkte mgr d
Wahrscheinlichkeits-Abbildungy Ubereinstimmt — nach dem Eindeutigkeits-
Prinzip (Lemma 11.2-2) folgt

fur alle !

Bevor wir nun auf einige Rechenmethoden eingehen, mit ddiléadie Spannun-
genv(x) bzw. die Wahrscheinlichkeitep(z) aus den Werten fur die Randpunkte
berechnet werden kénnen, wollen wir an einem physikalis@w®ispiel aufzeigen,
wie harmonische Funktionen aul3erhalb der Graphenthedftieten.
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Beispiel 11.2-3:

Angenommen, man habe ein quadratférmiges diinnes Metd|stiis dem ein
kleineres Quadrat ausgeschnitten wurde. Durch eine awenehtung wird

der innere Rand auf der Temperatur O und der auf3ere Rand audefatur 1
gehalten (siehe folgende Grafik).

T=0

Wie ist die Temperatur an einer beliebigen Stelle dieseal\pdittchens? Fuhrt
man ein Koordinatensystem ein und bezeichnet die Tempenafeunkte(x, y)
mit T'(x, y), so besagt fur diese Situation die sogenannte LaplaceséfieecD-
zialgleichung:

W A2 Iy =

Die Losungen dieser Differenzialgleichung hei3en harsamni Sie haben die
Eigenschaft, dass der Wert(x, y) stets der Mittelwert aller Werte in einem
Kreis um(z, y) ist, der ganz zu dem betrachteten Gebiet gehort. Das Problem
eine solche harmonische Funktion zu finden, wird auch alsDilashletsche
Problem bezeichnet.

Zum Ende dieses Abschnitts wollen wir einige Moglichkeisizzieren, fir die
eben betrachteten Gitter-Graphen die Wefte) bzw. p(x) aus den Randwerten zu
berechnen. Es sind dies:

e Aufstellung eines linearen Gleichungssystems
e Auffassung als Markov-Kette

e Methode der Relaxationen

e Monte-Carlo-Methode
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Wir skizzieren diese Methoden anhand des obigen Beispiishender Taschen-
dieb").

Aufstellung eines linearen Gleichungssystems

Wenn die inneren Punkte wie in der folgenden Abbildung heret sind, bekommt
man fur die Spannungen das folgende lineare Gleichungssyais funf Gleichun-
gen mit finf Unbekannten:

v _U5+Ud+2
‘o 4
Vg + Ve + 2
vp=——
b 4
v _Ud+3
Y
Vg + Ve + Ve
Vy= —"—
¢ 4
v _ Up T+ g
Y
1 1
a b
1o o1
C d e
1c °O
1 0 0

Die Losung dieses Gleichungssystems lautet 0, 823, v, = 0, 787, v. = 0, 876,
vg = 0,506 undv, = 0, 323.

Auffassung als Markov-Kette

Die Methode der Markov-Ketten kann als eine anspruchswo\lersion der vorigen
Methode der linearen Gleichungssysteme ausgefasst werden
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Als endliche Markov-Kette bezeichnet man eine speziellé vam Zufallspro-
zess, die folgendermalRen beschrieben werden kann: Mambkatraliche Menge
S ={s1, s9, ..., 8} von Zustanden und einen Zufallsprozess, aufgrund dessen st
einer dieser Zustande angenommen wird. Wenn der Prozésges@mde im Zustand
s; befindet, wird mit Wahrscheinlichkeft;; danach der Zustang angenommen.
Die Ubergangswahrscheinlichkeité®; konnen in einer x r-Matrix P angeord-
net werden. (Um den Prozess eindeutig zu definieren, musseinStartzustand
festgelegt werden.)

Ein Random Walk auf einem endlichen Graphen kann offentsaMalrkov-Kette
aufgefasst werden. (Man kann auch umgekehrt zeigen, dassiotgjede Markov-
Kette als Random Walk auf einem geeigneten Graphen vastiedinn.) Der Vortell
der Auffassung als Markov-Kette liegt darin, dass in eineofdgn Graphen durch
die spezielle Form der "Markov-Matrix? die interessierenden Wahrscheinlichkei-
ten (wie z. B. die "Spannungen?,) effizienter berechnet werden kénnen als durch
das lineare Gleichungssystem.

Auf Details gehen wir nicht ein.
Methode der Relaxationen

Bei dieser Methode fasst man die obigen linearen Gleichunde die Werte
v, Miteinander verknipfen, als Iterationsanweisungen aufjaweils eine Folge
vl v2 03, ... zu berechnen, die gegen den gesuchten Wekbnvergiert:

x? Yxr T

n+1_v}f+vg+2

v, 1

n n
n+1:Ua+Ue+2

n
n+1:,Ud+3
¢ 4
n n n
n+1_Ua+Uc +Ue
Ud _— .
4

n n
n+1 _ Uy U

¢ 4
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0 0
0 0
1“ ol
0 0 0
(I 1)
1 0 0

Startet man mit den Werten wie in der obigen Abbildung ddejkesso erhalt man
im zweiten Schritt:

1
2=
2
1
2—_
Uy = 5
3
2—_
ve =7
v3=0
v? =0

Diese Werte werden nun genommen, ufreu berechnen etc. Man kann das Ver-
fahren beschleunigen, indem man bei jeder Neuberechnoeg ¥ertes immer die
aktuellen Werte der anderen, einsetzt. (Bei einer Programmierung des Verfahrens
kann man sich also die obere Indizierung sparen.) In deri$eaweist sich dieses
Verfahren zur Ermittlung der,-Werte als recht effizient.

Monte-Carlo-Methode

In der Mathematik spricht man von der Monte-Carlo-Methoadenn ein
Zufallsprozess involviert ist und man die interessiere@d@le durch die wieder-
holte praktische Durchfiihrung eines pseudo-zufalligepdexnents zu bestimmen
versucht. In den Ingenieurwissenschaften wird in einenchgol Fall meist der
Begriff der Simulation verwendet.

Angewendet auf die hier vorliegende Situation besteht domte-Carlo-Methode
darin, mit Hilfe eines pseudo-zufélligen Prozesses (damkauch die Anwendung
eines Pseudo-Zufallszahlen-Generators sein) auf ein@ph®n sehr viele Random
Walks nachzuspielen und auszuwerten, wie haufig man einsgg®cke vor einer
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Widerstand
elektrisches Netzwerk
Leitwert

anderen besucht hat usw. Dann kénnen die interessierendiersdfeinlichkeiten
abgeschatzt werden.

Die Monte-Carlo-Methode ist weniger effizient als die Mathaer Relaxationen.

Selbsttestaufgabe 11.2-1:

Skizzieren Sie die Grundidee der Methode der Relaxatiamann einem Gitter-
Graphen die Wahrscheinlichkeitefi) fur die inneren Punkte aus den Randwer-
ten zu berechnen.

11.3 Random Walks in endlichen Graphen

In diesem Abschnitt werden Random Walks und elektrischewertke auf belie-
bigen endlichen Graphen betrachtet. Einige Ergebnissegreits "klassisch" und
haben den Weg in Lehrbilicher gefunden, jedoch gibt es aucielee Unersu-
chungen wie z. B. [Cha89], in denen weitere Verbindungerszen den Gebieten
aufgedeckt werden.

Wir beginnen mit der folgenden Begriffsklarung.

Definition 11.3-1:Es seiG = (E, K) ein Graph undr : K — R* eine Abbil-
dung, wobeir(k) der Widerstandder Kantek ist. Das Paar(G,r) wird elek-
trisches Netzwerlgenannt. Alternativ wird ein elektrisches Netzwerk @5 c)
bezeichnet, wenadie Leitwert-Funktion ist (im Englischen "conductance™), also
c(k) = 1/r(k) fur jede Kantek.

Die folgenden Grundtatsachen sind aus der Theorie elek#is Netzwerke
bekannt.

e |Istjeder Ecke des Graphen ein Potenzial zugeordnet, sodiite Potenzialdif-
ferenzp, zwischen den Endeckenundb einer Kantek zu einem elektrischen
Stromi, von a nachb, fir den nach dem Ohmschen Gesetz @ik 1}(’—,’;)

e Nach dem ersten Kirchhoffschen Gesetz ist die PotenZetdiiz summiert
Uber die Kanten eines Kreises stets Null. Nach dem zweiteohKoffschen
Gesetz hat der totale (also summierte) Strom in einer Eakeenfalls den Wert
Null; dabei wird jeder inx hinein flieRende Strom (auch von auf3erhalb des
Netzwerkes) positiv, jeder hinaus flieRende negativ gerectiZur Erinnerung:

In Kapitel 5 hatten wir eine solche Kantenbewertung allgereae Zirkulation
genannt.)

e Allgemeiner lasst sich die Situation folgendermalRen fdienen: Sind
s1, S2, ..., S Knoten des zusammenhangenden elektrischen Netzwérks),
und sindw;(1 < i < k) reelle Zahlen mid _ w; = 0, so gibt es eine eindeutige
Verteilung von Strémen und Potenzialdifferenzen auf dent&a derart, dass
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fur jedes: ein Strom der Grol3e; das Netzwerk bes; betritt (fallsw; > 0)
bzw. verlasst (fallsw; < 0), und in allen Knoten das zweite Kirchhoffsche
Gesetz gilt (also Strombilanzen insgesamt gleich Null).

Auch der Begriff der harmonischen Funktionen lasst siahestiein Ubertragen:

Definition 11.3-2: Gegeben sei ein endlicher zusammenhé&ngender Gfaph
(E, K)undS C E eine Menge von Ecken. Eine Funktion

f:E—-R

istharmonisch aufG mit Rand S, falls fur allez € E \ S gilt

Aufgrund von Lemma 11.1-1 kénnen wir nun (ohne Beweis) fdrenen:

Satz 11.3-1: Gegeben sei ein endliches zusammenhangendes Netzierk
fur jede Kantek € K sei der Widerstand(k) = 1. Ferner seiersy, s,, ..., sy
Ecken inG. Falls in (G, r) auBBer beisy, so, ..., s, kein Strom in das Netzwerk
kommt oder austritt, ist die Funktion der absoluten Potalezi, harmonisch
auf G mit RandS = {s1, s, ..., s}, d. h.

1
vx:m Z Vy.

yEN ()

Der hierzu korrespondierende Satz Uber Random Walks gelgegebenents =
(E,K)und S C F davon aus, dass fur jedese S ein Gewinng(s) definiert

ist. Nun wird beix € E ein Random Walk gestartet, der endet, wenn ein Knoten
s € S erreicht wird, der Gewinn ist dany(s). Mit E, werde der erwartete Gewinn
bezeichnet, wenn beigestartet wird.

Satz 11.3-2: Fur alle Knotenz gilt

1
Eg[;zm > B,

YyEN ()

Wie sich bereits in Abschnitt 11.1 abgezeichnet hat, gehitAdialogie zwischen
elektrischen Netzwerken und Random Walks wesentlich wdti@ den nachsten
Schritt bendtigen wir die folgende Definition.
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Fluchtwahrscheinlich-
keit

effektive Widerstand

effektiver Leitwert

Definition 11.3-3: (G, a) sei ein Graph mit Kantengewichtung= (@, ).yex- Man
setzt

A, = Z Ay

yEN ()

P Tfallszy € K
v 0 sonst

Sind die Kantenbewertungen Leitwerte wie in Definition 411,.80 werden diese fur
Random Walks so interpretiert, dass, die Wahrscheinlichkeit darstellt, dass ein
in z angekommener RW als nachsten Knatdresucht.

Fur die jetzt folgenden Ergebnisse gehen wir davon aus, idadsn betrachteten
Graphen zwei ausgezeichnete Eckamdt gegeben sind.

Wie in der Literatur zu Random Walks und elektrischen Netkew Ublich, werden
wir die Terminologien aus beiden Gebieten simultan verweand

Definition 11.3-4:Gegeben sei ein elektrisches Netzwéfk ), s und ¢ seien
Ecken inG. Die Fluchtwahrscheinlichkeit P,...(s — t) ist die Wahrscheinlich-
keit, dass ein Random Walk, der bestartet, durch die Ecke kommt, bevor er
wieder zus zurtickkehrt.

Die nachsten interessanten Begriffe sind der des effekfWederstands und des
effektiven Leitwerts.

Definition 11.3-5: Gegeben sei ein einfacher zusammenhangender Graphund
t seien Ecken. Es wird von aul3en eine Spannungmit 1 undv, = 0 angelegt.
Dann fliel3t ein Strom, in s hinein.

1
Repp(s,t) = -

heil3t dereffektive Widerstandwischerns undt. Legt man statt der Potentialdiffe-
renz zwischer undt den ins hineinflieRenden Strom auf den Wert 1 fest, so wird
die Potentialdifferenz betragsmaRig gleiBhy (s, t) sein. Der Kehrwert

1
Reyp(s, t)

heil3teffektiver Leitwert

Cepp(s,t) =

Satz 11.3-3: Sei(G, ¢) ein zusammenhangendes elektrisches Netzwerk #nd
t Ecken inG. Fur jede Ecker sei

v, = IP (nach Start beic kommt ein RW zuerst zwind erst dann zu),

insbesondere alsa, = 1 undv, = 0.
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Dann ist(v,).cg die Verteilung der absoluten Potentiale, wenauf 1 undt
auf 0 gesetzt wird.

Der effektive Leitwert ist

C'eff(s, t) = CSPeSC(S — t).

Ferner gilt

Pesc(s — t) . Ct

Pt —5) Oy

Beweis: Startet der RW bei # s,t, SO hat man

cxy
E , Pryvy =

Dies besagt jedoch gerade, déss)..r die Verteilung der Potenziale
mit v, = 1 undv, = 0 ist.

Weiter stellen wir nun fest, dass

P(s—t)=1- Z Py,v,

YEN(s)

ist, denn im ersten Schritt gelangt man vomit Wahrscheinlichkeif’s,
zum Nachbarry, und von dort mit Wahrscheinlichkeit, erst zus und
dann zu. Daher gilt fir den gesamten Strom

Cops(s:t) = Y (05 —v,)cyy

YEN(s)

S

YyEN(s)

CS CS
C E y _ y

yEN(s
= C,(1 — Z P,v,)
yEN(s)

= CsP.sc(s — ).

Da auBerdem gilt’. (s, t) = Ceyf(t, s), folgt schlieRlich auch
Pese(s — 1) Ceps(s, t)/CS Ct
)/

Pesc(t — S) eff(t,S
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Beispiel 11.3-1:
Wir wollen den effektiven Widerstand zwischen zwei benactdn Ecken des

Einheitswurfels aus Einheitswiderstanden bestimmenhégsielgende Grafik).

Wir legen eine 1-Volt-Spannung zwischenndt. Aus Symmetriegriinden folgt
zundachst, dass die Spannungeaumdd gleich sind, ebenso inund f. Folglich
ist unser Schaltkreis dquivalent zu dem in der folgendestetinng.

{cd

{ef}

Durch die Anwendung der ublichen Gesetze fur die Serien-Rardllelschal-
tung von Widerstanden gelangt man zu der nachfolgend datljes Abfolge
von Vereinfachungen, an deren Ende das Resultat steht: fi2&tivee Wider-

stand zwischen undt betrég% Ohm.
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12 12
S
1 172 1
t
1/2 12
12
S
1 1/2 2
t
1/2
12
S
1 2/5
t
1/2
S
1 715

712
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Beispiel 11.3-2:
Eine Spinne krabbelt zufallig auf dem Einheitswirfel her(siehe folgende
Grafik).

t s

Falls sie vors aus startet - wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dassisi¢otie
Fliege beit erreicht, bevor sie zs zurlickkehrt?

Aufgrund des vorigen Beispiels wissen wir:

12
Cess(s,t) = —

Mit Satz 11.3-3 ergibt sich damit

e =Cutonom 2=

Als nachstes fragen wir nach der erwarteten Anzahl von gehrin einem Random
Walk von einer bestimmten Ecke zu einer anderen zu gelangen.

Ein beliebiger Graplt = (£, K) sei gegeben.

Mit H,, bezeichnen wir die erwartete Anzahl von Schritten einesddRanWalk in
G, der bei der Ecke startet und bei der Eckestoppt.

C,, Seild,, + H,,.

R, sei der effektive Widerstand zwischerund v in dem elektrischen Netzwerk
(G,r) mit m vilen Kanten, in dem jede Kante vai einen Widerstand von ©
darstellt.

Satz 11.3-4: Es gilt stet’,,, = 2mR,,,.
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Beweis: Mit v(x) wird wieder der Eckengrad einer Ecke bezeichnet, also
v(x) = |N(x)|. ®,, sei die Spannung beibezuglichv, falls ein Strom
der Starkey(x) in jeden Knotenr € E hineinflielt und den Knoten
ein Strom der Starkem verlasst.

Zuerst wird gezeigt, dass fur alle Eckemjilt

Huv = (I)uzr

Aufgrund der Kirchhoffschen Gesetze und des Ohmschen Zset
folgt namlich

7(“) = Z ((buv - (bwv)

wEN (u)

fur alleu # v.

Dies lasst sich umformen zu

1
(I)uv = we;(u) m(l + éwv)(*)

Andererseits kann mit elementarer Wahrscheinlichkeitstie
geschlossen werden

Hy, = Z L(1 + Hoyyp) (%)

weN (u) y(u)

fur alleu # v.

Fast man dieb,, bzw. H,, als Unbekannte auf, so hat man n)
und (xx) zwei identische lineare Gleichungssysteme vorliegeneitie
eindeutige LAsung besitzen - dies zeigt, ddss = $,,, gelten muss.

Wir stellen nun fest, dass aldd,,, gleich der Spannung,, beiv in

(G, r) bezuglichu ist, wenn Strome in alle anderen Knoten hineinge-
fuhrt und beiu hinausgelassen werden. Werden die Vorzeichen geéan-
dert, so lasst sich damit auch sageép, ist die Spannung bei betglich

v, wenn ein Strom der Starken in u eingefihrt wird und bei jedem

v # wu in der GroRey(v) wieder abflie3t. Da elektrische Netzwerke
linear Uberlagert werden kénnen, kann iup = H,,, + H,, bestimmt
werden: Da sich bei allen Knoten auf3eundv die eingefiihrten bzw.
abgezweigten Strome aufheben, wird Gg, die Spannung zwischen
u und v, wenn ein Strom der Starkem bei v eingefihrt und bew
abgezweigt wird. Die Aussage des Satzes folgt nun mit dem<ohan
Gesetz.

Zum Ende dieses Abschnitts kommen wir noch Rafyleigh’s Monotoniegesetz Rayleigh’s
zu sprechen kommen. Es besagt im wesentlichen, dass sididierVergroRerung Monotoniegesetz
von Einzelwiderstanden der effektive Widerstand auch euagn3ern kann:
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Satz 11.3-5: (G,r) und (G, r’) seien elektrische Netzwerke auf dem Graphen
G, und es sei

r' (k) > r(k)

fur jede Kantek in G. Dann gilt flr beliebige Ecker undt¢ in G flr die
effektiven Widerstande

iaff(svt) > Reff(svt)'

Beispiel 11.3-3:
Gegeben sei der folgende Graph, mit einheitlicher Kanteebieing 1.

O O O O O @)
D) ) t ) ) (
CJ \/ . \/ L/ \)
O O O O O ®)
O ® O O O Q

S
O O O O O O
O O O O O O

In der Sprache der Random Walks i8t.(s — t¢) die Wahrscheinlichkeit, dass
ein beis startender RW erreicht, bevor er wieder zu zurtickkehrt. Entfernt
man nun aus dem Graphen eine Kante, so kann dies interprnggeden als
Erh6hung ihres Widerstandes auf "unendlich" (siehe falgdbarstellung).

O—O0—O0——O0—O0——C0

\
\
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Nach Rayleigh’s Monotoniegesetz gilt nun

Pl.(s —=1t) < P.(s —t).

Die Interpretation lautetEs ist schwieriger geworden, vons nacht zu ent-
kommen.

In der Sprache der elektrischen Netzwerke stellt sich diglélohung mit Satz
11.3-3 dar als:

/eff(sat) > Reff(s>t)'

Das Rayleighsche Monotoniegesetz beinhaltet auch diprexatsende Aussage fur
die Verkleinerung von Einzelwiderstanden, als deren Rasslch die effektiven
Widerstande ebenfalls verkleinern.

Obwohl die Ausssagen des Rayleighschen Monotoniegeseidgtsplausibel sind,
ist das Gesetz nicht einfach zu beweisen. In der Literand sinterschiedliche
Beweise zu finden (siehe z.B. [Doy84] oder [Bol98]), wobeinns@wohl in der
Sprache der Random Walks als auch in der elektrischer Neteveegumentieren
kann.

Auf die Darstellung eines Beweises wollen wir an dieseri&tadrzichten.

Die Bedeutung des Rayleighschen Gesetzes liegt vor alleim dass man mit sei-
ner Hilfe effektive Widerstande bzw. Wahrscheinlichkeiia gro3en komplexen
Netzwerken bzw. Graphen abschéatzen kann, indem man durctutdgen oder
Entfernen von Kanten zu bekannteren Strukturen kommt,ndParameter man
bereits kennt. Man spricht vdRayleigh’s short-cut Methode

Die Methode kann insbesondere fur den Beweis des Polyasdiges Uber Ran-
dom Walks in unendlichen Gittern angewendet werden (siedta lazu im nachs-
ten Abschnitt).

Selbsttestaufgabe 11.3-1:

Erlautern Sie den Begriff des effektiven Widerstands h&isewei beliebig gewahl-
ten Ecken eines endlichen Graphen.

11.4 Random Walks in unendlichen Graphen

Wir wollen uns in diesem Abschnitt beschranken auf das Sdafie” Problem der
Random Walks in unendlichen Gittern, welches zuerst vorr@geBolya im Jahre
1921 untersucht wurde (siehe [Pol21]). Erweiterungen dgelthisse auf allge-
meine unendliche Graphen, die vorwiegend auf eine gesehishwendung der
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Rayleighschen short-cut-Methode hinauslaufen (vgl. dazvorigen Abschnitt),
werden hier jedoch nicht betrachtet.

) ) ) )
U \J ' N\

1-dimensionales Gitter

-— o — — N\ 7\ ) ) - a» a» a»
U/ / |\ \\)

-— —— — — 7\ 7\ ) e -— o — —
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2-dimensionales Gitter

VA VR V4
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3-dimensionales Gitter

A\
N
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In der obigen Abbildung sind-dimensionale unendliche Gitter fdr= 1,2 und
3 dargestellt. Die Punkte kann man sich édimensionale Vektorem € Z? mit
ganzzahligen Komponenten vorstellen. (Aus Griinden dergitiglichkeit ist die
Vektordarstellung in den Bildern nicht eingetragen.) Kamexistieren zwischen
Punkten dann, wenn sich die Vektoren in einer KomponenteemBetrag 1 unter-
scheiden und ansonsten gleich sind; beispielsweise gddsesm 3-dimensionalen
Gitter eine Kante zwischef+-1,2,1) und(—1, 3, 1).
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Einen Random Walk im zweidimensionalen Gitter kann man sishzufalliges
Bewegen in einem unendlichen Straennetz vorstellen. lile Fa= 3 ist eine
Interpretation als zuféllige Bewegung eines Molekdls imeen unendlich grofl3en
raumlichen Kristall moglich.

Die zentrale Frage, die Polya in der bereits zitierten Arsieillt, lautet:

e Kehrt der RW mit Sicherheit (also mit Wahrscheinlichkeitifgendwann zu
seinem Ausgangspunkt zurtick?

Falls dies der Fall ist, wird der RW alekurrent bezeichnet, andernfalls alsrekurrent
transient. transient

Definition 11.4-1: Fir einen Random Walk in einetrdimensionalen Gitter sei

Pescape

die Wahrscheinlichkeit, dass der RW niemals zu seinem Agsgankt zurtckkehrt.

Der RW heif3t

e rekurrent, falls P..,,. = 0,

e transient, falls P.;.qpe > 0.

Das Problem, festzustellen, ob ein RW (bzw. ein Graph) refkgioder transient ist,
bezeichnet man als dagp-Problem.

Der beriihmteSatz von Polyalautet:

Satz 11.4-1: Ein Random Walk auf einemidimensionalen Gitter ist rekurrent
fur d = 1 oder2 und transient fui > 2.

In der Literatur findet man mehrere Beweise fur diesen Sate Eloglichkeit
besteht darin zu zeigen, dass - in der Sprache der eleldrissletzwerke - der
effektive Widerstand zwischen einem beliebigen Anfang&pund einem "unend-
lich fernen” Punkt im Falle < 2 unendlich grof} ist (weshalb der RW nicht entwei-
chen kann), im Falld > 2 hingegen einen endlichen Wert hat. Auf diese Beweise
kénnen wir jedoch nicht eingehen.

Stattdessen wollen wir zum Abschluss Polyas Originalbgvigi den einfachsten
Fall d = 1 prasentieren.

Beweis: fur den Falld =1

Wir bezeichnen mit: die Wahrscheinlichkeit, dass ein im Nullpunkt star-
tender Random Walk dorthin zurtickkkehrt. Die Wahrscheideit, dass der
RW sich dort genaié mal aufhalt, ist dann offenbar*~!(1 — ). Bezeichnet
man mitm die erwartete Anzahl von Aufenthalten im Nullpunkt, so gilin

1—u

m = Zkuk_l(l —u) =
k=1
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Istm = oo bzw.u = 1, so ist der RW rekurrent, im Falle < co undu < 1
transient.

Es wird nun noch ein anderer Ausdruck fiirabgeleitet.

u,, bezeichne die Wahrscheinlichkeit, dass der RW, welchen Beinkt O star-
tet, nach demu-ten Schritt wieder bei 0 angekommen ist. Da bei 0 begonnen
wird, istug = 1.

Sei nune,, eine Zufallsvariable, die den Wert 1 annimmt, falls sich B&Y
nach demn-ten Schritt im Punkt O befindet, und den Wert O sonst. Dann ist

T:ien

n=0

die gesamte Anzahl aller Aufenthalte im Punkt O, und
m=E(T) =Y Ele,).
n=0

Andererseits ist/(e,,) = 1 - u, +0- (1 — u,), und man hat schlie3lich

oo
m = g Uy
n=0

Damit ist nun klar:

e Der RW ist rekurrent, falls die Reihg °  u, divergiert, und transient,
falls sie konvergiert.

Um im eindimensionalen Gitter zum Nullpunkt zurtickzukehrewuss der
RW sich gleich oft nach links und nach rechts bewegt habensinesalso
in diesen Fallen nur gerade Anzahlen von absolvierten &ehmnmdglich. Es
geht folglich darum, die Wahrscheinlichkeiteg), zu berechnen.

Jeder einzelne Weg, der naeh Schritten zurlickkehrt, besitzt die Wahr-
scheinlichkeitﬁ. Die Anzahl dieser Wege entspricht der Anzahl von M&g-
lichkeiten, aus defn Schrittenn viele auszuwahlen, bei denen nach rechts
gegangen wird. Dies bedeutet:

2n\ 1
wn =\, o

Das Ziel ist zu zeigen:

E Uop = OO
n

Dazu wird die bekannte Stirlingsche Formel benutzt:

n!l ~ V2rne "n"
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Damit folgt namlich:

(2n)! 1 V21 - 2ne?"(2n)%"

=l 2 (V2mne=mnn)222n
1
NZZD

Dies zeigt) | us, = oo, und der Beweis ist erbracht.

Selbsttestaufgabe 11.4-1:

Erlautern Sie das Grundprinzip der Anwendung der Raylaigbs short-cut-
Methode auf unendliche Graphen.
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A Kurze Ubersicht der verwendeten
Begriffe und Symbole aus der
Mengenlehre

EineMenge M kann durch eine Eigenschaft oder - falls sie nur endlichevide- Menge
mente hat - durch die Aufzéhlung ihrer Elemente beschrigleden: z. B. ist\/ =
{1,3,5,7,9} identisch mitAM = {z|x ist eine ungerade natirliche Zahl,z <

10}.

x € M steht fur "x istElementder Menge)M™. Element

M C N steht fur "M ist Teilmengevon N, d. h. fur jedest mit z € M gilt auch Teilmenge
r € N.

M C N bedeutet M ist echte Teilmengevon N", alsoM C N undM # N. echte Teilmenge

Die leere Menge d. h. die Menge ohne Elemente, wird mit dem Synibbezeich- leere Menge
net.
Fur MengenM und N wird gesetzt

MNN={z|lr € Mundx € N} Durchschnitt
M UN = {z|x € M oder v € N} Vereinigung
M N N hei3tDurchschnitt, A/ U N Vereinigung von M und N.

Ist M N N = (), so heiRenV/ und N disjunkte Mengen, M U N die disjunkte disjunkte Mengen
Vereinigung von M und V. disjunkte Vereinigung
Allgemein ist fur eine beliebige nicht-leere Indexmerigéalls fir jedes € I eine

MengeM; gegeben ist,

mMi = {x|fir allei € I ist x € M;}
i€l
und
UM" = {x|es gibt eini € I mit x € M;}.
i€l
Fur MengenM und N ist dieMengendifferenzvon M und N Mengendifferenz
M\N = {z|lx € M undx ¢ N}.

Ist N C M, so heil3tM\ N auch daKomplement von N in M und wird mit Komplement
N s oder, falls die tibergreifende Menge nicht benannt werdessprinfach mitVv

bezeichnetP (M), die Potenzmengevon M, ist die Menge aller Teilmengen vonPotenzmenge
M.

Istn eine natlrliche Zahl, und sind, Ms, . .., M,, Mengen, dann heil3t die Menge

X M; = {(x1, 29, ..., xn)|flir alle 1 <7 <nistz; € M;}
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A Kurze Ubersicht der verwendeten Begriffe und Symbakeder Mengenlehre

n-faches kartesisches
Produkt

geordnetes n-Tupel
Tripel
Folge

Relation

eindeutige Relation
Funktion

Abbildung

Einschrankung einer
Abbildung

injektiv
surjektiv
bijektiv

reflexiv
symmetrisch
transitiv

Aquivalenzrelation

Aquivalenzklassen

dasn-faches kartesisches Produkter M; fur i = 1 bisn.

Furn = 1 wird unter X, M; einfach die Mengé/, verstanden.

Firn = 2 schreibt man statk” ; M; einfacherM; x M,.

Sind alle)M; gleich einer Mengé/, so wird X ; M; mit M™ bezeichnet.

Die Elemente vonX" , M, heil3en (geordnetes n-Tupel im Fallen = 3 auch
Tripel.

Ein beliebiges Element vdy,_, M’ wird auch als (endlichejolgevon Elementen
ausM bezeichnet.

Sind M und N Mengen, so wird eine Teilmenge C M x N auch eineRelation
zwischen)M und N genannt.

R ist eineeindeutige RelationoderFunktion, wenn firm € M undn,n’ € N aus
(m,n) € Rund(m,n’) € R stetsn = n' folgt.

Gilt fur eine eindeutige RelatioR C M x N, dass zu jedem

m € M ein (wegen Eindeutigkeit dann genau eing N mit (m,n) € R existiert,

so heifl3t RAbbildung von M in N (oder: vonM nachN).

Fur Abbildungen werden meist kleine lateinische oder abechische Buchstaben
als Namen verwendet, z. B. f (statt R). Auch schreibt mart g$tat M x N Ubli-
cherweisef : M — N oder M ERNY , um herauszuheben, dass durch f jedem
m € M (genau) eim € N zugeordnet wird, dieses Element vohwird auch mit
f(n) bezeichnet. Isf : M — N eine Abbildung und// C M eine Teilmenge von
M, so wird dieEinschrankung von f auf M/ mit f/M bezeichnet, d. h. man hat
die Abbildungf/M : M — N .

Eine Abbildungf : M — N heil3tinjektiv, wenn ausm; # my in M stets
f(mq) # f(mso) in N folgt. f ist surjektiv, falls es zu jedemm € N (mindes-
tens) einm € M gibt mit f(m) = n. SchlieBlich heif3t bijektiv , wenn f injektiv
und surjektiv ist.

Fur eine Relatiom® C M x M auf einer Mengel/ schreibt man stattr, y) € R
auchzRy.

Man definiert:
e istreflexiv auf M, wenn fur aller € M qilt zRz.
e Ristsymmetrischauf M, wenn aust Ry stetsy Rz folgt.

e isttransitiv auf M, wenn aust Ry undy Rz stetse Rz folgt.

e R ist Aquivalenzrelation auf M, wenn R reflexiv, symmetrisch und transitiv
auf M ist.

Eine Aquivalenzrelation gibt Anlass zu einer disjunktenl@gung der Meng@/ in

die R—Aquivalenzklassen Innerhalb einer solchen Klasse stehen je zwei Elemente
in der RelationR, und umgekehrt gehdren zwei in der Relation stehende Elemen
von M stets zur selben Klasse.
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B Kurze Erlauterung der verwendeten
Begriffe aus der Linearen Algebra

Eine Mengef", in der man in der Ublichen Weise addieren, subtrahierettjphu

zieren und dividieren kann, wirdorper genannt. Dabei geht man bei der axioKérper
matischen Definition eines Kdrpers zunachst nur von den &ipeen+ und- aus

sowie zwei besonderen Elementenind 1. (Ein Korper hat also stets mindestens
zwei Elemente.)

Die Axiome sind die folgenden:

Axiom: Al. Assoziativgesetz:
a+ (b+c)=(a+0b)+cfurallea,b,ce F

Axiom: A2. Kommutativgesetz:

a+b=>b+afirallea,b € F;

Axiom: A3. 0 als neutrales Element:

a+0=cqaflirallea € F;
Axiom: A4. Existenz inverser Elemente:
Zu jedema € F existiert ein
be Fmita+b=0.
Fur die Multiplikation gilt:

Axiom: M1. Assoziativgesetz:

a-(b-c)=(a-b)-cfurallea,b,ce I,
Axiom: M2. Kommutativgesetz:

a-b=>b-a

fur allea,b € F,

Axiom: M3. 1 als neutrales Element:

a-1=aflrallea € F;

Axiom: M4. Existenz inverser Elemente:

Zu jedema € F, a # 0, existierteinb € F mita - b = 1.
Fur die Addition und Multiplikation gilt das

Axiom: D. Distributivgesetz:
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Korper IR

skalare Multiplikation

symmetrische
Differenz

Untervektorraum

Linearkombination

(a+b)-c=(a-c)+(b-c)
furallea,b,c € F.

In Anwendungen hat man es meist mit d&drper IR der reellen Zahlen zu tun.
Fur diesen Kurs ist auch dEGrper IF, von besonderer Wichtigkeit: es handelt sich
um die MengédF, = {0, 1} mitder in den folgenden Tafeln beschriebenen Addition
und Multiplikation. Man beachte die Besonderheit 1 = 0.

~ o+
~ o

Es seif’ ein beliebiger Korper. Eivektorraum Uber F' besteht aus einer Menge
V' (den Vektoren) mit einem besonderen Eleménind folgenden Eigenschaften:
In V ist eine Addition+ fur Vektoren erklart, so dass dafidrl bis A4 (mit 0 als
neutralem Element) gelten. Ferner ist eine sogenaskatiare Multiplikation von
Vektoren mit Kérperelementen definiert, fir die gilt:

Axiom: V1. Distributivgesetze:
(a+pB)-a=(a-a)+ (B-a)unda- (a+b) = (a-a) + (a-b) fur alle
a,b e Vunda, € F;

Axiom: V2. Assoziativgesetz:
a-(f-a)=(a-p)-afurallea € Vunde, € F;

Axiom: V3. Multiplikation mit 1 € F"
l-a=afliralleacV.

In dem soeben beschriebenen Sinne wird die Potenznigtbe einer beliebigen
MengeM zu einem Vektorraum UbéF, (mit () als Nullelement), wenn ma# als
die symmetrische Differenzdefiniert, d. h. furd, B € P(M) setzt

A+ B:=(AUB)\(ANB).

Es gilt dann immerd + A = (). Fir die skalare Multiplikation mit den Elementen
IF, setztmar) - A = undl - A = A.

Ist V' ein Vektorraum tber einem Korpét, so istU C V' ein Untervektorraum
von V, wennU unter den algebraischen Operationen abgeschlossenhstydnn
ausu,v € U und\ € F stetsu +v € U und\ - u € U folgt.

In einer PotenzmengB (M ) bilden z. B. alle Teilmengen vof/ mit gerader Ele-
menteanzahl einen Untervektorraum, denn habeB € P (M) eine gerade Anzahl
von Elementen, so gilt dies auch far+ B.

Gilt in einem Vektorraun” Giber dem Kérpef' die Beziehung
v=oaq 01 +...+a,u, Mto, v, ..., v, € Vunday,..., o, € F, S0 heil3ty eine
Linearkombination vonuvy, ..., v,.
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Elementev,,...,v, eines Vektorraumsl” bilden eine Basis von V, wenn Basis

vy, ..., vplinear unabhangig sind (d. h. keiny; lasst sich als Linearkombinationlinear unabhéngig
andererv; erhalten) und wenn jedes Elemente V' sich als Linearkombination

gewissen; darstellen lasst.

Ist VV Vektorraum Ubelf, und hat eine Basis vamElementen, so gibt es insgesamt
2" viele Elemente (Vektoren) iir.

Fir einen-elementige Meng@/ = {m,, ..., m,} bilden z. B. die einelementigen
Teilmenger; = {m,},...,v, = {m,} eine Basis des Vektorraunty M ).

Ein Vektorraum kann viele Basen haben, jedoch ist die AndahVektoren in einer
Basis eindeutig und heiRtimensiondes Vektorraums. Dimension

In einem Vektorraunl” (Uber F') kann auch eine Multiplikation zwischen Vekto-

ren mit einem Korperelement als Ergebnis definiert werdeam spricht dann von
einemSkalarprodukt . In dem Vektorraunt™ dern-tupel Uber dem KorpeF setzt  Skalarprodukt
man z. B. Ublicherweise fir Vektorenv € F™

(Upy ooy Up) - (V1 ey Up) i= U -V F oo Uy - Uy

wobei die rechtsstehenden Multiplikationen und AdditioneF’ auszufithren sind.
Solche Skalarprodukte haben Eigenschaften, wie man siedveidimensionalen
reellen Raum kennt (z.B. gilt- v = v - wundu - (v + w) = u - v + u - w).

Auf die prazise (axiomatische) Definition eines Skalarpidd soll hier verzichtet
werden!

Setzt man in dem Vektorrau( M) (UberlF,) fir A, B € P(M)

4. B 0, falls|An B| gerade ist,
" | 1, falls|An B| ungerade ist,

so hat die so definierte Multiplikation von Vektoren (mit \éar in IF;) ebenfalls
die Eigenschaften eines Skalarprodukts.

Die Analogie wird aus folgendem klarer: hat man/i}M) die Basisv; = {m;}
(s.0.) gewahlt, und habetiund B die Darstellungett = a;-v1+...+a,-v,, B =
by-v1+...+b,-v,(as, b; € IF,), soist die obige Definition der Skalarmultiplikation
gleichbedeutend mit

A~B:a1-bl—0—...—|—an~bn,

wobei die rechtsstehenden Multiplikationen und Additionie IF, auszufiihren
sind.

1 Es sollte beachtet werden, dass fur verschiedene Additibaw. Multiplikationen stets die
gleichen Zeichen- und- verwendet werden; z. B. hat man bei dem Vektorra®/) Gber
IF, die Multiplikation in IF,, die Multiplikation von Vektoren mit Kérperelementen unig d
Skalarmultiplikation zweier Vektoren.
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orthogonal

lineare Abbildung

Kern
Bild

Vektorenu, v in einem Vektorrauny, in dem ein Skalarprodukt definiert ist, heil3en
orthogonal oder zueinander senkrecht(in Zeichenu_Lv), wennu - v = 0 gilt.
Untervektorraumé/,, U, C V' sind orthogonal(; LU;), wenn fur beliebige:; €

U, unduy € U, stetsu; Lusy ist.

V undW seien Verktorraume tber dem Korper Eine Abbildung
fV-W

heil3tlinear, wenn fur alleu,v € V unda € F qilt
flutv)=fu)+ f(v)
flau) = a- f(u).

(Dabei sind die Operationen in und W mit den gleichen Symbolen bezeichnet.)

Ferner setzt man die Untervektorraume K¢won 'V und Bild f von W folgender-
malien fest:

Kernf := {a € V|f(a) = 0},

Bildf := {b € W| esgibteiru € V mit f(a) = b}.
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C Kurze Erlauterung der verwendeten
Begriffe aus der Theorie der Matrizen

Eine (n x m)-Matrix Uber einem Korper F' besteht aus. - m vielen Elementen Matrix tiber einem
des KorpersF, die in einem rechteckigen Schema mitZeilen undm Spalten Korper
angeordnet sind. Um die einzelnen Eintrage in der Matrixenennen zu kénnen,

ist die Schreibweise

A = (aj)

Ublich, wobei in der doppeltdndizierung: die Zeilen undj die Spalten durchlauft. Indizierung
a;; bezeichnet also den Eintrag der Matrix in Zeilend Spaltej, im Bild:

a1; A12 ... Aim

o1 A92 ... dA9m
A=

Ap1 Ap2 ... Opm

Fur Matrizen sind gewisse Rechenoperationen erklart, klierseits gewissen
Rechenregeln genigen. Die Eigenschaften von Matrizen esdRé&chnens mit
ihnen werden in der Linearen Algebra nutzbringend angetyan8. beim Ldsen
linearer Gleichungssysteme.

Die Multiplikation von Matrizen ist folgendermal3en definiert. Gegeben seien eine
(n x m)-Matrix A und eine(m x p)-Matrix B (UberF’). DasProduktC = A - B
der MatrizenA und B ist die (n x p)-Matrix (c;;) mit

Cij:zaikz'bkj (1<i<n,1<j<p).
k=1

Anschaulich gesprochen werden dgi¢e Spalte vonB und diei-te Zeile vonA
"Ubereinandergelegt” (beide bestehen auElementen vorr), die in Paaren grup-
pierten Zahlen jeweils multipliziert und die Ergebnissésammiert, wobei diese
Rechnung im KérpefF' ausgefihrt wird.

Sind drei MatrizenA, B, C' gegeben und (aufgrund der Zeilen- und Spaltenanzah-
len) A- B und B - C ausfuhrbar, so sind auchl - B) - C und A - (B - C) erklart,
und es gilt dag\ssoziativgesetz Assoziativgesetz

A-(B-C)=(A-B)-C.

Eine quadratische Matrix hat die gleiche Zeilen- wie Spaltenanzahl. Eine qua-
dratische MatrixA kann mit sich selbst multipliziert werden, man erhalt A,
(A-A)-Aus.w.. Dawegen des Assoziativgesetzes die Klammerusg & Rei-
henfolge der Einzelmultiplikationen) keine Rolle spieftacht es Sinn, einfach von
A?, A3, allgemein von den-ten PotenzA™ von A zu sprechen.
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C Kurze Erlauterung der verwendeten Begriffe aus deofiéeer Matrizen

Die Zeilen bzw. Spalten eingr. x m)-Matrix A kénnen als Vektoren des Vektor-
raumsF™ bzw. F" aufgefasst werden. Die maximale Anzahl linear unabhangige
Zeilen von A heil3tZeilenrang von A, die maximale Anzahl linear unabhangiger
SpaltenSpaltenrang von A. Trivialerweise kann der Zeilenrang hdchstenand

der Spaltenrang hoéchstenssein. Ein wichtiger Satz besagt nun, dass der Zeilen-
rang einer Matrix stets gleidhrem Spaltenrang ist. Diese Zahl wird einfeéelng
genannt. Man schreibtg(A) fur den Rang der MatrixA oderrgr(A), wenn der
Bezug zum Koérpef’ herausgestellt werden soll.

Zu beachten ist, dass die Bestimmung des Rangs einer Matnizeschiedenen
Ergebnissen fihren kann, wenn man verschiedene Kérpeunzdglegt. Beispiels-
weise kann die folgende MatriX, die als Eintrage nud oder1 hat, sowohl als
Matrix Gber dem zweielementigen Korplés als auch als Matrix Gber dem Koérper
IR der reellen Zahlen aufgefasst werden:

1 01
A=111 0
0 11
Es gilt rgr(A) = 3, aberrgs(A) = 2. (Der Rang ubetF, wird der Einfachheit

halber mitrg, bezeichnet.)

Die Transponierte einer Matrix A wird mit A* bezeichnet. Sie wird durch Vertau-
schung der Zeilen mit den Spalten atigrhalten.A* ist also eingm x n)-Matrix,
wennA eine(n x m)-Matrix ist. Aufgrund des oben Gesagten ist klar, dass

rgr(A) =rgr(A")

gilt.

Die Determinante einer Matrix A, det(A), ist ein Element vor¥’, welches einer
beliebigen quadratischen Matrix zugeordnet werden kammaGer kann man die
Determinante fur beliebige: x n)-Matrizen z. B. auf folgende Weise induktiv defi-
nieren:

e istn =1, soistdet(A) = a1;

e istn > 1,soistdet(A) = > (=1)7 - ay; - det(Ay;),
j=1

wobeiA;; die ((n — 1) x (n — 1))-Matrix ist, die aus4 durch Streichen
der ersten Zeile und dgrten Spalte entsteht. (Eigentlich muss man
auch hierdet z(A) schreiben).

Es sind zwei Bemerkungen nétig:

1. Meist wird die Determinante in der Literatur auf anderaes&/elefiniert, wozu
aber als Vorbereitung mehr theoretischer Hintergrundyriéti Die obige, als
Definition verwendete Gleichung muss dann als Satz bewisseten.

2. Bei der obigen Formel sagt man, man habg A) "nach der ersten Zeile
entwickelt”. Es kann gezeigt werden, dass Entwicklung njadier anderen
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Zeile (oder Spalte) genauso - mit der nétigen Abwandlundg-demel - mog-
lich ist.

Eine (n x n)-Matrix A (Uber F) heiRtreguléar, wennrgr(A) = n ist, andernfalls
ist siesinguléar. Eine wichtige Eigenschaft der Determinante ist es, dasshmar

Hilfe die Regularitat einer quadratischen Matrix getestetden kannA ist genau
dann regular, wendet(A) # 0 gilt.

A sei eine(n x m)-Matrix Uber F', x ein Element des Vektorraunis™ (also ein
m-tupel (x4, ..., z,,) Mitz; € F). Fasst mar als (m x 1)-Matrix auf, so ergibt
das Produk# - = eine(n x 1)-Matrix bzw. einen Vektoy ausF™, im Bild:

@11 Q12 ... QG1m € U1
Q21 Q22 ... Q2m X2 Yo
Ap1 Ap2 ... Apm Tm Yn

Man hat also eine Abbildung : F™ — F™ durch f(z) = A - x definiert. Es ist
leicht nachzurechnen, dass diese Abbildung stets linear is

Umgekehrt lasst sich sogar zeigen, dass jede lineare AbigldonF™ nach F™
auf diese Weise (also durch die Wahl einer geeigneten Mdtegchrieben werden
kann.
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D Pascal-Programme zu den
Algorithmen von Dijkstra und
Kruskal

Im Folgenden werden fur die Algorithmen von Dijkstra und \Kmiskal ablauffa-

hige Pascal-Programme vorgestellt. Die Art der gemachitescBrankungen (z. B.

auf maximal100 Ecken des Graphen) kann naturlich je nach benutztem Rechner
verschieden sein.

Die Programme erheben nicht den Anspruch, besonders gusetdumgen der
Algorithmen zu sein. Im Programmieren geiibte Leser werdemtert, uns bes-
sere Losungen zuzusenden.

Algorithmus: Program Dijkstra
PROGRAM dijkstra(input, output);

{ Konstantendeklarationen }
CONST
anz_ecke = 100;

anz_kante = 100;
infinity = 2147483647;

TYPE
t _ecke = 0..anz_ecke;
t matrix = ARRAY[l..anz_ecke,1..anz_ecke] of real;

t nodelist= ARRAY[1..anz_ecke] of t_ecke;

VAR laenge . real;
e, s, t, ende : t ecke;
a ;. t_matrix;
path : t nodelist;

PROCEDURE init;
VAR i, . integer;
BEGIN

writeln;

writeln;

write('Bitte die Anzahl der Ecken eingeben : °);
readin(e);

writeln;
writeIn('Bitte die Inzidenzmatrix zeilenweise eingeben : );

FOR i:=1 TO e DO
BEGIN
writeln;
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FOR j:=1 TO e DO
read(a[i,j]);
END;

writeln;

write('Bitte den Startpunkt eingeben : °);
readin(t);

writeln;

write('Bitte den Endpunkt eingeben : );
readin(s);

END; { init }
PROCEDURE shortestpath;

{ Diese Prozedur findet den kuerzesten Weg von s nach t in der M

atrix}
{ A und gibt ihn in PATH zurueck

TYPE lab = (perm,tent); { is label permanent or tentative ? }
NodeLabel = RECORD

predecessor : t_ecke;

length . real;
labl . lab;
END;

GraphState = ARRAY[l..anz_ecke] OF NodelLabel;
VAR state : GraphState;

i, kK :t ecke;
min . real;
BEGIN
FOR i := 1 TO e do
WITH state[i] DO
BEGIN
predecessor = 0;
length ;= infinity;
labl = tent;
END;
state[t].length := 0;
state[t].labl = perm;

k =t { k ist die Anfangsecke }

repeat { Gibt es einen besseren Weg von k aus ? }
FOR i:=1 TO e DO
BEGIN
IF ( alk,i] <> 0) AND (state[i].labl = tent) then
IF state[k].length + a[k,i] < state[i].length then

BEGIN

state[i].predecessor := k;

state[i].length = state[k].length + a[k,i];
END;

END;

{ Finden der unbenutzten Ecke mit der kuerzesten Kante }
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min := infinity;
k = 0;
FOR i:i=1 TO e DO
BEGIN
IF (state[i].labl = tent) AND (state[i].length < min) THEN
BEGIN
min := state[i].length;
k =1
END;
END;
state[k].labl := perm;
UNTIL k = s;

{ Kopieren des Weges in den Ausgabevektor }

k = s;
[ ;

laenge := state[K].length;
REPEAT

=0+ 1,

path[i] := k;

k := state[k].predecessor;
UNTIL k = 0;

ende = i
END; { shortestpath }
PROCEDURE ausgabe;
VAR i . integer;
BEGIN
writeln;
writeln;
writeIn('Der kuerzeste Weg von Ecke ',t:3,” nach Ecke ’,
s:3,” lautet folgendermassen :’);
FOR i:=1 TO ende DO
write(path[ende+1-i]:3,” );
writeln;
writeln('Die Laenge des Weges ist : 'Jlaenge:10);
END; { ausgabe }
BEGIN

init;
shortestpath;

ausgabe;
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END. { dijkstra }

Algorithmus : Program Kruskal

PROGRAM kruskal(input, output);

{ Konstantendeklarationen }
CONST
anz_ecke = 100;

anz_kante = 100;

anz_komp = 100;

anz_k _min = 100;
{ Typedeklaration

TYPE
t e =-1..anz_ecke;
t k =0..anz_ecke;
t_komp =1..anz_ecke;
t fehler =0..3;
t zaehler =0..anz_k_min;
t grenze =1..anz_k_min;

t bewertung =ARRAY]t _grenze]of real;

t kante_bew =ARRAY[t_k]of real,

t inzidenz  =ARRAY[t_e,1..2]of integer;
t komp_verz =ARRAY|[t_grenze]of integer;

t geruest =ARRAY|t_grenze,l1..2]of integer;
VAR

e : t e; { Ecke }

k : t k; { Kante }

bewertet : boolean; { Graph bewertet }

kante_bew : t kante_bew; { Kantenbewertung }

inzidenz : t_inzidenz;

geruest : t_geruest;

bewertung : t bewertung; { Ausgabevektor }

komp_verz : t komp_verz; { Verzeichnis der }
{ Komponenten

fehler : t _fehler; { Fehlercode }

zaehler : t zaehler;

PROCEDURE error(fehler: t_fehler);

{ Diese Prozedur wertet den Fehlercode aus, und gibt einen en
{ Fehlermeldung aus. Je nach Fehler wird die Verarbeitung ab

BEGIN

CASE fehler OF
1 : writeln(Es sind keine Ecken angegeben worden!');
2 : BEGIN
writeIn('Bitte J oder N fuer die Anfrage nach der’,
'‘Bewertung des Graphen angeben.’);

tsprechende }
gebrochen

}
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writeln('Bitte erneute Eingabe’);
END;
END;
END; { ERROR }

PROCEDURE init(VAR e D te;
VAR k ctk;
VAR bewertet : boolean;
VAR kante_bew : t kante bew;
VAR inzidenz : t_inzidenz;

VAR fehler . t_fehler);
{ Diese Prozedur liest alle Daten ein, die fuer den Algorithm us }
{ relevant sind. Zudem werden alle Variablen initialisiert . }

VAR entscheid : char;
[ . integer;
flag . boolean;

BEGIN
FOR i:=1 TO anz_kante DO
kante_bew[i]:=1;

writeln;

write('Bitte die Anzahl der Ecken eingeben : °);
readin(e);

IF (e =0)

THEN fehler := 1

ELSE IF (e > 0)

THEN BEGIN
writeln;
writeln('Bitte die Anzahl der Kanten angeben : °);
readin(k);
writeln;
writeln;
writeln(’Ist der Graph bewertet ?);
write('Bitte J oder N angeben:’);
readin(entscheid);

CASE entscheid OF

'J)j" © bewertet := TRUE;
'N',’n" . bewertet := FALSE;
ELSE

fehler = 2;
END;

{ Initialisieren des Komponentenverzeichnisses }
IF ( fehler = 0 ) THEN

BEGIN
FOR i ;== 1 TO anz_k min DO
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komp_verz[i] := i

FOR i := 1 TO K DO
BEGIN
IF bewertet THEN
BEGIN
writeln;
writeIn('Bitte die Bewegung der n,chsten Kanten angeben’) ;

readin(kante_bewli]);
END;

{ Einlesen der inzidierten Ecken }

writeln;
writeln('Bitte die inzidenten Eckpunkte angeben :’);

readin(inzidenz[i,1],inzidenz]i,2]);
END; { FOR i := 1 .. }

END; { IF fehler = 0 }
END; { THEN BEGIN }
END; { INIT }

PROCEDURE sort(VAR kante_bew : t kante_ bew;
VAR inzidenz : t inzidenz;

k ;1 K);
{ Diese Prozedur sortiert den Graphen nach aufsteigender }
{ Kantenbwertung }
VAR il : integer;
Bl . integer;

min,kk : real;

BEGIN
FOR i
BEGIN

min = 214748364,
FOR j := i TO k DO
BEGIN
IF ( kante_bew[j] - min < 0 )
THEN BEGIN
=1
min := kante_bew[j];
END;
END;
kk = kante_bew[i];
kante_bew[i] := kante_bew]j];
FOR | := 1 TO 2 DO
BEGIN
I := inzidenz[i,l];
inzidenz[i,l] := inzidenz]jj,IJ;
inzidenz[jj,I]:= 1I;

1 TO (k-1) DO
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END; { FOR | = ...}
END; { FOR i = ...}
END; { BEGIN }
PROCEDURE algorithmus(k Dtk
e D te;
kante_bew . t_kante_bew;
inzidenz . 1 inzidenz;
VAR komp_verz : t komp_verz;
VAR geruest . t_geruest;

VAR bewertung : t_bewertung);

{ Diese Prozedur ist der Kern der Algortihmus. Sie nimmt imme r dann }
{ die naechste Kante zum Geruest hinzu, wenn sie mit den bishe r }
{ gewaehlten keinen Kreis bildet.

VAR Kkk,Il,I,m : t zaehler;
i . integer;

BEGIN
zaehler = 0;

FOR i :=1 TO anz_k min DO
BEGIN
| := inzidenz]i,1];
m := inzidenz[i,2];
IF ( komp_verz[m] - komp_verz[l] <> 0 )
THEN BEGIN
zaehler := zaehler + 1,
I = komp_verz][l];
kk = komp_verz[m];
geruest[zaehler,1] :=m;
geruest[zaehler,2] :=I;
bewertung[zaehler] := kante_bewl]i];
FOR j := 1 TO e DO
BEGIN
IF ( komp_verz[j] - kk = 0)
THEN komp_verz[j] = II;
END;
END; { THEN BEGIN }
END; { I-Schleige }

END; { Algorithmus}

PROCEDURE ausgabe( VAR komp_verz : t komp_verz;

geruest . t_geruest;
bewertung . t_bewertung;
e T te)
VAR hilf : t komp_verz;
ia,js,is,z,i,nr,j : integer;
summe . real;

BEGIN
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writeln;
writeln("Komponenten’);
is := 0
FOR i := 1 TO e DO
BEGIN
IF ( komp_verz[i] <> 0 )
THEN BEGIN
ia := komp_verz]i];
is = 0;
FOR j :=1 TO e DO
BEGIN
IF ( komp_verz[i] - ia = 0 )
THEN BEGIN
is = s + 1
hilf[js] =
komp_verz[j] := 0;
END;
END; { FOR j ..}

is = is + 1;
writeln;
writeln(is,’-te’,;”  ');
writeln;

FOR z .= 1 TO js DO

write(’ hilf[z]:3, ),
END;
END; { FOR i= .. }
writeln;
writeln;
writeln('Geruest’);
writeln;
nr:=e - is;
FOR i == 1 TO nr DO
BEGIN

write(" Kante (’,geruest[i,1]:3,’,,geruest[i,2]:3,")
writeln('mit der Kantenbewertung:’,bewertung[i]:10:6)
END;

{ Berechnung der Summe der Kantenbewertungen des Minimalge

summe := O;
FOR i := 1 TO anz_k min DO
summe := summe + bewertung]i];

writeln;

writeln('Die Summe der Kantenbewertungen des Minimalgeru
' lautet: ’',summe:10:6);

END; { Ausgabe }

BEGIN { Hauptprogramm }

e = 0;

ruestes }

estes’,
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writeln;

WHILE ( e>= 0) DO
BEGIN
writeln('Der Algorithmus ist mit -1 fuer die Anzahl ’,
'der Ecken abzubrechen ');

fehler := 0;
init(e,k,bewertet,kante_bew,inzidenz,fehler);
IF ( fehler <> 0)
THEN error(fehler)
ELSE BEGIN
IF bewertet
THEN sort(kante_bew,inzidenz,k);

algorithmus(k,e kante_bew,inzidenz,komp_verz,gerues t,
bewertung);
ausgabe(komp_verz,geruest,bewertung,e);

END;
END;
END. { Hauptprogramm }
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E Pascal-Programm zum Algorithmus
von Ford und Fulkerson

Im folgenden wird fur den Algorithmus von Ford und Fulkersoan ablauffahiges
Pascal-Programm vorgestellit.

Als Einschrankung soll hier der gegebene Digraph nicht raé&d0 Ecken haben.
Die Eingabe des mit der KantenbewertungKapazitat) versehenen Digraphen
erfolgt durch die bewertete Adjazenzmatrix: an gkten Stelle dei-ten Zeile wird
c(ij) eingetragen, falls es eine gerichtete Kanteon Eckei zu Eckej gibt, ansons-
ten der Werb.

Der Leser sollte sich davon Uberzeugen, dass es sich higruriceine Implemen-
tierung des Algorithmus von Edmonds und Karp handelt.

Algorithmus : Algorithmus von Ford und Fulkerson

PROGRAM ford_fulkerson(input, output);

{ Dieses Programm berechnet einen maximalen Fluss bzw. eine n Schnitt }
{ minimaler Kapazitaet in einem Netzwerk. }
{ Die grundlegende Idee des Algorithmus von Ford und Fulkers on ist }
{ es, von g ausgehend schrittweise diejenigen Ecken zu marki eren, }
{ zu denen es von g aus einen zunehmenden Weg gibt. Wird s mar- }
{ kiert, so kann der vorliegende Fluss vergroessert werden. }
CONST

anz_ecken = 50;

unendlich =32767; { Fr Compiler mit 16-Bit Integerarithmet ik }

{=2147483647,; Fr Compiler mit 32-Bit Integerarithmetik }

VAR
i, g . integer; { Zaehlervariable }
e : 1l.anz_ecken; { Anzahl der Ecken des Netzes }
q . integer; { Quelle }
S . integer; { Senke }
fluss . integer; { aktueller Fluss }
ecke . 1l..anz_ecken; { Ecke, von der aus weitere Wege gesucht werden }
wertl . integer; { Vergleichswert fuer die Suche des Minimum s}
{ Hier: Kapazitaet - Fluss einer Kante }
wert2 . integer; { Vergleichswert fuer die Suche des Minimum s: }
{ Hier: moegliche Flussvergroesserung bis zur }
{ Vorgaengerecke }
minimum . integer; { Kleinerer Wert von wertl und wert2 }
{ Die Markierung soll fuer jede Ecke ein 3-Tupel sein. In der e rsten }
{ Komponente steht der Vorgaenger der Ecke, in der zweiten Ko mponente }
{ gibt es drei Moeglichkeiten: }
{ 0 : Initialwert }
{ 1 : positiver Fluss, also in Laufrichtung }
{ 2 : negativer Fluss, also in Umkehrrichtung }
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{

{ In der dritten Komponente steht der Wert, um den der Fluss bi s zur }
{ betreffenden Ecke verbessert werden kann

markierung : ARRAY[1..anz_ecken,1..3] of integer;

{ Das Netzwerk, das in der 1. Komponente die Kapazitaet der Ka nte und }
{ in der 2. Komponente den Fluss enthaelt }

netz : ARRAY[1..anz_ecken,1..anz_ecken,1..2] of integer ;

u : ARRAY[1l..anz_ecken] of integer; { gibt an, welche der }
{ markierten Ecken bereits }
{ abgesucht wurden }

d . ARRAY[1l..anz_ecken] of integer; { moegliche Flussverbe s- }
{ serung bis zur }

{ zur Vorgaengerecke }
abbruch : BOOLEAN; { Abbruchbedingung fuer die Suche nach We gen

PROCEDURE initialisierung;

VAR
i, j : integer;

BEGIN { initialisierung }

q = 0;
S = 0;
fluss = 0;

FOR i:=1 TO anz_ecken DO

BEGIN
u[i] = 0;
d[i] := unendlich;
markierung[i,1] := O;
markierung[i,2] := O;
markierung(i,3] := unendlich;

END;

write('Bitte die Anzahl der Ecken eingeben: ’);
readin(e);

FOR i:i=1 TO e DO
BEGIN
writeln('Bitte die ',i:2,” -te Zeile der bew. Netzmatrix ei ngeben: ’);
writeln;
FOR j;=1 TO e DO
BEGIN
netz[i,j,2] := 0;
read(netz[i,j,1]);
END;
END;

writeln;
writeln;
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write('Bitte die Quelle eingeben: ’);
readin(q);

writeln;

writeln;

write('Bitte die Senke eingeben: ’);
readin(s);

{ Die Quelle q wird mit (-1,0,unendlich) markiert }
markierung[qg,1] = -1; { Quelle hat keinen Vorgaenger }
markierung[q,2] = 2;
markierung[qg,3] := unendlich;

END; { initialisierung }

PROCEDURE wahl_markierte_n_abgesuche_ecke;

VAR

[ . integer;
gefunden : BOOLEAN;

BEGIN
gefunden := FALSE;
i =1
REPEAT

{ Ist die Ecke markiert, aber noch nicht abgesucht }

IF (markierungl[i,1] <> 0) AND (u[i] = 0) THEN
BEGIN
ecke =
gefunden := TRUE;
END
ELSE i =i + 1;
UNTIL gefunden;
END;

PROCEDURE markiere(zu_markierende_ecke : integer;

vorgaenger . integer;
flussrichtung . integer;
differenz . integer);
BEGIN
markierung[zu_markierende_ecke,1] := vorgaenger;
markierung[zu_markierende_ecke,2] := flussrichtung;
markierung[zu_markierende_ecke,3] := differenz;

END;

PROCEDURE absuchen_der_vorwaertskanten;

VAR
g :integer;
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BEGIN
{ Untersuche alle Kanten, die von der Ecke ECKE weggehen, unt er der }
{ Bedingung, dass die adjazente Ecke noch nicht markiert ist und }
{ der Fluss auf dieser Kante noch verbessert werden kann, d.h .er }
{ ist bisher kleiner als die Kapazitaet der Kante }

FOR g:=1 TO e DO

BEGIN
{ Alle zu ecke adjazenten Ecken, nicht die Ecke ecke selbst }
IF (g <> ecke) AND (netz[ecke,g,1] > 0) THEN

BEGIN
{ Fuer Ecke g ist noch kein Vorgaenger eingetragen und der bis -}
{ Fluss auf der Kante [ecke,qg] ist kleiner als deren Kapazita et }

IF (markierung[g,1] = 0)
AND (netz[ecke,g,2] < netz[ecke,g,1]) THEN

BEGIN
wertl := netz[ecke,g,1] - netz[ecke,q,2];
wert2 = markierung[ecke,3];

IF wertl < wert2 THEN minimum := wertl
ELSE minimum := wert2;
d[g] := minimum;
markiere(g,ecke,1,d[q]);
END;
END; { if g <> ecke }
END;{ Durchsuche alle Kanten }

END; { positiven_fluss_suchen }

PROCEDURE absuchen_der_rueckwaertskanten;

VAR
g :integer;

BEGIN
{ Untersuche alle Kanten, die zu der Ecke ECKE hinfuehren, un ter der }
{ Bedingung, dass die adjazente Ecke noch nicht markiert ist und der }
{ bisherige Fluss auf dieser Kante groesser Null ist. }

FOR g:=1 TO e DO

BEGIN
{ Alle zu ecke adjazenten Ecken, nicht die Ecke ecke selbst }
IF (g <> ecke) AND (netz[g,ecke,1] > 0) THEN

BEGIN
{ Fuer Ecke g ist noch kein Vorgaenger eingetragen und der Flu ss }
{ der Kante [g,ecke] ist groesser Null }

IF (markierung[g,1] = 0)
AND (netz[g,ecke,2] > 0) THEN

BEGIN
wertl = netz[g,ecke,2];
wert2 = markierung[ecke,3];

IF wertl < wert2 THEN minimum := wertl
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ELSE minimum := wert2;
d[g] := minimum;
markiere(g,ecke,2,d[g]);
END;

END; { Kante noch nicht markiert + der Fluss < Kapazitaet der K

END; { alle Ecken fuer den negativen Fluss durchsuchen }
END; { negativen_fluss_suchen }

PROCEDURE fluss_vergroessern;

VAR
g, i : integer;
BEGIN
ecke = s;
WHILE ecke <> g DO
BEGIN

g := markierung[ecke,1];
IF markierung[ecke,2] = 1

THEN netz[g,ecke,2] := netz[g,ecke,2] + markierung[s,3]

ELSE netz[ecke,0,2] := netz[ecke,g,2] - markierung[s,3];

ecke = g;
END; { while }

fluss := fluss + markierungls,3];

{ Alle Markierungen loeschen, ausser der von q und Zurueckse

{ der Arrays u und d

FOR i:=1 TO e DO
BEGIN
IF i <> q THEN
BEGIN
markierungli,1] :
markierung[i,2] :
markierung[i,3] :
END;
ufi] := 0;
d[i] := unendlich;
END;
END;

0;
0;
unendlich;

PROCEDURE ausgabe;

VAR
i, j : integer;

BEGIN
writeln;
writeIn(Eingegebenes Netz: °);
writeln;
FOR ;=1 TO e DO

tzen }

ante }
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BEGIN
writeln;
FOR j:=1 TO e DO
BEGIN
write(netz[i,j,1]:4," );
END;
END;

writeln;
writeln;
writeIn('Der maximale Fluss lautet: ’',fluss:4);
writeln;

writeIn('"Flussmatrix: °);
writeln;
FOR i:=1 TO e DO
BEGIN
writeln;
FOR j:=1 TO e DO
BEGIN
write(netz[i,j,2]:4," );
END;
END;

END; { Ausgabe }
BEGIN { HP }
initialisierung;

REPEAT
wahl_markierte_n_abgesuche_ecke;

absuchen_der_vorwaertskanten;
absuchen_der_rueckwaertskanten;
{ Ecke ECKE als bereits abgesucht markieren }
ulecke] := 1;
{ Ist die Senke markiert? }
IF markierung[s,3] <> unendlich THEN fluss_vergroessern;
{ Abbruchbedingung fuer die Repeat-Schleife. Abbruch wird
{ zuerst auf TRUE gesetzt. Die Schleife soll abbrechen, wenn
{ alle markierten Ecken u[e] =1 ist, d.h. bereits abgesucht.
abbruch = TRUE;
[ =0
REPEAT

=0+ 1

IF (markierungli,1] <> 0) AND (u[i] = 0) THEN abbruch :=
UNTIL (i = e) OR (NOT abbruch);

generell
fuer

}

}

}
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UNTIL abbruch;
ausgabe;

END. { HP }
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F Boolesche Ausdricke und ihre
Umformung

Boolesche Variable Gegeben seieBoolesche Variablenz, ..., x,,, die die Werte 1 (fr "wahr") und O
(fur "falsch™) annehmen kénnen.

Ein Boolescher Ausdruckist irgendein Ausdruck, den man aus diesen Variablen
sowie den Konstanten O und 1 mit Hilfe der Verknipfungen

A (und)
VvV (oder)
" (nicht)

und unter Verwendung von Klammern "in sinnvoller Weisedbit kann. (Auf eine
exakte (induktive) Definition wird hier verzichtet.)

Boolesche Ausdriicke sind z.B; V xo, o) A (22 V (x5 A 21)"), x1 V 0; kein
Boolescher Ausdruck, da nicht sinnvoll, ist etwd Az, V' z3).

Um zu verdeutlichen, dass ein Boolescher Ausdrfigkon den Variablen, ..., x,,
abhangt, schreiben wir augtixy, ..., ,,).

Setzt man fur die Variablen; jeweils O oder 1 ein, so nimmt augheinen dieser
beiden Werte an; dabei arbeiten die elementaren Verkngpfun, Vv und’ so, wie
in den folgenden Tafeln dargestellt:

= O >
o o|lo
R Ol
R ol <
~ o|lo
R R

ol r

Istz. B. f(z1, 29, x3) = x1 A (22 V 2%), SO gibt es acht moglichéariablenbelegun-
Variablenbelegungen gena € {0,1}?, deren Einsetzen ifi jeweils den Wertf~ (der0 oder1 ist) liefert.
Fira = (1,0,1) ergibt sich hier z.Bf* = 1 A (0 Vv 1') = 0. Allgemein wird fur
Trager  f(z1,...,z,) die Menge allerx € {0, 1}™ mit f* = 1 als derTrager von f (kurz:
T(f)) bezeichnet.

Um den Trager vorf (z1, x9, x3) = 21 A (29 V 2%) Systematisch zu ermitteln, kann
Wahrheitstafel man eineWahrheitstafel fur f aufstellen, in der man alle méglichenund die
zugehdrigery“ eintragt. Die Spalten 2 und 3 haben hier nur Hilfsfunktion:
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s
Q

xo V Y

8
oo

a = (zq,x2,13)
000
001
010
011
100
101
110
111

O FrPOPFP OFr OB
P RPORRELRRERO
P P, OPF OOODRO

Man liest ab, dass in diesem Beispiel gilt

T(f) = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)}.

Der Aufwand zur Ermittlung des Tragers mittels einer Walighafel steigt offen-
bar exponentiell mit der Anzaht der vorkommenden Variablen. Jedoch muss
jeder andere Algorithmus, der die Trager Boolescher Auddribberechnet und nie-
derschreibt, ebenfalls exponentiell sein, weil2ésviele mdgliche Elemente des
gesuchten Tragers gibt.

Verschiedene Boolesche Ausdruckgzy,...,z,) und g(zq,...,x,) koénnen
aquivalent sein in dem Sinne, dass jede Variablenbelegung ffiund ¢ das- &quivalente Boolesche
selbe Resultat liefertf® = g« fur alle o € {0,1}" ; wir schreiben danrf = g. Ausdricke

Es gilt z. B.
TN (raVasz) = (x1Ax9)V (21 Ax3),
T Vo = I ,
zy = .

Man kann beweisen, dass zwei Boolesche Ausdriicke genauadamvalent sind,
wenn sie sich durch Anwendung der folgenden Regeln inegrailderfihren las-

sen. Diese Regeln stellen ddiome der Booleschen Algebralar: Axiome der
Booleschen Algebra

N = =z TN = T

rVy = yVzx TNy = yYyAzx
xV(yVvz) = (zVy Vz cANyNz) = (zAy)Az
zV(xAy) = =z zA(xzVy) = =z
zV(yANz) = (xVy) A(xzVz) xA(yVz) = (xAy)V(xAz)

rV0 = o zN1 = =

rVv1l = 1 xANO = 0

zvie = 1 ANz = 0
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de Morgansche Regeln Besonders wichtig fir das Rechnen mit Booleschen Ausdnisked noch diale

Regel fur die doppelte
Verneinung

Disjunktive
Normalform DNF

DDNF

kanonische DNF

Morganschen Regeln
(zVvy) = 2'Ay (zAy) = 2 VY

sowie dieRegel fur die doppelte Verneinung

2 = T,

die sdmtlich aus obigen Axiomen ableitbar sind.

Oft besteht der Wunsch, alle vorkommenden Booleschen Aigkdrin aquiva-
lente Ausdriicke einer einheitlichen und besonders eisfaétorm umzuwandeiln.
Eine herausragende Stellung nehmen hieDasgunktiven Normalformen (DNF)
ein. Ein Boolescher Ausdruck ist eine DNF, wenn er aus einsjubktion (v -
Verknipfung) von Konjunktionen\-Verknupfungen) von (eventuell komplemen-
tierten) Variablen besteht.

DNF sind zum Beispiel

(x1 ANzg Aah) V (x2 A xs), (1 Axg) V (21 Aay), (21 Ag) V as
jedoch ist

1 A (22 V (23 A\ 14))
oder

(xy Axy) Va3

keine DNF.

Eine DNF heiRtDDNF (fur disjunkte DNF), wenn die einzelnen Konjunktionen
paarweise disjunkt sind (d. h. ihreVerknupfung O ergibt). Z.B. ist die DNEz; A
xa) V (z1 A 2f) eine DDNF, denfjzy A z2) A (21 A ) = 0.

Von besonderer Bedeutung ist noch die jedem Booleschenriécisaindeutig
zugehdrigekanonische DNF— dies ist eine DDNF, in der in jeder Konjunktion
alle Variablenzy, ..., z,, (eventuell komplementiert) vorkommen.

Es sei der Boolesche Ausdrugkz,, z2, z3) = (21 A 25) V 23 gegeben. Eine dazu
aquivalente DNF istz; A 2;) V 23 , eine andere (die sogar DDNF igt); A x5 A
x%) V x3. Die zugehorige kanonische DNF lautet

(x1 ANaxg Nh) V(1 A Axg) V(T Axg Axg) V (1 Axh Axg) V(2 Ay Axs).

Die kanonische DNF lasst sich Uber den Trager ermitteln.
Zua € {0,1}" sei

k= a8 A LA 200,

wobeiz! = z; undz? = 2} vereinbart sein soll.

Damit gilt:
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Satz: Fur einen beliebigen Booleschen Ausdriyk, ..., z,,) ist

VoK

a€T(f)
die zugehdrige kanonische DNF.

Es leuchtet sofort ein, dass man jeden Booleschen Ausdrii¢kilfie der oben auf-
gefuhrten Axiome — insbesondere sind DistributivgesedeelMorgansche Regeln
und Regel fur die doppelte Verneinung interessant — in ainkra aquivalente DNF
umwandeln kann. Ein Algorithmus zur Berechnung der karabreis DNF wird in
jedem Falle exonentiell sein. In Anwendungen ist man ailhgysloft an einer DDNF
interessiert, die — im Gegensatz zur kanonischen DNF — aoch moéglichst kurz
sein sollte.

In diesem Zusammenhang ist auch das folgende Komplextitbat von Interesse
(val. [GARY)):

Das Entscheidungsproblem, ob bei gegebenen Variahlen, x,,, TeilmengeA C
{0, 1} von Variablenbelegungen und naturlicher Z&ahl> 0 es eine DNF aus
hdchsteng vielen Konjunktionen und mitl als Trager gibt, ist NP-vollstandig.

Literaturempfehlungen zu dieser Thematik sind [GUM] uncg@].
Boolesche Ausdriicke und Wahrscheinlichkeiten

Es seien unabhangige Ereignissg ..., E,, eines Wahrscheinlichkeitsraumes mit
bekannten WahrscheinlichkeitéX F;} (1 < i < n) gegeben. Bildet man aus den
E; durch Anwendungen der logischen Operationen "und”, "odad' "nicht" ein
neues Ereigni&, so lasst sich dies auch so auffassen: man hat in einen Bbeles
Ausdruckf(zy, ..., z,) fur die Variablenz; die Ereignissey; eingesetzt, unt; =
f(Ey, ..., E,) zu erhalten.

Es stellt sich nun die Frage, wie m&q E'} bzw. P{ f(E}, ..., E,,) } berechnen kann.

Diese Frage hat im Prinzip eine einfache Antwort, die in delgenden beiden
Gesetzen der Wahrscheinlichkeit begriindet ist:

|. FUr sich gegenseitig ausschliel3ende Ereignigse., F}. gilt stets

P{F,V..VF}=> P{F}.

i=1

Il. Fir unabhangige Ereignisgsg, ... F}, gilt stets

k
P{Fi A..NF} =[] P{F}.

1=1

Daraus wird klar, dass maR{ f(F, ..., E,)} Uber eine zuf aquivalente DDNF
unmittelbar berechnen kann.

Als Beispiel seien unabhéngige Ereignigse F,, E3 gegeben mit bekannten Wahr-
scheinlichkeitenP{ E;} = p;. Soll P{E} fir das Ereignist = (E) A Es) V Ej
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Siebformel
Prinzip der Inklusion —
Exklusion

Blockschaltbild
Funktionsbaum
Fehlerbaum

bestimmt werden, so betrachtet man zundchst den Boolesthsdruck f =
(x1 A z2) V 3. Eine zuf aquivalente DDNF ist, wie oben angemerkt,

(x1 Ao A 2y) V 23.

Also gilt P {E} = pipa(1 — p3) + ps.

Die soeben skizzierte Methode zur Bestimmung ¥4’} birgt, wie bereits gesagt,
das Problem in sich, die kanonische DNF zu bestimmen, wasala aufwandig
ist. Mitunter gibt man sich jedoch mit Abschatzungen f{E} zufrieden. Ein

typischer Fall fir eine solche Abschatzung ist folgender:

Gegeben seien (nicht als unabhéngig vorausgesetztenissaeg., , ..., £, €s sei
E das Ereignist; V ... V E,. Die Siebformel (auch alsPrinzip der Inklusion —
Exklusion bekannt) besagt:
P{ELV ..VE,} =) P{E}—-> P{ENE;}+ > P{E,NE; NEy} — ..

7 ©,]

i?j7k

+(=1)""t P{EL A ...ANE,}

Man beachte, dass= 2 die bekannte Formel

P{E\V Ey} = P{E\} + P{E>} — P{E\ \ E»}

liefert.

Ist es nun bei einem konkreten Problem so, dass die Wahrdichéieiten der UND-
Verknipfungen ab einer gewissen Anzahl beteiligiererschwindend klein wer-
den, so kann der ab diesem Summenzeichen "abgeschnitteisefutk u. U. als
Schatzwert furP{ £} verwendet werden.

Ist also z. B. fur alle, j, k P{E; A E; A Ei} sehr klein, so gilt (unter geeigneten
Bedingungen)

P{E\V..VE}~> P{E}-> P{E AE;}.

Genauer gesagt: die Abweichung dieses Schatzwertes voekkem WertP { £ Vv
...VE, } kann héchstens so grof3 sein wie der erste weggelassene 8dpmwetches
hier

> P{E;\NE; \ E};}

1,5,k

ist.

Boolesche Ausdriicke, Funktions- und Fehlerbdume

In der technischen Zuverlassigkeitstheorie ist es ubldén die Funktions-
fahigkeit eines Systems darstellenden Booleschen Aukdrogt Hilfe von
Blockschaltbildern, Funktions- oderFehlerbaumendarzustellen. Diese Begriffe
sollen an einem Beispiel illustriert werden. An einer gearan Darstellung inter-
essierte Leser werden auf [SCH1] oder [SCH2] verwiesen.

Es wird wieder das folgende Netz betrachtet:
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Kk
4 : 3
K, ks Ky
1

. 2

Die Kantenk; sind die ausfallgefahrdeten Systemkomponenten. Die umg&-
higkeit des Systems sei gegeben dadurch, dass die Stafiamah4 langs irgend-
eines Weges miteinander kommunizieren kénnen.

Das die Funktionsfahigkeit charakterisierende Blockkbhd sieht folgenderma-
Ren aus:

kZ k5 k4

Mit der Ublichen Vereinbarung, dass die UND- und ODER-Sctimglen durch die
Diagramme

bzw.

/N — Schaltung \— Schaltung

dargestellt werden, hat man dazu folgenden Funktionsbaum:
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N

?ﬁ\

-

Als Fehlerbaum ergibt sich entsprechend:

P

=

-

Zur Bestimmung der interessierenden Wahrscheinlichkejidet es in der Zuverlas-
sigkeitstheorie eigene Methoden, die an diesen grapmd2hestellungen orientiert
sind, inhaltlich jedoch den oben geschilderten Methodespeachen.
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G Gerlste eines Graphen

In Kapitel 6 hatten wir gezeigt, dass ein vollstandiger @rapt » Eckenn™~2 viele
verschiedene Geriste enthélt. Fur beliebige Graghen(E, K')) mit n Ecken und
m Kanten gibt es keine geschlossene Formel fir die Anzahl @éeiis®e, jedoch
l&sst sich diese Anzahl mit dem folgenden Verfahren leielstimmen.

Die Ecken vonG seien durchnummerierfy = {ey, ..., e, }. ES wird nun die nega-
tive Adjazenzmatrix gebildet (vgl. Kapitel 2), auf der Hadipgonalen werden
zusatzlich die Eckengrade eingetragen (vgl. Kapitel 1) di@iresultierende Matrix
M = (m;) gilt also

We:) , falls i=j
mi; = -1 , falls ij € K
0 , sonst.

Durch Streichen der letzten Zeile und Spalte Wwdrergibt sich eine Matrix\/’. Es
gilt nun: die Determinante von/’, det{ M), ist die Anzahl der Geruste vdn.

Dieser Zusammenhang ist bereits im Jahre 1847 von G. Kiftehtdeckt worden
(siehe [KIR]). In [BRO] wurde die Aussage formal aufgegtatd bewiesen.

Beispiel:
Wir betrachten wieder den folgenden Graplien

kK,

o~
(@V]

Ky kg ks

—
0N

Ko

Es wurde bereits an friherer Stelle festgestellt, dass Gerliste besitzt. Die
Geriste sind hier dargestellt:

N
LAV
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Fur die Matrix M ergibt sich

3 -1 -1 -1

-1 2 -1 0
M =

-1 -1 3 =11’

-1 0 -1 2

also ist

3 -1 -1
M=|l-1 2 -1

-1 -1 3

Wie man leicht nachrechnet, gilt tatsachliétt (M) = 8.

Das soeben beschriebene Verfahren zur Ermittlung der AmleahGertiste beno-
tigt nur polynomialen Aufwand, denn Determinanten konné#izient berechnet
werden. Fur die Aufzahlung der Geriste selbst kann es k@iolgmnomialen Algo-

rithmus geben, da die mogliche Anzahl miexponentiell wachst. Wir wollen ein
Verfahren beschreiben, das die Gerlste auf elegante Westiennt. Das Verfahren
stammt von M. Piekarski (vgl. [PIE]) und ist auch in [DOR] dastellt.

Es werden auch die Kanten durchnummeriéit= {k, ..., %k, }, und es wird die
Inzidenzmatrix | gebildet (vgl. Kapitel 2).

Um die weitere Darstellung des Verfahrens zu veranschanicwollen wir die
Schritte immer gleich anhand des obigen Beispielgraphdaieben. Hier ergibt
sich bisher

_ o O =
— O
e )

0
0
1
1

O O ==

0 0

Zu den Zeilen von | (aul3er der letzten) werden jetzt Matrizen.., D,,_; gebildet;
D; ist die Matrix der Basisrektoren, deren Summe geradé-dieZeile von | ergibt.

In unserem Beispiel erhalten wir

10000
Di=[0 100 0],
00100
01000
D2_<00001)’
00100
Ds=[000 1 0
00001

Nun wird zunéchst auB, und D, eine neue MatrixD, , gebildet, indem jede Zeile
von D; zu jeder Zeile vonD, addiert und das Ergebnis als Zeile vbn » genom-
men wird; D, » wird noch "reduziert”, indem diejenigen Zeilen gestriclnesrden,
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die weniger als zwei Einsen enthalten oder in gerader Anaaftteten. Entspre-
chend wird danaclv; zu D, », "addiert” usw., bis alleD;(1 < i < n — 1) abgear-
beitet sind. Die Zeilen vo, » . ,,—1, gelesen als Kantenmengen, korrespondieren
dann zu den Geriisten van

Fur das Beispiel ergibt sich

1 1 0 0 0\« 1.ZeileD,+ 1.ZeileD,
1000 1
D _ oo
1,2 01001
01100
00101

bzw. nach Reduktion

11000
10001
Dio=101 0 0 1
01100
00101

Hinzuaddieren vonDs flhrt zu

G VR G T G Y

— P OO = = e

Dio3 =

_— P P O H+H P O = OO

—_ R

O P PO DPDPO P H
— PP~ PP~ PP~ OO~ O
—H+HrH O DR P~~~ OO

S P o
— P H

|
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bzw. nach Reduktion

D3 =

_—_— O O = O O =
—= = = =, O O = O
e e I = == R = e S )

O O O R P =
O R = O O = = =

Die acht Zeilen dieser Matrix ergeben genau die acht obagyedtellten Gerliste.

Der entscheidende Schritt beim Beweis der Korrektheitediderfahrens besteht
darin, die folgende Aussage zu zeigen: jede Zeileiim,, . ,_; , die einem nicht
kreislosen Teilgraphen entspricht, tritt in gerader Anzat.
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H Pascal-Programm zur Berechnung des
Zuverlassigkeitspolynoms

Eckenzahh und Kantenzaht (die hier auf 6 und 15 stehen) missen zu Anfang neu
eingetragen werden. Sodann missen nach ProgrammstaradterkKeingegeben
werden.

Der prinzipielle Programmablauf ist dann folgendermaf3en:

es werden die Teilmengen der Menge aller Kanten abgesueheike Teilmenge
mindestens: — 1 viele Elemente, so wird gepruft, ob der zugehorige Teilgrap
zusammenhéangend ist. Im positiven Falle wird ein Z&hledleshwobei fur jede
maogliche Kantenzahl (n — 1 < ¢ < m) ein solcher Zahler gefihrt wird. Zum
Schluss stehen also die Wertein diesen Zahlern.

Algorithmus:
program
graphzuv;

uses crt,tkbtestu;

const
n = 6;
m = 10;
| = m-n+2;
type
paare = record
X: byte;
y: byte;
END;
var
kanten . array[1..m] of paare;
i,i2,i3,i4,11 . longint;
za : array[1..l] of longint;
a,b,msk . longint;
anz,t i . byte;
X : array[1l..anz_m] of byte;
t . array[1..n] of byte;
st,lt . byte;
zus_fl,clr_kante_fl,noeintr_fl,loesch_fl,keinzu_fl: boolean;
begin
clrscr;
a =1
b =1,
for i := 1 to (n-1) do
a = 2+x*g

a = a-1;
i == 1 to m do
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b:= 2 =*b

b = b-1;

fori .= 1 to | do
zali] = 0;

for i := 1 to m do
begin

write(i,’. Kante (x,y) : 7);
read(kanten([i].x);
gotoxy(25,wherey-1);
readin(kantenli].y);

end;

laufzeit;
for i :== a to b do
begin
for It := 1 to m do
X[ltf] := 0;
anz:=0;
msk = 1;
st = 1,
It = 1;
while msk <= (b+1)/2 do
begin
if (msk and i) <> 0 then
begin
inc(anz);
X[It] := st;
inc(It);
end;
msk := 2 *msk;
inc(st);
end;
zus_fl = false;
noeintr_fl ;= false;
if anz >= (n-1) then
begin
for i2 := 1 to n do
tfi2] = O;
t[1] := kanten[x[1]].x;
t[2] := kanten[x[1]].y;
X[1] = 0O;
ti= 2
loesch_fl := true;
while loesch_fl do
begin
loesch_fl := false;
for i2 := 2 to m do
begin
if x[i2] <> 0 then
begin
for i3 ;= 1 to ti do
begin
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clr_kante_fl := false;
if x[i2] <> 0 then
begin
if (t[i3] = kanten[x[i2]].x) then
begin
clr_kante fl := true;
noeintr_fl := false;

for i4 ;= 1 to ti do
if tfi4] = kanten[x[i2]].y then

noeintr_fl := true;
if not(noeintr_fl) then
begin
inc(t_i);
tft i] := kanten[x[i2]].y;
end;
end
else
begin
if (t[i3] = kanten[x[i2]].y) then
begin
clr_kante_fl := true;
keinzu_fl := false;
for 11 := 1 to t.i do
begin
if t{l11] = kanten[x[i2]].x then
keinzu_fl := true;
end;
if not keinzu_fl then
begin
inc(t_i);
tit_i] := kanten[x[i2]].x;
end;
end;
end;
end;
if clr_kante fl then
begin
X[i2] = 0;
loesch_fl := true;
end;
end;
end;
end;
end;
if t i = n then
zus_fl = true;
end;

if zus_fl then
inc(za[anz+2-n]);

end;

i3 := 0;

i2 = 0;

clrscr;

fori := 1 tol do
begin
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inc(i3);
if i3 > 25 then
begin
i2 = i2 + 20;
gotoxy(1,i2);
end;
writeln(" ji+n-2," K: ’,za[i]);
end;
laufzeit;
readin;
end.
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Ldsungshinweise zu Selbsttestaufgaben

Losung zu Selbsttestaufgabe 1.1-1:

Bei einem Teilgraphen eines PseudograpReist nur verlangt, dass er mit
jeder Kante vonP auch die mit ihr inP inzidenten Ecken enthalt. Ein Unter-
graph muss umgekehrt auch mit zwei zu ihm gehérenden EckerP\alle
Kanten zwischen diesen beiden Ecken enthalten. Im folgeBagspiel ist
von den Teilgraphe®;, P, P; nur P; ein Untergraph vorP: bei P, fehlt &,
bei P, fehlt k.

d k3 C
ko
k4 kl P

a K5 b
d kg C d kg C d kS C
"

ko ko
k4 kg k4

e——————©
a k6 b a a
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Losung zu Selbsttestaufgabe 1.2-1:

i. Ein Kreis ist definiert als geschlossener Kantenzug, dem @Anfangs- und
Endecke abgesehen) keine Ecke zweimal enthélt. Sind Dawfcldhtung und
Festlegung von Anfangs- bzw. Endecke nicht von Interesdeasn ein Kreis
in einem Pseudographen auch als Teilgraph mit bestimmtgan&chaften
aufgefasst werden; z. B. kann man einen Kreis dadurch ctegisikren, dass
er ein zusammenhangender Teilgraph ist, in dem jede Eck&chh2 hat.
Ein Baum ist ein zusammenhangender Graph, der keinen Krtisle

ii. Jedes Gerust vork’, hat drei Kanten (und enthélt alle vier Ecken). Es
gibt 20 Moglichkeiten, von den sechs Kanten van drei auszuwéhlen. Nur
vier dieser Mdglichkeiten fihren zu Teilgraphen, die nmidammenhangend
sind - eine ist unten im zweiten Diagramm dargestellt. Kalee anderen
Mdglichkeiten enthéalt einen Kreis. Also hat, 16 Geruste.

Losung zu Selbsttestaufgabe 1.3-1:

Besteht der MultigraplAi/ ausk vielen Komponenten, so hat jeder spannende
Wald p(M) = n — k viele Kanten. Die Bedingunggn M) = m—n+k =0

ist gleichbedeutend mit — £ = m und folglich genau dann erfillt, weni
selbst ein Wald ist.

Losung zu Selbsttestaufgabe 2.1-1:

Eine planare Darstellung eines Graphen ist eine Einbetti@sgGraphen in
die Zeichenebene derart, dass sich keine der Linien, di&aien darstel-
len, Gberkreuzen. Ein Graph heil3t planar, wenn fur ihn eatehg planare
Darstellung existiert. Dies bedeutet jedoch nicht, dassDeagramm eines
planaren Graphen stets eine planare Darstellung sein muss.
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Losung zu Selbsttestaufgabe 2.2-1:

Streichen der ersten Zeile in(s. Beispiel 2.2-4) fuhrt zu
1 11
L= 010
0 01
mit det (1) = 1.

Losung zu Selbsttestaufgabe 2.3-1:

Wahlt man als Gerlst den Baum mit den Kanignks, k4, SO ergeben sich
die fundamentalen Kreis€, = {ki, ko, k3, ks}, Co = {k1, ks, ks5}, C5 =
{k1, k4, k¢ }. Weitere Elemente voR sindCy = C14+Csy, C5 = C1+C3,Cg =
Cs + C3undC; = C1 4+ Cs 4+ C5. Im Ergebnis hat man die Matrix

111100
100110
100101

C(My=[011010
011001
000011
111111

Losung zu Selbsttestaufgabe 3.2-1:

Die Komplexitat7s(n) eines AlgorithmusA ist die Anzahl der im schlech-
testen Fall auszufihrenden elementaren Rechenoperateneiner Anwen-
dung vonA auf einen Einzelfall von Grofe.

Losung zu Selbsttestaufgabe 3.3-1:

Fur die Losung gewisser Probleme hat man keine polynomésligaorithmen

- sei es, dass solche mit Sicherheit nicht existieren, sedass man bisher
keine solchen finden konnte. In solchen Féllen setzt marhsiafig das Ziel,
einen approximativen Algorithmus zu entwerfen, der keioleehKomplexitat
hat und gute Naherungslosungen liefert.
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Losung zu Selbsttestaufgabe 4.1-1:

Ein Pseudodigraph ist azyklisch, wenn er keinen Zyklusi¢bezten Kreis)
enthalt, und kreisfrei, wenn der zugrundeliegende (ucbtete) Pseudograph
keinen Kreis enthalt. Der folgende Multidigraph ist azgkh, enthalt jedoch
Kreise, z. B. bilden die Kanteby, undbs; einen Kreis:

b1 b
(S €3
8
C4

Losung zu Selbsttestaufgabe 4.2-1:

Da Ecken und Bogen numeriert sind, kann die Inzidenzmatmixittelbar
hingeschrieben werden:

1 -1 0 0 O
I -1 0 1 0 0
o 1 0 1 1
o 0 -1 -1 -1

Das folgende Bild zeigt die drei Elemente voh die samtlich Kreise sind,
jeweils mit einer Orientierung:

b1 b2 b1 b2
b,
bs bs . "
5 S
Cy Ca Cs

Damit erhalt man die Kreis-Bogen-Matrix

-1 -1 -1 1 O
C = 11 1 0 -1
o 0 0 -1 1
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SchlieRRlich rechnet man aus:

1 -1 0 0 0 11118
ot - -1 0 1 0 0 11 0
o 1 0 1 1 L0
0 0 -1 -1 -1 0 1 1
00 0
[ooo
oo o
00 0

Losung zu Selbsttestaufgabe 5.2-1:

Wir wahlen das hier dargestellte Gerust:

Dies fuhrt zu den fundamentalen Kreig€rund D (mit einer beliebig gewahl-
ten Orientierung):

Q. ©

Somit bilden die Zirkulationerf- und f, eine Basis vorC(IR).
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Losung zu Selbsttestaufgabe 6.1-1:

Enthalt ein Netz einen Kreis negativer Lange (im gerichiteffall einen
gerichteten Kreis bzw. Zyklus), und simdund b auf diesem Kreis liegende
Ecken, so gibt es vom nachb beliebig kurze Kantenfolgen, denn durch wie-
derholtes Durchlaufen des Kreises erhalt man immer kungargenfolgen,
ohne an eine untere Schranke zu geraten. Betrachtet marhjedo Wege
von a nachb, d. h. keine Ecke oder Kante darf mehrfach verwendet werden,
So gibt es stets einen kiirzesten Weg warachb. Allerdings hat man bisher
fur diese Situation keinen guten Algorithmus zur Bestimmdaer kirzesten
Wege gefunden. Wenn das gegebene Netz keinen Kreis nedadivge ent-
halt, so gibt es stets kiirzeste Kantenfolgen, und eine kigz&antenfolge ist
auch immer ein Weg (und folglich ein kiirzester Weg).

Losung zu Selbsttestaufgabe 6.2-1:

Die Algorithmen von Prim und Kruskal bestimmen jeweils eiimimales
Gerust fur ein gegebenes Netz. Der Algorithmus von Prim gagender-
malf3en vor: Ausgehend von einer Kante mit kleinstem Gewidid itera-

tiv jeweils eine Ecke mit einer Kante so hinzugenommen, digsse Kante
unter den zu neuen Ecken fuhrenden Kanten minimales Gewathtauf
diese Weise "wéchst” ein Baum zu einem minimalen GeriustmBa&igo-

rithmus von Kruskal missen die Kanten zunachst "der GréBh"n@eziig-
lich der gegebenen Bewertung) geordnet werden; dann wanjeweils die
kleinste Kante und erklart sie als zum aufzubauenden GgelEirig, sofern
sie mit den bereits gewahlten Kanten keinen Kreis bildetmB&lgorithmus
von Kruskal kénnen die Zwischenergebnisse Walder seinsidieerst zum
Schluss zum Gerlst zusammenfligen.
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Losung zu Selbsttestaufgabe 7.1-1:

Ist f ein Fluss auf einem Fluss-Nef¥ = (G, ¢, q,s), so kann man den
DigraphenG = (FE, K) durch Hinzunahme einer zusatzlichen Kahfg zu
einem Digrapherz’ = (£, K') erweitern und eine Kantenbewertuyigauf
K’ erklaren durch

vy | f(k), fallsk e K
= { w(f), fallsk € ky, ;

f'ist dann eine Zirkulation aufr’. Erweitert man auch die Abbildungzur

Abbildung ¢, indem man z.Bd/ (ks,) := Y |c(k)| setzt, so ergibt sich fur
kEK
den Digraphertz’ mit der Kapazitatsbeschrankungfur die Kanten, dasg’

eine zuléassige Zirkulation ist. Sind umgekehrt ein Digréph- (£, K) mit
einer Kapazitatsabbildungfir die Kanten und darauf eine zuléassige Zirku-
lation f gegeben, und ist irgendeine Kante i+, so ergibt sich durch Her-
ausnehmen voh ausG ein Fluss vork™ nachk~, genauer gesagf;/ K'\{k}

ist ein Fluss in dem Fluss-Net#\k, ¢/ K\{k}, k*, k™).

Losung zu Selbsttestaufgabe 7.2-1:

Fir jeden Schnitf@, S| von N muss geltery € Q unds € S. Es gibt die
folgenden vier Mdglichkeiten:

Q = {4}, S = {a,b, s} mit «(Q, S) = 6;
Q = {q,a}, S = {b, s} mit «(Q,S) =3
Q@ ={q,b}, S = {a, s} mit «(Q,8) = 10;
Q = {q,a,b}, S = {s} mit «(Q,S) =6.

Offenbar ist der zweitgenannte Schiig, a}, {b, s}] minimal, und nach dem
"max-flow min-cut”-Theorem ist der maximale Fluss-Wert didsem Fluss-
Netz3.

Die Betrachtung aller Schnitte, um den Wert eines maximé&leisses zu
ermitteln, flhrt nicht zu einem polynomialen Algorithmadgnn es gibp" 2
viele Schnitte eines Fluss-Netzes, wendie Anzahl der Ecken ist.

Losung zu Selbsttestaufgabe 7.3-1:

Der Algorithmus von Edmonds und Karp zur Bestimmung einesimalen
Flusses auf einem Fluss-Netz ist bei beliebigen reellerakiggtsbeschran-
kungen fir die Kanten anwendbar, aul3erdem ist er polyndbealiglich der
Ecken- bzw. Kantenanzahl des zugrundeliegenden Digrapben Algorith-
mus von Ford und Fulkerson hat keine dieser Eigenschaften.
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Losung zu Selbsttestaufgabe 7.4-1:

Da die Ergebnisse des vorliegenden Kapitels samlich furdpigen formu-
liert sind, geht man voii? zunachst zu dem Digraphe® tiber, indem man
jede Kante vortG durch zwei entgegengesetzt gerichtete Kanten ersetzt (vgl
Beispiel 4.2-2 in Kapitel 4). Im Digraphe@ ordnet man nun jeder gerich-
teten Kantet die Kapazitéat(k) = 1 zu. Man kann nun fir das Fluss-Netz
(C?, ¢, A, B) mit dem Algorithmus von Edmonds und Karp einen maxima-
len 0-1-Fluss ermitteln. Dessen Wert( f) stimmt mit der maximalen Anzahl
kantendisjunkter Wege vas nachB in G iiberein. Dabei muss es auelif)
viele kantendisjunkte Wege vaa nach B in G geben derart, dass fiir jede
Kante{x,y} von G nur eine der gerichteten Kanten bzw. yx von irgend-
einem dieser Wege genutzt wird. Es ist danfy) — 1 auch die maximale
Anzahl von Kanten bzw. Leitungen, die@ausfallen diurfen, so dass immer
noch ein Weg vori nachB intakt ist.

Losung zu Selbsttestaufgabe 7.5-1:

Der vorgegebene bipartite Graph= (£, U E,, K') wird durch Hinzunahme
neuer Eckerny und s sowie gerichteter Kanteqe (fur e € E;) undes (fur
e € E,) zu einem Digrapheit: erweitert; die alten Kanten aus werden
von E; nachE, hin gerichtet. InG wird jede Kantek mit ¢(k) = 1 bewertet.
Nun wird mit dem Algorithmus von Ford und Fulkerson ein maaier (-1-)
FIuss f,.. bestimmt. Die Kantet € K mit f,,..(k) = 1 bilden dann eine
maximale Korrespondenz .

Losung zu Selbsttestaufgabe 7.6-1:

Hat man fur ein Fluss-Net#’, ¢, ¢, s) zusétzlich eine untere Kapazitat:

K — IR gegeben, die von den Fliissen zu respektieren ist, so braacht
keinen zulassigen Fluss vagnnachs zu geben, also auch keinen maxima-
len Fluss. Existiert jedoch irgendein zulassiger Flusgjibbes auch einen
maximalen.

Zur effektiven Bestimmung eines maximalen Flusses musachst irgend-
ein zulassiger Fluss gefunden werden, dann wird dieser itfé Hunehmen-
der Wege zu einem maximalen Fluss erweitert. Beim erstehlé&rokann
man sich des Algorithmus von Ford und Fulkerson bedienenad€tein
geeignet abgewandeltes Netz anzuwenden ist; fur das zRetdem kann
eine Erweiterung des Algorithmus von Ford und Fulkersonveadet wer-
den, in der auch die unteren Kapazitatsschranken berintigiaverden.
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Losung zu Selbsttestaufgabe 7.7-1:

Es wird die bei der Besprechung des Beispiel 7.7-2 besadmizKonstruk-
tion auf das vorliegende Beispiel angewandt. Bei diesensieli gibt es
einen eindeutigen maximalen Baum:

a 2 b
4 B
C 3 d

Die folgenden Diagramme zeigen die Zerlegung ¥im uniforme Baume:

a R b b b
Z2 Ll /
C 2 d C 1 d C
B Bz Bs

Man kann so zu folgenden Kreisen kommen. (Beikdnnte auch irgendein
anderer einfacher Kreis mit den Eckerb, ¢, d gebildet werden.)

a b b b
1 1
| | A ’ /
d C iva d C

Cq Ce Cs

Als minimales (zulassiges) Netz erhalt man also:
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a 1 b
1 1% (G,c)
C 1Y d

Losung zu Selbsttestaufgabe 8.1-1:

Zunéchst mag es mehrere kirzeste Wege gleicher Lange gebeass stets
eine Auswabhl zu treffen ist. Im Fall von Anderungen des Neszandes (z. B.
Ausfall einer Leitung) kénnen sich fur bestimmte Knotempadie kirzes-

ten Wege zwischen ihnen andern; es muss festgelegt wereéérhenMnstanz

die neuen kirrzesten Wege ermittelt (zentral oder verteilf die sich daraus
ergebenden Routing-Informationen im Netz weitergegeberdan usw. In

dem Fall, dass Informationen Uber Zweitwege (und Drittwege.) bereits

von vornherein in den Knoten gespeichert sind, missen dsadschen”

Daten zu Beginn des Netzbetriebs sorgféltig so bestimndeverdass in kei-
ner Situation Nachrichten im Netz kreisen kbnnen und einédReeiterer

Kriterien erfullt sind.

Losung zu Selbsttestaufgabe 8.2-1:

Durch die verteilte Ausfihrung des Algorithmus berechedey Netzknoten
selbst die fur ihn aktuell glinstigsten Wege, es muss digs kebten zen-
tral fur alle anderen tun und anschlie3end die Informatiorexteilen. Auch
missen die einzelnen Netzknoten keine Kenntnis der gesaxg&topolo-
gie haben. Der entscheidende Vorteil des asynchronen ifigaus ist, dass
auf eine Synchronitat der in den verschiedenen Netzknatsgediihrten Ite-
rationsschritte verzichtet werden kann. Jeder Knoten mussmmer wie-
der aufgrund der neuesten ihm vorliegenden Informatioegémeskiirzesten
Abstande zu den anderen Knoten berechnen und die Ergebriss® Nach-
barn mitteilen. Dies im ganzen Netz synchron zu realisiergmde hingegen
einen hohen zusatzlichen Aufwand bedeuten.

Lésung zu Selbsttestaufgabe 8.3-1:

Oszillationen beim Routing gehen einher mit einer ungleiéRigen Auslas-
tung von verschiedenen Routen und so auch mit einer erh&@uwéachr von

Uberlastsituationen in Teilen des Netzes, was letztlidiKasten des Durch-
satzes geht. Haufiges Umlenken von Paketen wird auch didl&afzeiten

erhdhen, auRerdem werden durch den dazu nétigen Koowhisatifwand
Teile der Ressourcen unndétig verbraucht.
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Losung zu Selbsttestaufgabe 8.4-1:

B ignoriert die von A erhaltene Nachricht mit FolgenummerC2es hat
jedoch keine ernsten Konsequenzen, wenn C die NachrichAwvarit Fol-
genummer 5 korrekt empfangt, denn C versorgt danach u. &.Bunit der
korrekten Nachricht mit Folgenummer 5.

Losung zu Selbsttestaufgabe 8.5-1:

Obwohl das Routing im Internet sicherstellt, dass im Nofatlatlie Pakete
auf kirzesten Wegen zu ihren Zielen laufen, ist z. B. folgeréall mog-
lich: aufgrund des Ausfalls einer Kante wurde die Entsciegdgetroffen,
ein Paket umzuleiten, jedoch ist die defekte Kante unrbidietianach wie-
derhergestellt, so dass rein physikalisch der optimale Weder verfligbar
ware.

Losung zu Selbsttestaufgabe 8.6-1:

Man kann sich z.B. des Algorithmus von Dijkstra bedienem, rdé einer
Komplexitat von O(?) die kirzesten Abstéande von einem Knoten zu allen
anderen bestimmen kann.

Es sei zunéachst eine Eckeles Graphen fest gewahlt. Mit einmaliger Anwen-
dung des Algorithmus von Dijktra kénnen alle Nachbafh j, z) fir = # j
bestimmt werden. Durch Streichen jeder einzelnery anliegenden Kante
und jeweilige anschlielRende Anwendung des Algorithmusigkstra kann
man alle(2, j, ) mit x # j bestimmen.

Daj bis zun — 1 viele Nachbarn haben kann, ist auf diese Weise bei fegtem
ein Aufwand von Of?) n6tig, mithin hat man fir den gesamten Algorithmus
zur Erstellung des Routing-Plans eine Komplexitat voniQ(

Losung zu Selbsttestaufgabe 8.7-1:

Die Schwierigkeiten beginnen schon damit, dass es duramabs klar ist,
wie genau “optimales Routing” definiert werden sollte. Dagibst wenn
man sich auf eine Definition einlasst, indem man verschiedégle des Rou-
ting in einer zu optimierenden Zielfunktion zusammenzséaisversucht —
dies ist stets nur unter vielen vereinfachenden Annahmegliah) so st6(3t
man dann in der Regel auf ein sehr schwierig zu I6sendes matiseches
Optimierungsproblem.
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Losung zu Selbsttestaufgabe 9.2-1:

Eine Mdglichkeit wére es, alle Koeffizienteri5, b) mit 4 < b < 10 geman
der Vorgehensweise in Beispiel 9.2-5 mit einem linearendBiengssystem
zu bestimmen. Die Frage nagltb, 4) lasst sich jedoch schneller beantworten:
dag(5,4) die Anzahl der Geruste dds; angibt, gilt nach den Formeln in
Kapitel 67(5,4) = 5% = 125.

Losung zu Selbsttestaufgabe 9.3-1:

G besitzen viele Knoten. Wird mitF;(G) bzw. F;(G’) die jeweilige Anzahl
funktionsfahiger Zustande mitvielen Kanten bezeichnet , so gilt offenbar
F;,(G") > F;(G) fur alles, denn ein fuktionsfahiger Zustandé@nist dies stets
auch inG’.

Dies zeigtz,(G') > z,(G).

Es gilt sogarz,(G') > z,(G), denn es ist .z.BF,,_1(G’) > F,_1(G) : ein
beliebiges Gerust vo@’, welches die "neue"” Kante erhalt, ist n&mlich funk-
tionsfahig inG’, jedoch gibt es keine Entsprechungin

Losung zu Selbsttestaufgabe 9.4-1:

Fur ein Zuverlassigkeitsproblem mit der MengeC P(K) funktionsfahi-
ger Zustande hat das Zuverlassigkeitspolynom als FunkgotKantenwahr-
scheinlichkeit stets die Form

AG) =Y F p(1—p)m,
=0
wobei F; die Anzahl funktionsfahiger Zustande mitvielen Kanten ist.
Gelingt es, diese Koeffizienten effizient zu bestimmen, isesigierechtfertigt,
das Zuverlassigkeitsproblem als gel6st zu betrachtenmidatumgekehrt ein
Verfahren, zu beliebigep, den Wertz(G) (po) effizient zu errechnen, so kon-
nen damit auch leicht die Koeffizienté) bestimmt werden.

Losung zu Selbsttestaufgabe 9.5-1:

Um die Sperner-Schranken anwenden zu kénnen, muss die MEndgr
funktionsfahigen Zusténde folgende Eigenschaft habete @©bermenge
eines Elements voF gehért wieder zuF - anders gesagt: das Hinzu-
fugen von Kanten zu einem funktionsfahigen Zustand kannzuoiéNicht-
Funktionsfahigkeit filhren. Aquivalent dazu ist auch dilgémde Aussage:
die Komplemente der Elemente v@n(als Teilmengen der Kantenmengg
bilden ein erbliches Mengensystem.
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Losung zu Selbsttestaufgabe 9.6-1:

In Man hat zunéchst die Beziehung

W - < ()

NunistCs < () undm < (}), alsoC < ((g)) < %4 und (%) < .

Damit folgt
2(N)(p) — 2(N)(p) < & - 128175107 = 10",

Losung zu Selbsttestaufgabe 9.7-1:
Ist die Kantenausfallwahrscheinlichkeit= 1 — p sehr klein (z. B. istl0~*
oder kleiner nicht unrealistisch), so wird in der Naherung

2(G)p)=1—-C.-q°-p™ ¢

bei nicht zu grofRen Graphen (und damit auch beschréanktgndie GrolRe
vonC. - ¢° - p™~ ¢ vor allem von der Gréf3e vonbestimmt. Dies rechtfertigt
das Ziel, ein mdglichst gro3esanzustreben und dann fur diesedie Zahl
C. zu minimieren.

Losung zu Selbsttestaufgabe 10.2-1:

Wegenz = p(n — 1) mussp = #2%; ~ 1,5- 1077 gewahlt werden. Also

folgt fur den erwarteten mittleren Abstafdy 26310° ~ 981 _ 3 97 ynd

fur den erwarteten Cluster-Koeffizientéh~ 1,5 - 1077,

Losung zu Selbsttestaufgabe 10.3-1:

Fur wachsendes bleibt bei festem: der Cluster-Koeffizient in den Zufalls-
kreisen nach Watts-Strogatz recht hoch — ausgehend?vof= bei K, .
erfolgt eine Abnahme lediglich mit dem Faktér — p)3. Demgegentber
betragt der Cluster-Koeffizient ié(n, p) nur p und nimmt umgekehrt pro-
portional zun direkt ab.

Der erwartete mittlere Abstand kommt bei den Zufallsgraphach Watts-
Strogatz schon bei kleinemin die Nahe voriog n, dem Wert fur die Zufalls-
graphen der Klassé(n, p).
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Losung zu Selbsttestaufgabe 10.4-1:

Ein Greedy-Algorithmus wahlt stets die hinsichlich einélZetzung aktuell
am gunstigsten erscheinende Alternative. Bei dem folgeieblem fuhrt
dies nicht zum Ziel.

Der GraphG = (£, K) mit einer Knotenbewertung wie im untenstehen-
den Diagramm sei gegeben. Knoterst aktuell markiert. Durch Markierung
eines bisher nicht markierten Nachbarn mochte man scleigervauf einen
Knoten mit moéglichst grof3er Markierung stof3en. Wahlt man mu ersten
Schritt vona ausgehend den Nachbarr{das ware "greedy"), so wird man
den wahren Gewinnerniemals finden.

Losung zu Selbsttestaufgabe 10.5-1:

Angenommen, es existierte eine Kante wore OUT nachi € IN. Da
man ohnehin (durch gerichtete Wege) iaau jedem Knoten vos'C'C' und
von jedem Knoten vor5C'C' zu o kommt, kdme man dann auch vereu
jedem Knoten vory'C'C' und von jedem Knoten voSCC' zui, d. h. es waren
1,0 € SCC.

Losung zu Selbsttestaufgabe 10.6-1:

Nacht vielen Schritten hat ein nach dem Modell von Barabasi, Albed
Jeong erzeugter zufalliger Graphy + t viele Ecken undnt viele Kanten.
Da jede Kante den Eckengrad zweier Ecken um Eins erhohtt ¢iks zu
einem durchschnittlichen Eckengrad von

mt
mg+ ¢

was sich fur — oo dem Wert2m nahert.
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Losung zu Selbsttestaufgabe 10.7-1:

In einem endlichen Graphen mitvielen Ecken kann der Grad einer Ecke
hdchstens: — 1 betragen, d. h. ab > n gilt fir den Anteil der Ecken vom
Grad: stetsp, = 0. Falls ein Potenzgesetz fur die Eckengrade exakt gilt,
nimmtp; jedoch niemals den Wert Null an.

Losung zu Selbsttestaufgabe 11.2-1:

Die Grundidee der Methode der Relaxationen besteht darenfid die
gesuchterp(z)-Werte geltenden Gleichungen (Jeder Wert ist das arithmeti
sche Mittel der zu den Nachbarknoten gehdérenden Wertepadgibnsanwei-
sungen aufzufassen, wobei die Randwerte als Startwertamgaen werden
und derp(x)-Wert eines inneren Punktesmit Null beginnt.

Dass dieses Verfahren stets konvergiert, kann mit den Metihder Numeri-
schen Mathematik gezeigt werden.

Losung zu Selbsttestaufgabe 11.3-1:

Gegeben sei ein einfacher zusammenh&ngender Gfapindt seien Ecken.
Der effektive Widerstandi. (s, t) ergibt sich beispielsweise als Kehrwert
von iy, wobeii, den Strom bezeichnet, der in die Eckiinein fliel3t, wenn
bei s die Spannung, = 1 und beitv, = 0 gesetzt wird.

Eine andere Formulierung laute®.;;(s, t) ist die Potentialdifferenz zwi-
schens undt¢, wenn ins von aul3en ein Strom, = 1 hinein und beit ein
Stromi; = 1 nach aul3en abfliel3t. (Bei der Verwendung der physikalischen
Begriffe ist immer vorausgesetzt, dass die Kirchhoffsciesetze gelten.)

Losung zu Selbsttestaufgabe 11.4-1:
Aus dem Rayleighschen Monotoniegesetz folgt:

e Lasst man in einem unendlichen rekurrenten Graphen einteke#yg, so
ist auch der entstehende Graph rekurrent.

e Flgt man in einem unendlichen transienten Graphen einetztiché
Kante hinzu, so ist auch der entstehende Graph transient.

Man kann mit anderen Worten unter Umstanden durch WeglasssnHin-
zufiigen von Kanten auf bereits untersuchte Graphen treifehso "rekur-
rent” bzw. "transient” zeigen.
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Ubungsaufgaben

Ubungsaufgaben zum Kapitel "Grundbegriffe"

Aufgabe 1 Beweisen Sie Satz 1.2-5. 4 Pkt

Aufgabe 2 Ein GraphG mit n Ecken undn Kanten sei gegeben. 5 Pkt
Zeigen Sie: sind irgendwelche zwei der drei folgenden Esgkaften erflllt, so ist
G ein Baum, und es ist auch die dritte Eigenschatft erfullt.

i.n—1=m.
ii. G enthélt keinen Kreis.

iii. G ist zusammenhéangend.

Aufgabe 3 Es seiG ein Graph mitn Ecken, fir jede Ecke geltey(e) > 21, 5Pkt
Zeigen Sie( ist zusammenhangend.

Aufgabe 4 Man zeige: IstM ein Multigraph undB ein spannender Wald ib/, so 5 Pkt
bilden diep(M) vielen fundamentalen Schnitte eine Basis #r(s.Satz 1.3-4).

Ubungsaufgaben zum Kapitel "Darstellung von Graphen"

Aufgabe 5 Weisen Sie nach, dass der im folgenden Diagramm darges@thph, 5 Pkt
der sogenannte Petersen-Graph, nicht planar ist.
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4 Pkt

5 Pkt

4 Pkt

5 Pkt

Aufgabe 6 Beweisen Sie die im Text aufgestellte Behauptung, dasdi&iinzi-
denzmatrix/ eines Multigraphem/ stets giltrg,(1) = p(M).

Aufgabe 7

i. Stellen Sie die Kreis-Kanten-Matrik'(G) des im folgenden Diagramm dar-
gestellten Graphe& auf.

k2 ke

al €3

l{5 kS

€4

ii. Stellen Sie auch die InzidenzmatrixG) auf, und rechnen Sie die Beziehung
I - C" =0 (UberlF,) nach.

Ubungsaufgaben zum Kapitel "Algorithmen"

Aufgabe 8 Entwerfen Sie einen Algorithmus von Komplexit@{n), der ausn
gegebenen reellen Zahlep, . . . , a,, die kleinste heraussucht.
(Begrinden Sie die Aussage Uber die Komplexitat.)

Aufgabe 9 Fir einen Graphety = (F, K) bezeichnet man als Komplementgra-
phenG = (E, K) den Graphen mit derselben Eckenmenge, in dem genau die in
nicht verbundenen Ecken benachbart sind, d. hefiirc E gilt {e, f} € K genau
dann, wenr{e, f} ¢ K ist.

Zeigen Sie: Eine Teilmeng& C E ist genau dann eine Knotentberdeckungrin
wennE\ X in G einen vollstandigen Untergraphen bildet.
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Ubungsaufgaben zum Kapitel "Pseudodigraphen”

Aufgabe 1Q Bestimmen Sie fur den im folgenden Diagramm dargesteigma- 3 Pkt
phen die starken Zusammenhangskomponenten:

Ubungsaufgaben zum Kapitel "Bewertungen”

Aufgabe 11 Stellen Sie firr den Multidigraphehl (vgl. Selbsttestaufgaben) eine6 Pkt
Schnitt-Bogen-Matrix auf, und geben Sie eine Basis desovedimsS(IR) an.

€1

b1 ba

€2
b

€4

€3

=l

Aufgabe 12 Der DigraphG = (E, B, v) sei ein Baum}V sei ein beliebiger Kor- 5 Pkt
per. Zeigen Sie: Die Nullabbildunfy: B — W (d.h. f(b) = 0 fur alleb € B) ist
die einzige Zirkulation auf.
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4 Pkt

5 Pkt

5 Pkt

Ubungsaufgaben zum Kapitel "Kiirzeste Wege und minimale Geiiste"

Aufgabe 13 Bestimmen Sie fur das im folgenden Diagramm dargestelliéz N
(G,w) die Abstande zwischen je zwei Ecken mit dem Algorithmus vioyd-
Warshall.

Aufgabe 14 Es sei(G, w) ein Netz ohne negative Kreise, zu jeder Eeke E
sei N(e) die Menge aller Nachbar- bzw. Nachfolgerecken. Zeigen &ss der
folgende Algorithmus von Bellmann-Ford die Abstadnde vonBeke s mit Kom-
plexitatO(| E|*) berechnet:

Algorithmus:
begin
Setze d(s) = O0;
for e € N(s) do setze d(e) := w(se);
for e € E\ (N(s) U { s} ) do setze d(e) = o0;
r epeat
for e € E do setze d' (e) := d(e),

for e € FE do setze
de) = min {d' (), min { & (f) + w(fe) | fe € K} }
until d(e) =d (e) fur alle e € E;
end

Aufgabe 15 Es sei(G,w) ein Netz, in dem je zwei Kanten verschiedene Bewer-
tungen haben. Zeigen Sie, d465 w) genau ein minimales Gerust besitzt.



419

Ubungsaufgaben zum Kapitel "Fliisse"

Aufgabe 16 Bestimmen Sie einen maximalen Fluss fur das im folgendeaxx Db Pkt
gramm dargestellte Fluss-Netz

Aufgabe 17 6 Pkt

a. Bestimmen Sie fur das dargestellte Fluss-Netz einenma&n Fluss mit dem
Algorithmus von Ford und Fulkerson.

b. Verwenden Sie das Netz und die Ergebnisse aus a), um zirasgr, dass
der Algorithmus von Ford und Fulkerson selbst bei ganzgahlKapazitaten
nicht polynomial ist.

Aufgabe 18 Die Zusammenhangszah(G) eines Graphed: = (E, K) ist wie 5 Pkt
folgt erklart: IstGG ein vollstéandiger Graplx,,, so giltx(G) = n— 1; andernfalls ist

k(G) :=min{|F| /F C E, G\F' istnicht zusammenhangend

G heildtp-fach zusammenhangensennx(G) > p qilt.

Zeigen Sie: Ein Grapld ist genau danp-fach zusammenhangend, wenn je zwei
Ecken inGG durch mindesteng eckendisjunkte Wege verbunden sind.
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5 Pkt

5 Pkt

6 Pkt

Aufgabe 19 Ein (ungerichteter) Grapf heil3t requlgrwenn alle Ecken denselben
Grad~ mit v # 0 haben, d. h. jede Ecke hatviele Nachbarecken. Zeigen Sie: In
einem reguléren bipartiten Graphen gibt es stets einetantigge Korrespondenz.

Aufgabe 2Q Es sei der folgende Digragh mit Kapazitaterb undc gegeben:

Bestimmen Sie einen maximalen zulassigen Flusspmoachs. Begriinden Sie die
Maximalitat des gefundenen Flusses.

Aufgabe 21 Gegeben sei eing@ x n)-Matrix A mit nicht-negativen reellen Eintréa-
gen. Als das Zuordnungsproblgfiassignment problem™) bezeichnet man das Pro-
blem, aus jeder Zeile und jeder Spalte ein Element so ausgeméass die Summe
der ausgewahlten Eintrage minimal ist. Definieren Sie ein geeignetes Flus&zN
mit einer Kostenfunktion derart, dass ein gewisser Flussmmimalen Kosten eine
Losung des Zuordnungsproblems liefert.
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Ubungsaufgaben zum Kapitel "Wegauswahl in Netzen"

Aufgabe 22 In dem folgenden Netz werde mit Random Routing gearbeitet: 4 Pkt

Angenommen, A méchte eine Nachricht an F schicken. Es windelgenden wei-
teren Annahmen ausgegangen:

1. Die Ubertragungszeit eines Nachrichtenpakets auf &aste betragt stets 1
msec.

2. Die Verarbeitungszeit in einem Zwischenknoten, der dasePweiterleitet,
betragt stets 4 msec.

Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Nachrichtnht msec beim Emp-
fanger F ankommt?

Aufgabe 23 Es wird wieder das in Aufgabe 8.1 dargestellte Netz beteicAnge- 3 Pkt
nommen, B méchte per Flooding (mit Schwellwert 2) eine Netitran alle ande-

ren Knoten schicken. (Die Nachrichtenpakete brauchenkedsdieser Anwendung
keine Zieladresse zu tragen.) Weiter sei angenommen, égaksadten BD und DE
ausfallen, nachdem B seine ersten vier Meldungen erfalgnegrschickt hat.

Bestimmen Sie die Anzahl der Meldungen, die unter dieserngedgen durch die
Nachricht im Netz entstehen.
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Ubungsaufgaben

5 Pkt

3 Pkt

Aufgabe 24 A B

In dem hier dargestellten Paketnetz werde folgende Situdietrachtet:

e Jeder der Knoten A,B,C erzeugt pro Zeittakt T eine Datenraggjcher Grol3e
fur Ziel Z.

1. Am Ende eines Zeittaktes geschieht folgendes:

2. Die Kantenlangem,; werden nun festgelegt entsprechend der im letzten Zeit-

takt getragenen Verkehrslast. (1. a.ist # wj;
3. Die Knoten informieren sich gegenseitig Uber die neuent&@agen.

4. Die Knoten bestimmen ihren kirzesten Weg zum Ziel Z.

e Injedem Zeittakt wird aufgrund der zuletzt bestimmten kgten Wege gerou-
tet.

1. Beschreiben Sie, wie sich das Routing mit den Zeittakigwiekelt, wenn zu
Beginn des 1. Zeittaktes;; = 1 fur alle Kanten angenommen wird.

2. Was andert sich, wenn ein Biasfaktor ver= 1 eingefuhrt wird?

3. Durch welche zusatzliche MalZnahme kénnte man Oszillati@ntgegenwir-
ken?

Aufgabe 25 B D

Es sei das obige Netz gegeben. Betrachtet wird die folgendati®n: A mochte
eine Nachricht per Broadcasting verschicken, wobei Floganit Folgenummern
angewendet wird.

Bestimmen Sie die Anzahl der Meldungen, die im Netz ausgetawerden. Zei-
gen Sie beispielhaft auf, dass diese Anzahl auch von ddicheih Reihenfolge
gewisser Ereignisse abhangt.
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Aufgabe 26 Zeigen Sie: Ist7 ein Graph und' ein kreisfreier Routing-Plan fi,
so kann jeder Knoten jeden anderen erreichen, d. h. in jedem k) existiert ein
gerichteter Weg von jedem Knoten+# k nachk.

Aufgabe 27 Auf dem Grapher; = K sei der dargestellte Routing-Plahmit

m = 2 gegeben.

1 2 3

4

5

- 25 32
1,3 - 31
1,2 24 -
1,5 2,3 3,5
1,4 2;1 34

a b~ WN B

Ist C kreisfrei bzw. bidirektional? Stellen Sie fest, ob stetsrabglichst kurzer Weg

zum Ziel gewahlt wird.

4,5
4:3
4:2

4:1

5;2
51
54
5;3

5 Pkt

5 Pkt
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Ubungsaufgaben

7 Pkt

4 Pkt

Aufgabe 28 Auf dem Grapherz
m = 2 gegeben.

= K- sei der dargestellte Routing-Plahmit

1 2 3 4 5

1 - 23 3;2 4;7 5;6
1;3 -  3;1 4:6 5;7

1;2 2,1 — 45 54

3;5 —  5;3

1:6 2;7 3;4 4,3 -—
1:5 2:;4 3;7 4;2 5;1

N oo o0 A DN
~
N
»

1:4 2;5 3;6 4;1 5;2

3 C

2

6 7
6;5 7:4
6;4 7;5 e
6;7 7:6
6;2 7;1
6;1 72

- 73

6;3 -

Ist C kreisfrei bzw. bidirektional? Stellen Sie fest, ob stetsrabglichst kurzer Weg

zum Ziel gewahlt wird.

Ubungsaufgaben zum Kapitel "Zuverlassigkeit in Netzen"

Aufgabe 29 Gegeben sei der vollstandige Gragh= K5 mit 5 Ecken. Jede Kante
von G habe eine Wahrscheinlichkeit vpn= % fur ihre Funktionsfahigkeit. Bestim-

men Sie die Wahrscheinlichkeit,

daSzusammenhangend ist.
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Aufgabe 30 Auf dem GrapherG = K, sei der folgende kreisfreie Routing-Plart Pkt
C mit den jeweils zwei Eintragen gegeben:

4 3 1 2 3 4
11 - 2.3 3;2 452
21 L3 - 31 41
. ) 31 L2 21 - 41
. 411;2 2,1 331 -
C

Die funktionsfahigen Zustande seien dadurch gekennzeictiass jeder Knoten an
jeden anderen Nachrichten versenden kann. Bestimmensigudarlassigkeitspo-
lynom.

Aufgabe 31 Die beiden folgenden Graphén und G, mit jeweils 5 Ecken und 7 6 Pkt
Kanten seien gegeben. Vergleichen Gigund G, hinsichtlich ihrer Zuverlassig-

keit, wenn die Funktionsfahigkeit durch den Zusammenhamngsdaphen gegeben

ist.

Gi G,

Aufgabe 32 Man bestimme mit der in Anhang G beschriebenen Determemant5 Pkt
methode die Anzahl der Geriste des vollstandigen Graphanit 6 Ecken und 15
Kanten.
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Ubungsaufgaben

6 Pkt

6 Pkt

5 Pkt

Aufgabe 33 Gegeben sei der folgende Gra@h

Ermitteln Sie die einfachen und die Spernerschen Schrafikettas Zuverlassig-
keitspolynom.

Aufgabe 34 Fur ein Mengensystem\ C P(M) uber eine Mengé/ bezeich-
nen wir eine Mengd” C M als Transversale wennT mit jeder Menge ausut
hdchstens ein Element gemeinsam hat. Pesblem der maximalen Transver-
salenbesteht darin, zu gegebenem eine Transversale mit moéglichst vielen Ele-
menten zu finden. Zeigen Sie: Das Problem der minimalen Kiidserdeckung ist
auf das Problem der maximalen Transversalen reduzierbar.

Aufgabe 35 Der Durchmessefiam(G) eines Graphety = (E, K) ist der maxi-
male Abstandnax{|a, b| }a, b € £} zwischen zwei Ecken von G.

Gegeben sei der vollstandige Grafgh mit 7 Ecken und 21 Kanten.

a. Bestimmen Sie ein Gerlist mit moglichst kleinem Durchmess

b. Zeigen Sie: Es gibt genau 7 Gerliste mit dem minimalen Doeslser wie in
a).
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Aufgabe 36 6 Pkt
a. Es seien ein Grapghl = (£, K) und ein kreisloser Routing-Plan (mit 7 = 2
Eintragen) gegeben.

Zeigen Sie: Fur die Anzhal';, der minimalen kritischen Kantenmengen gilt
stets

CQZZ[@W-

zel

(Dabei bezeichnet wie Ublich(z) den Grad der Ecke und [a] die Kleinste
natirliche Zahl mit/ > a.)

b. Gegeben sei der vollstandige Gragh

Zeigen Sie: SP-Routing mit Praferenz fuhrt zu einem RoudRtan, der opti-
mal ist bezlglich der Approximation

Z':l—C'2~q2

fur das Zuverlassigkeitspolynom.
Aufgabe 37 Flr den Graphelk'; sei der folgende Routing Plan gegeben: 6 Pkt

1 2 3 4 5
- 23 32 45 54
1,3 - 3;1 45 54
1,2 2,1 - 45 54
15 2,3 3,2 - 51
1,4 2,3 3,2 41 -

ga b WN P

Bestimmen Sie die Anzahl der minimalen kritischen Kantenges. Interpretieren
Sie das Ergebnis.

Ubungsaufgaben zum Kapitel "Kleine Welten"

Aufgabe 38 In einem Graphei: = (E, K) bezeichnet man die Lange eines kuré Pkt
zesten Kreises alRillenweiteg(G). Zeigen Sie:

Enthalt der Grapld- = (£, K) einen Kreis, so gily(G) < 2 - diam(G) + 1.

Aufgabe 39 Wie groR ist die mittlere Kantenzahl der Graph&re & (n, p) ? 4 Pkt
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Ubungsaufgaben

6 Pkt

4 Pkt

6 Pkt

6 Pkt

Aufgabe 4Q Bestimmen Sie den mittleren Abstand und den Cluster-Koefften
in dem Graphet(; o 103.

Aufgabe 41 In einem skalenfreien Graphen mit 1000 Ecken sekfiir 20

p(k) ~ 100 - k2.

Vergleichen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass eine bdid¢lgrausgegriffene Ecke
100 bzw. 200 Nachbarn besitzt, mit den entsprechenden fadirdichkeiten in
einem Zufallsgraphe&’ € &(1000;0, 1).

Aufgabe 42 Bestimmen Sie die epidemische Schrankdir einen vollstéandigen
Graphenk,,, in dem zum Startzeitpunkt ein Knoten infiziert ist und diesAreitung
der Infektion entsprechend dem SIS-Modell erfolgt.

Aufgabe 43 Geben Sie zwei Graphen mit 5 Ecken und der Gradfolge (2,22,
an, die unterschiedlichg G)-Werte besitzen.
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Losungshinweise zu Ubungsaufgaben

Lésung zu Aufgabe 1:
Es wird die Kette von Implikationen - ii) — iii) — i) gezeigt.

i) — ii): Ein Baum ist als zusammenhangender Graph ohne Kreissiele. Es sei
also P ein Baum undc = {e, f} eine Kante, die keine Endkante ist. War&eine
Briicke, so musste i\ k ein Weg zwischer und f existieren, mitt zusammen
ergabe sich dann iR ein Kreis. Also musg% eine Bricke sein.

i) — iii): Da P als zusammenhangend vorausgesetzt ist, muss nur gezedgnye
dass zwei Ecken undb niemals durch zwei verschiedene WegeHrverbindbar
sind. Ware dies aber fur zwei Eckerundb der Fall, so ware jede Kante auf einem
dieser Wege, die nicht zu dem anderen Weg gehort, weder Btedkach Briicke.

iii) — i): Es folgt sofort, das$” zusammenhéangend ist. Wirdeeinen Kreis ent-
halten, so wirden Eckeda und b existieren, die durch mehrere Wege verbindbar
waren.

Losung zu Aufgabe 2:

i) und iii) ergeben zusammen die Definition eines Baumesd 9i und iii) erfillt,

so ist nach Satz 1.2-@ ein Baum. Nun seien fitr i) und ii) erfullt. Nach ii) istG
ein Wald.G habek Komponenten . Mit Hilfssatz 1.2-2 folgt, dass fur die Anzahl
der Kanten vorG gelten mussn = n — k. Mit i) hat man schliel3lickk = 1, d. h.

G ist zusammenhangend.

Losung zu Aufgabe 3:

e und f seien beliebige Ecken vofy. Zu zeigen ist, dass und f in G durch
einen Weg verbunden werden kénneéy). C FE bezeichne die Menge der Nach-
barecken vore, N; C E entsprechend die Nachbarn vgnNach Voraussetzung
haben sowohN, als auchV,; mindestens>* viele Elemente. FUN, = N, U {e}
und N} = Ny U {f} giltdann

n—1 n+1 n+1
N/| > 1= N, > )
AP P v > "

Also konnenN; und N} nicht disjunkt sein, denn dann haté U N mindestens
nilyntl — n4-1viele Elemente. Dies bedeutet aber, dass die Meé¥igeV; einen

zusammenh&ngenden Untergraphen&/aaufspannte und f sind also verbindbar.

Ldsung zu Aufgabe 4.

M habek Zusammenhangskomponentds,, ..., B, seien die Baume, die den
Wald B bilden. z, ..., z,_ seien die Zweige (bezuglicR) und Sy, ..., S,_, die
zugehorigen fundamentalen Schnitte. Es ist zu zeigen,fjass. , S,,_;. eine Basis
des Vektorraum$8* bilden. Da jeder der Zweige nur zu.S; und keinem der Ubri-
gensS; gehdrt, kann keiner der Schnitte als Summe der restliche$y dargestellt
werden, die Schnitté, ..., S, _, sind folglich linear unabhéngig. Es bleibt zu zei-
gen, dass jeder Schnift € S Summe einiger dieser Schnittg(1 < i < n — k)
ist. Sei alsoS € S beliebig, undz;,, ..., z;, seien diejenigen unter den Zweigen
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21y .-, Zn—k, die zuS gehdren. Wir behaupten, dass= S;, + ... + S;. dgilt.

Da namlichS und S;, + ... + S;. genau die gleichen Zweige enthalten, enthalt
S =S+ (S;, +...+5;,) uberhaupt keine Zweige. Wegeti € S* folgt jetzt

S" = () und damit die Behauptung.

Lésung zu Aufgabe 5:

In dem folgenden Diagramm ist ein Teilgraph des Petersapligm dargestellt, der
zu K3 3 homoéomorph ist. Nach dem Satz von Kuratowski kann der Rete@aph
damit nicht planar sein.

Lésung zu Aufgabe 6:

M habe k viele Komponenten. Es kann vorausgesetzt werden, dadie in
Abschnitt 2.2 beschriebene diagonalahnliche GestalBsagilt dann

rge(I) = rgo(I(My)) + ...+ rgo(1(Mg)).

Nach Folgerung 2.2-1 giltgo(1(M;)) = p(M;) fur jede der Komponenten/;,
d. h. es folgt

rga(1) = p(Mi) + ...+ p(My) = p(M).
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Ldsung zu Aufgabe 7:

61 k] 62 kg

€3
k5 kS

i €4

Die Elemente vonC sind C; = {]{?1,]{?4,]{35}, Cy = {]{?2,]{?3,]{34}, Cy =
{k1, ka, k3, ks }. Damit ergibt sich

1
c@ =1 o
1

— = O

011
1 10
1 01

S O =
O V= = O
—= = O O
—_ O = O
—_ O O

Damit erhalt man:

SO O~
O~ = O
_ = O O
_ o =k O

—_ o O

__ 0 O

O == =O

= e

o O O O

o O O O

o O O O
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L6sung zu Aufgabe 8:

Gegeben seien reelle Zahlen . . ., a,,.. Es wird die kleinste dieser Zahlen heraus-
gesucht.

Algorithmus:

begin
mi= a;
1:=1;
while i < ndo
begin
=141
ifg < m
thenm := q;
end
end

Da die while-Schleifgn — 1)-mal durchlaufen wird und in ihr ein Vergleich und
hdchstens eine Zuweisung vorgenommen werden, handeltlesisi einen Algo-
rithmus der Komplexita® (n)

L6sung zu Aufgabe 9:

Es seiX C E eine Knotenliberdeckung @, ferner seiefe, f} € E\ X. Es folgt
sofort{e, f} € K bzw. {e, f} ¢ K, denn wére{e, f} € K, so musste € X

oderf € X sein. Umgekehrt sei nun fif C E vorausgesetzt, dags\ X in G ein

Simplex als Untergraphen bildet, ferner ge€ K mit k£ = {e, f}. Zu zeigen ist,
dasse € X oderf € X ist. Waren abee, f € E\ X, so musste geltefe, f} € K

bzw.{e, f} ¢ K im Widerspruch zur Voraussetzung.

Lésung zu Aufgabe 10:

Die vier Zusammenhangskomponenten sind in dem folgenddraBgedeutet:

Wie man sieht, haben die zwischen zwei Komponenten laufeBdgen stets die
gleiche Richtung.
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Losung zu Aufgabe 11:

Wir wahlen das hier dargestellte Gerust:

Dies fuhrt zu den folgenden (mit einer Orientierung versem@ fundamentalen
Schnitten:

> <

Se

Durch Linearkombinationen ergeben sich zuséatzlich dienBieh

> > <P

S,+ S, S, +S,+8S,

Damit hat man als Schnitt-Bogen-Matrix:

0 -1 0 -1 -1
-1 0 0 -1 -1
o o0 1 1 1
S = -1 1 0 O
1 -1 0 0
0O -1 0 0
-1 -1 -1 -1

Die Bewertungerys,, fs, und fs, bilden eine Basis des Vektorraur8§R):
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Lésung zu Aufgabe 12:

Die einfachste Argumentation ist die folgende: Cia(bzw. () ein Baum ist, gilt

u(G) = 0, d.h. der VektorraunC(1V) hat (nach Satz 5.2-5) die Dimension Null
und besteht nur aus dem Nullvektor.
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Losung zu Aufgabe 13:

Es ergeben sich die folgenden Matrizen:

0 0 3 oo 4
o 0 1 3 o~
Dy = oo oo 0 1 o
oo oo oo 0 1
© 0 oo oo 0
Dy = Dy
0O 0 1 3 4
oo 0 1 3
Dy = oo oo 0 1 oo
oo oo oo 0 1
o 0 1 3 0
0O 0 1 2 4
co 0 1 2 o©
Di=] oo o 0 1 o
oo oo oo 0 1
oo 0 1 2 0
0O 0 1 2 3
oo 0 1 2 3
Dy=| o o 0 1 2
oo oo oo 0 1
co 0 1 20
0O 012 3
co 01 2 3
Dsy=| oo 2 0 1 2
oo 1 2 01
oo 01 20

Aus D5 kénnen nun die Abstande abgelesen werden.

Ldsung zu Aufgabe 14:

Die zu Anfang definierter-Werte bezeichnen wir mit; (e), die in der(k — 1)-
ten Iteration der repeat-Schleife definiertelVerte mitdy(e). Mit Induktion wird
jetzt zunachst Uberlegt, dagg(e) die Lange eines kurzesten Weges vonache
ist, der hdochstenk Kanten enthalt. Fuk = 1 ist dies offensichtlich. Es gelte nun
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die Induktionsvoraussetzung, dass fir ein beliebigegddst> 1 di(e) fur jede
Eckee die Lange eines kirzesten Weges vamache mit hdchsteng: Kanten ist.
Die Eckee sei jetzt ebenfalls fest gewahlt. Nach der Definition desoAtbmus
folgt nun, dass entwedet,,,(e) = di(e) ist oder es eine Vorgangereckevon

e gibt mit dy1(e) = di(f) + w(fe) < di(e). (f sei so gewahlt, dasé.(f) +

w( fe) minimal wird.) Da nuni,(f) nach Induktionsvoraussetzung die Lange eines
kirzesten Weges mit hochstengielen Kanten vors nachf ist, folgt daraus, dass
dr+1(e) die Lange eines kirzesten Weges wamache mit hdchsteng: + 1 vielen
Kanten sein muss. Damit ist die Behauptung uber die Wk(i€ gezeigt.

Da (G, w) keine negativen Kreise enthalt, kann ein kiirzester Wegdtéog £| — 1
viele Kanten enthalten. Somit muss die until-Bedingunganrépeat-Schleife spa-
testens bet = |E| — 1 erfullt sein. Es sind dann die kirzesten Abstande bestimmt,
und man hat eine Komplexitat vax| £|?).

Lésung zu Aufgabe 15:

Angenommen(= enthalt zwei minimale Gerust®, = (F, K;) und By = (E, Ks).
Wir kdnnen die Kanten vom3; und B, ohne Beschrankung der Allgemeinheit so
numerieren, dass folgende Bedingungen erfillt sind:

Ky =A{ki, . kici kiy oo kna ),
Ky ={ky,.... ki1, Kk ...k}
mit
1<i<n-—1,
wky) < ... <w(k,_1)
und
wky) < ...<wk) <wk) <...<w(k,_,).

Flgen wir nunk; zu B, hinzu, so erhalten wir den KreSg, (k;). Nach Satz 6.2-2
gilt

w(k;) > w(k) fur jede Kantek inC, (k).

Da die Gewichte alle verschieden sind, missen die Kaintérk; in Cg, (k;) unter
den ersten Kantehy, . .., k;_; von B, sein. Da diese Kanten auch #j gehoren,
enthalt B; den ganzen Krei§'s, (k;), und dies ist ein Widerspruch. Damit ist der
Beweis erbracht.

Lésung zu Aufgabe 16:

Ein maximaler Fluss kann mit dem Algorithmus von Edmonds iKarp bestimmt
werden. Ausgehend vom Null-Fluggergibt sich zuerst der zunehmende Weg
f — s, auf dem der Fluss um zwei Einheiten erhéht werden kann:
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a (q,+,38) 0(13) d (a,+,13)
9 )
(10) NG Ofg Of@
o)
RS 0(8) N
O7"e
o(1) 0(26) (?)

0(1) S (£.+.2)

C (a+.10)

Wir wollen nun in der L6sung einige Schritte Gberspringeachacht Flussvergro-
Berungen ergibt sich der in dem folgenden Diagramm daiiedtuss f5. (Dabei
sind stets, falls eine Wahl zu treffen war, die Nachbare@iear abgesuchten Ecke
in alphabetischer Reihenfolge markiert worden.)

a (q+11) 9(13) d (a,+.4)
& )
7 X OGJ >(;)
D)
& 8(8)
o 'l\%\ e 7(7)
(d.+.1)
q 1(1) 11(26) <
1(2) (£.+.1)
(- e %@D Clemn
e@) ~ ﬂ)@'ﬁ
f (e, +.1)

Ein weiterer Schritt des Algorithmus fiihrt zu den folgentiéarkierungen und dem

herausgehobenen zunehmenden Weg:

nw A0 e
L

w(/fs) =30
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a (q+,11) 9(13) d (a,+,4) q \/

% )
%, B ONSC a +/

N
55 o) )20 iV
) 11(26) B i e v
1(1
| Ty S L .V
) @m0 (@ (et b
e(@) hy \j)\(&ﬂ f \/
S

Nach der Flussvergréf3erung hat m@gmit w( fo) = 31. Im néchsten Schritt stoppt
der Algorithmus. Das folgende Bild zeigt den maximalen Elfisund die Markie-
rungen aus dem letzten Algorithmusschritt, der resuliéeeminimale Schnitt kann
ebenfalls abgelesen werden.

ISHESEES
L

Lésung zu Aufgabe 17:

a. Je nach Absuchreihenfolge der bereits markierten Edidedje beim Algo-
rithmus von Ford und Fulkerson eine gewisse Freiheit beskelmmt man
verschieden schnell zu dem (hier eindeutigen) maximaless-ISucht man
z.B. im ersten Schritt in der Reihenfolgea, b, e, f ab, so ergeben sich die
folgenden Markierungen mit herausgehobenem zunehmendsgn W

(q,+,10) (a,+,10) (b,+,10)
a b C
0(10) 0(10) 0(10) 0(10)
q 0 (1) S (£,4+,1)
(=29
d e f
(q,+,10) (b,+.1) (e.+,1)

Beim nachsten Schritt ist folgendes Bild mdglich
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(q,+.9) (e,—1) (b,+.1)
a b c
1(10) 1(10) 0(10) 0(10)
q 1(1) S o)
(=29
0(10) 0(10) 1(10) 1 (10)
d e f
(q,+,10) (d,+,10) (e,+,9)

Indem man in dieser Weise fortfahrt, kommt man erst riicRlussvergrofie-
rungen zum maximalen Fluss, der hier dargestellt ist:

Mit dem Algorithmus von Edmonds und Karp bekommt man dieskeisg-
schon nach zwei Flussvergrof3erungen.

b. Verallgemeinert man das obige Beispiel dahingehend,mas die Kantenka-
pazitatl0 durch irgendeine natirliche Zaplersetzt, so zeigen die tiberlegun-
gen aus a), dass der Algorithmus von Ford und Fulkerson lgegaahickter
Vorgehensweis@p viele Flussvergrof3erungen bis zur Ermittlung des maxi-
malen Flusses braucht. Die Komplexitat ist also von den Kiggswerten
abhangig und kann folglich, da letztere beliebig grol3 séimien, nicht durch
ein Polynom in der Anzaht der Ecken des Digraphen abgeschéatzt werden.
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L6sung zu Aufgabe 18:

Die Aussage, dassp-fach zusammenhangend ist, bedeutet: man muss mindestens
p Ecken augy entfernen, damit der Rest des Graphen nicht zusammenhdirggen
Wenn je zwei Ecken i durch mindestengviele eckendisjunkte Wege verbunden
sind, ist dies offenbar erfllt.

Nun sei umgekehr€ als p-fach zusammenhangend vorausgesetznd s seien
Ecken inGG. Jedeg und s trennende Eckenmenge muss mindesienele Ecken
enthalten. Setzt mapund s als nicht-benachbart voraus, so gibt es nach dem Satz
von Menger (fur ungerichtete Graphen) mindestengele eckendisjunkte Wege
von ¢ nachs. Es bleibt der Fall zu betrachten, dassind s benachbart sindz’

sei der Graph, der durch Entfernen der Kafjes} entstehtG’ ist (p — 1)-fach
zusammenhéangend, undgands in G’ nicht benachbart sind, kann man wie oben
auf die Existenz vomp — 1 vielen eckendisjunkten Wegen vgmachs in G’ (und
damit auch inG) schlieen. Zusammen mit der Kar{tg s} hat man inGp viele
Wege.

L6sung zu Aufgabe 19:

G = (E; U E,, K) sei ein regulérer bipartiter Grapty, > 1 sei der allen Ecken
gemeinsame Gradd C F; sei eine beliebige Teilmenge, wir setzen= |A|. Es
gibt genauay viele Kanten der Fornef mite € A und f € FE,. Da jede Ecke
von FE, auf genauy vielen Kanten liegt, missen diey vielen Endecken ink;
dieseray vielen Kanten mindestensverschiedene Ecken enthalten, i&gA)| >
|A| bedeutet. Mit dem Satz von Hall kann nun geschlossen wenissG eine
vollstandige Korrespondenz besitzt.

Lésung zu Aufgabe 20:

Man kann das Problem so I6sen, wie in Abschnitt 7.6 besohiniebs ist dann zuerst
irgendein zulassiger Flus zu finden, davon ausgehend kann mit dem Algorith-
mus von Ford und Fulkerson (d. h. durch zunehmende Wege) @iimmaler zulés-
siger Fluss bestimmt werden.

Man kann sich jedoch auch die Lésung der Aufgabe 6.1 (Eiresmufdabe zu
Abschnitt 7.6) zunutze machen, wo der folgende maximals$Hiir das dort gege-
bene Fluss-Netz gefunden wurde:
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Bei der vorliegenden Aufgabe handelt es sich um denselbgraplien, die obere
Kapazitat ist nur auf der gerichteten Kawntevon 2 auf4 geéndert. Wegen der nun
auch gegebenen unteren Kapazitéaten ist der obige Flussaildssig. Man sieht
jedoch sofort, dass auf dem Weg— a — d — b — ¢ — f — s der Fluss un®
erhoht werden kann, Resultat ist der folgende zulassigesFlu

Da der Fluss auf allen die Mendg = {q,a,d} verlassenden Kanten die obere
Kapazitatsgrenze erreicht, muss dieser Fluss maximal sein

Losung zu Aufgabe 21:

Wir wahlen zwein-elementige Menge® = {q,...,¢,} undS = {s1,...,s,}
und zwei weitere Elementg und s. Auf der Eckenmengé := Q U S U {q, s}
definieren wir einen Digraphefi. Die Kantenmengé besteht aus alleq, allen
zy und allenys (mit x € Q undy € S). Jeder Kanté: € K wird die Kapazitat
c(k) = 1 zugeordnet. Fir das Fluss-Né&tz, c, ¢, s) definieren wir noch eine Kos-
tenfunktion durchy(q, z) := v(y, s) := 0 und~v(g;, s;) = a;;, wobei wie ublich
a;; den Eintrag in deg-ten Zeile undj-ten Spalte der Matrix4 bezeichnet. Nun
entsprechen die ganzzahligen Flisse vom Wemit minimalen Kosten genau den
Ldsungen des Zuordnungsproblems fur die gegebene Méatrix
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L6sung zu Aufgabe 22:

Die Nachricht kommt nur dann nadi msec beif" an, wenn einer der kiirzesten
Wege

A - B —-— D — F
A - B - E — F
A - C - D — F
A - C —- E — F

genommen wird.

Jeder dieser Wege tritt mit einer Wahrscheinlichkeit von

auf, mithin betragt die gefragte Wahrscheinlichkgibzw. 2.

L6sung zu Aufgabe 23:

Zunachst versendéd? vier Meldungen (mit Zahlerwert 1) an seine vier Nachbarn.
Danach entstehen folgende Meldungen mit Zahlerwert 2:

A — C
C — AD,E
D —- C/F
E — CJF

Dies ergibt in der Summe 12 Meldungen.

L6sung zu Aufgabe 24

a. In den folgenden Diagrammen ist die Entwicklung in deneersirei Zeit-
takten dargestellt, wobei 0.B.d.A. A im ersten Takt den Nch B als Zwi-
schenknoten nutzt. Die Verkehrsbelastung einer Kantairstadie Anzahl der
Pfeile angedeutet. Im folgenden wechseln sich stets die inm@ 3. Zeittakt
vorliegenden Situationen ab.

it : t

1. Zeittakt 2. Zeittakt 3. Zeittakt
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b. Mit einem Biasfaktor vorx = 1 ergibt sich ein Oszillieren zwischen den bei-
den folgenden Mustern:

—
—
C > z C z
A — B A B

c. Eine Erhohung des Biasfaktors wirde hier keine weiterbagserung bewir-
ken. Der Grund liegtin der Symmetrie des gegebenen Grapiidmilfe schaf-
fen kénnte hier die Einfiihrung verschiedener "Grundld'stgrfur die einzel-
nen Kanterk, um die Symmetrie auf diese Weise zu brechen.

Losung zu Aufgabe 25:

Wir setzten 0.B.d.A. voraus, dass jeder Knoten von A zuleitzé Nachricht mit
Folgenummer 1 erhalten (und diese abgespeichert) hatiFeenzunachst voraus-
gesetzt, dass die Laufzeiten auf den Kanten sehr grol3 sgahgber den Verarbei-
tungenszeiten in den Knoten.

A sendet Meldungen (mit Folgenummer 2) an B und C. Darauftinc&t

e B entsprechende Meldungen an C, D unde E,

e C Meldungen an B und E.
Schlief3lich sendet

e D eine Meldung an E,

e E ein Meldung an B oder C und an D
(abhangig von der Reihenfolge der Verarbeitung der enhattd/leldungen von
C. bzw. B).

Insgesamt ergeben sich so 10 Meldungen.

Ohne die obige Voraussetzung Uber Lauf- und Verarbeitweitgsz mag es z. B.
maoglich sein, dass B eine Meldung von C erhalt, bevor die Meddvon A in B

eintrifft. In diesem Falle wirde B nur Meldungen an D und Eiskén, jedoch
keine an C.
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L6sung zu Aufgabe 26:

Zwei beliebige Knoterr undk(x # k) seien gegeben. Zu zeigen ist:Gh(— k)
gilt entwederr — k, oder aber es existieren Zwischenknatenzs ,... ,z, (¢t >
1) mit

T — T — Ty — ...1 — k.

Angenommen, es ist nicht bereits— £ , denn in diesem Fall muss nichts gezeigt
werden. Da den Knotenin G (— k) mindestens zwei gerichtete Kanten verlassen,
kann einz; mit + — x; gewahlt werdenz, sei nun ein Nachfolger vom; in

G (— k), der nicht gleiche ist. Entsprechend kann eine Folge

r— T — Ty — ... L1 — Ly — Ljy1 - -

konstruiert werden derart, dass stets (falls# £ ist) x;,; als Nachfolger vor;
mit ;.1 # x;,1 gewahlt wird. DaG (— k) nur endlich viele Knoten enthalt,
aber auch kein gerichteter Kreis entstehen kann, bleibtdireuMdglichkeit, dass
die Folge abbricht, indem einma),; = £ wird. Damit ist der Beweis erbracht.

Lésung zu Aufgabe 27:

Zunéchst ist es hilfreich, sich z. B (— 1) zu veranschaulichen:

An dem Routing-Plan liest man ab, dass die Digrapfigr- 2) , G (— 3) usw.
durch “Rotation” aus obigem Bild entstehen. Daran sieht satdart, dass in keinem
derG (— k) ein gerichteter Kreis mit mehr als zwei Kanten existiertthimi ist C'
kreisfrei.

C'ist nicht bidirektional: fallen z. B. die Kanten 15 und 25 gsskann zwar Knoten
5 noch Nachrichten an 1 versenden (Uber 3 — 1), jedoch 1 keine an 5.

Da bei diesem Routing-Plan stets der Erstweg aus einentdirédante besteht und
es genau einen Zweitweg gibt, welcher zwei Kanten hat, wirthér unter den
physikalisch noch méglichen Wegen ein mdglichst kurzegawsgihilt.
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Losung zu Aufgabe 28:

G (— 1) sieht folgendermafen aus:

Der Routing-Plan ist hier so aufgebaut, dass z.B. die auskabten 1,5 und 6
bestehende “Zelle” auch it¥ (— 5) und G (— 6) entsprechend genutzt wird.
Mathematisch verbirgt sich dahinter eine Uberdeckung dert&hmenge durch 7
Dreiecke (“Zellen”), die fur das Routing verwendet werden.

Aus dieser Struktur ergibt sich sofort, d&ssowohl kreisfrei als auch bidirektional
ist und dass stets mdglichst kurze Wege gewéahlt werden.

Losung zu Aufgabe 29:

Gefragt ist nach dem Wert vofy, wennp = % eingesetzt wird (s. Satz 9.2-1). Mit
der in Satz 9.2-2 abgeleiteten rekursiven Formel hat man

4 N\ 4 1\® /4 1\® /4 n\*
pe= ()4 () - () G) - (e G) - ()2 G)
wobei f1, f2, f3 und f, aus Beispiel 9.2-4 Gbernommen werden kdnnen.

Es ergibt sich:

f, = 1

fa = 05

fs = 05

f, = 0,59375

Mit obiger Formel erhalt man darays = 0, 7109375.
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L6sung zu Aufgabe 30:

Das gesuchte Polynom hat die Form
2(G) = Fp*(1 = p)* + Fap'(1 = p)* + Fp*(1 — p) + Fp,

denn esisty = I} = F;, = 0, da eine funktionsfahige Kantenmenge notwendiger-
weise einen zusammenhangenden Teilgraphen aufspannen mus

Offensichtlich istFy = 1. Auch F5 ist leicht zu sehen, denn je 5 der 6 Kanten reichen
(wegen der jeweils 2 Eintrage und der Kreisfreiheit) furlimktionsfahigkeit aus.

Zur Bestimmung vorF, greifen wir auf die Beziehung
F,=15—-C%

zuruick; es genigt also, die Anzatl} der zweielementigen kritischen Kantenmen-
gen zu bestimmen.

C
4 3
D B
1 2
A

Wie man anhand des Routing-Plans nachprift, sind die Mengen
{A,B},{A,D},{A, E},{A, F}, {B,E},{C,D},{D,E} und {E, F}, jede der
ubrigen 7 zweielementigen Kantenmengen (z{B, C'} oder{B, D}) ist nicht
kritisch, d. h. ihr Ausfall stort nicht die Funktionsfahigikdes Netzes. Es folgt also
Fy,=1.

Da es sich bei dem vorliegenden Routing-Plan um SP-Routibh@raferenz han-
delt (vgl. Abschnitt 8.6), sieht man schlie3lich leichtsd&A, D, E'} die einzige
dreielementige funktionsfahige Kantenmenge ist, d. hilegg = 2.

Im Ergebnis lautet das gesuchte Polynom

z(G) = pA—p?’+7'(1—p)*+6p°(1—p)+p°
= PP+ dpt — 5p° + b
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Losung zu Aufgabe 31:

Wir bestimmen die Koeffizientehy, F;, Fi und F; fur Gy bzw. Fy, FZ, F{ und F;
far Go.

Offenbar giltF; = F, = 1 und, da keiner der beiden Graphen eine Ecke mit nur
einer inzidenten Kante enthalty = F{ = 7.

Die beiden Ecken vo&r; von Grad 2 indizieren 2 zweielementige kritische Kanten-
mengen. Da keine weiteren zweielementigen kritischen éanengen existieren,
gilt C5 = 2 und damit

7
F5:(2)—2:19

Mit analoger Argumentation folgk; = 20.

Auch bei der Bestimmung vor, bzw. F} ist es etwas gunstiger, die krtischen
dreielementigen Kantenmengen zu betrachten. Man fifigdet 14 undC} = 11,
woraus sich (wegef)]) = 35)

F4 = 21
und B = 24

ergibt.

Insgesamt hat man sonfi{ > F; fur alle i mit F > F; und F; > F,. Daraus folgt,
dass (sogar jede Kantenwahrscheinlichjgeitr, zuverlassiger ist al&§';:

2(Ga)(p) > 2(G1)(p)

Lésung zu Aufgabe 32:

Es wird zunéchst die negative Adjazenzmatrix aufgestelljer Hauptdiagona-
len werden zusétzlich die Eckengerade eingetragen. Béneider letzten Zeile und
Spalte fuhrt schlie3lich zu der Matrix”’.

5 -1 -1 -1 -1
-1 5 -1 -1 -1
M= -1 -1 5 -1 -1
-1 -1 -1 5 -1
-1 -1 -1 -1 5

Die gesuchte Anzahl der Geruste ist gleiti(1').

Zur Berechnung vomet(M') wird die Matrix auf Diagonalgestalt gebracht. Man
erhalt:

5 -1 -1 -1 -1
-1 5 -1 -1 -1
-1 -1 5 -1 -1
-1 -1 -1 5 -1
-1 -1 -1 -1 5
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5 -1 -1 —1 -1
. 0 24 —6 -6 —6
—— |0 -6 24 -6 -6
SRR R R YR
0 -6 —6 —6 24
5 -1 —1 -1 -1
L |02 6 6 -6
=550 0 9 30 -30
0 0 =30 90 —30
0 0 =30 =30 90
5 -1 -1 -1 -1
. 0 24 -6 -6 —6
=—— 10 0 9 —30 —30
2.143 . K4
A 0 00 240 —120
0 0 0 —120 240
5 -1 —1 -1 -1
. 0 24 -6 -6 —6
-~ 10 0 9 —-30 —30
.22 .43 . k4
2235450 0 0 0 240 120
00 0 0 360
1
- = .5-24-90-240-
SRR 90 - 240 - 360
— 1296

Der GraphK§ besitzt also 1296 Gerlste. Dies entspricht dem erwartatgebiis,
denn nach dem Satz von Cayley ist fiig die Anzahl der Gerlste gleidH.

Losung zu Aufgabe 3

3:

Esistn = 5 (alsol = 4) undm = 8. Weiter gilt offenbarc = 2, denn die beiden
zu Ecke 1 inzidenten Kanten bilden eine kritische Menge.

Da keine weitere zweielementige kritische Menge exististt’; = 1 und damit
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R,.—; = R,(= Fy) istdie Anzahl der Geruste und wird durch Aufstellen der Matr
M’ (wie in Anhang G beschrieben) ermittelt:

2 -1 -1 0
wol| 4 1
-1 -1 4 -1
0 -1 -1 3

Man errechnef?, = det(M') = 40, und damit ergibt sich
S =p*+8p"(1 —p) +27p°(1 — p)* + 40p*(1 — p)*
Wegen(;) = 56 lauten die einfachen Schranken
S < 2(G) < S+ 56p°(1 —p)°.

Die Sperner-Schranken ergeben

S+ @40195(1 —p)’ <2(G) < S+ @271?5(1 - )’

(3 ()

bzw.

S +32p°(1 —p)® < 2(Q) < S +54p°(1 — p).

LAsung zu Aufgabe 34:

Ein beliebiger Graplt = (£, K) sei gegeben. Wir bilden folgendes Mengensys-
tem: Als Grundmengé/ wird die Knotenmengd’ gewéhlt. M besteht aus allen
zweielementigen Teilmengen vdi, die durch die Kanten des Graphen gegeben
sind. Ist nun7’ eine maximale Transversale dieses Mengensystems, sdesbaf

M — T bzw. E — T eine minimale Knotenliberdeckung véh Mit einem polyno-
mialen Algorithmus zur Lésung des Problems der maximalem3versalen héatte
man somit auch einen solchen fir das Problem der minimalendftiberdeckung.

Losung zu Aufgabe 35:

a. In einem GerusB von K, muss es offenbar Ecken geben, die nicht durch eine
Kante verbunden sind, folglich gilt auf jeden Féibm(B) > 2.

Fur das folgende GerU#, ist diam/(B;) = 2:

5 4

AVl
/\

7
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b. Wir behaupten, dass die Gerugtg Bs, . . ., B; die einzigen Gerlste voR;
mit Durchmesser 2 sind; dabei ist ni#f das Geriist bezeichnet, welches iso-
morph zuB; ist mit der Ecke als "Zentrum”.

Es seiB ein beliebiges Gerlst voR; mit diam(B) = 2. e, f seien Ecken,
die in B Abstand 2 haben; sei eine Ecke, die mi¢ und mit f verbunden
ist. Wedere noch f kbnnen aulRer weitere Nachbarn haben, denn dies wiirde
entweder der Voraussetzudgum(B) = 2 oder der Tatsache widersprechen,
dassB keinen Kreis enthalt. Also kann nurweitere Nachbarn haben. Aus
dieser Uberlegung folgt nun unmittelbar, dassas "Zentrum" dieses Geriists
ist und alle anderen Ecken nur mitverbunden sind.

Lésung zu Aufgabe 36:

a. Seizx einbe beliebige Ecke. Zu jeder zuinzidenten Kantee = zy gibt es
eine weitere Kant¢' = xz derart, dasge, f} eine minimale kritische Kan-
tenmenge istf sein inG(— y) die zweite die Ecke x verlassende Kante. Also
gibtes mindesten(s@} viele minimale kritische Mengen, deren zwei Kanten
die Eckex gemeinsam haben.

Da fur verschiedene Auswahlen voeralle sich so ergebenden minimalen kri-
tischen Mengen verschieden sind, folgt die Ungleichung.

b. DainK, alle Ecken den Grad 3 haben, folgt aus a): jeder Routing{fBtaki,

erfilll
Cy> 4. (%1 _s

Da fur SP-Routing mit Praferenz gilt, = 8, kann es furk, keinen Routing-
Plan mit weniger minimalen kritischen Mengen geben, miitider Routing-
Plan optimal bezuglich.

L6sung zu Aufgabe 37:

Der Routing-Plan hat folgende Eigenschaften:

Die Ecken 1,2 und 3 sowie die Ecken 1,4 und 5 bilden "dreiecKigllen" in dem
Sinn, dass eine Ecke jeweils die Kanten zu den beiden anéeiam als Erst- und
Zweitweg fur Ziele innerhalb der Zelle nutzt.

Dies fuhrt zu den minimalen kritischen Kantenmengen
{12,13},{12,23}, {13, 23}

und
{14,15}, {14, 45},{15,45}

Weiter gilt: Die Ecken 2 und 3 nutzen jeweils fur Ziel 4 die Karzu Ecke 5 als
zweite Prioritat und entsprechend fir Ziel 5. In analogersé/a@utzen 4 und 5 ihre
Kanten nach 2 und 3.
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Dies fuhrt zu den vier minimalen kritischen Kantenmengen
{24,25}, {34, 35}

und
{42,43}, {52, 53}

Weitere minimale kritsche Kantenmengen existieren nehgilt alsoC,; = 10. Da
K5 10 Kanten besitzt und folglich fur jeden Routing-Plan> 10 gelten muss, hat
der gegebene Routing-Plan die kleinstmdgliche Anzahl mmahér kritischer Kan-
tenmengen.

Losung zu Aufgabe 38:

C sei ein kirzester Kreis ik. Angenommen, es se(G) > 2 - diam(G) + 2. C
muss dann zwei Eckenundy enthalten, die irC' einen Abstand von mindestens
diam(G) + 1 haben. Dar undy in G geringeren Abstand haben, gibt es zwischen
ihnen einen kirzesten Wdd’, der nicht inC' enthalten ist. Zusammen mit dem
kirzeren der beidem — y—Wege inC' ergibt W nun einen kirrzeren Kreis ats,
und dies ist ein Widerspruch.

Losung zu Aufgabe 39:

Da in den betrachteten Zufallsgraphen jede(@r\/ielen maoglichen Kanten unab-
hangig voneinander mit Wahrscheinlichkeiorhanden ist, ist der Erwartungswert
der Kantenzahl der Graph€he &(n,p) gleichp - (}).

Ldsung zu Aufgabe 40:

Nach Satz 10.3-1 gilt fur den Cluster-Koeffizienten= %2:3 ~ 0, 75.

Zur Bestimmung des mittleren Abstands reicht es aus Synegefiinden, den
durchschnittlichen Abstand einer fest gewéahlten Eekai allen anderen Ecken
zu ermitteln. Aufgrund der Konstruktion voli,, . hate zu 10% vielen Ecken den
Abstand 1, zul0® weiteren den Abstand 2 usw. Fir den mittleren Abstand erhalt
man so:

[ ~ 103.14103-24...4103.106
~ 109—1

Dies ergibt

< 6 S
10%-12-.(10641)
109

I~ ~ 19 = 500.000.

Die préazise Formel lautet

| = ”2(2&2_‘1?, was offenbar in der Nahe vaj liegt; als genauerer Wert ergabe sich

hier ca.500.000, 5.

Losung zu Aufgabe 41
In dem skalenfreien Graphen gilt offenkgi00) ~ 0,01 undp(200) ~ 0,0025. In
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dem Zufallsgraphet hat man allgemeip; = (" ")p(1 — p)"~'~* (siehe Lemma
10.5-1), fur die hier gegebenen Werte erhalt mag ~ 0, 04 undpyg ~ 10721

Lésung zu Aufgabe 42:

Wir behaupten, dass. = ﬁ die epidemische Schranke ist.

Gilt namlich fur die Ausbreitungsrate > ﬁ S0 sind erwartungsgemar im zwei-
ten Zeittakt\- (n—1) > 1 viele Knoten infiziert (da der zu Anfang infizierte Knoten
n—1 viele Nachbarn besitzt), im dritten Zeittakt- (n —1)? > 1 viele Knoten usw.
Da der Graph endlich ist, kann langfristig ein stetiges Ckéan" erwartet werden,
bei dem jeweils eine Halfte der Knoten infiziert ist.

Gilt fur die Ausbreitungsratgé < -, so stirbt die Infektion wegen

n—1"'
Ao (n—1)" — o0

erwartungsgemal langfristig ab.

Lésung zu Aufgabe 43:

Im untenstehenden Bild sind zwei Graphen mit dieser Grgdfdargestellt — dabei
gilt s(G1) = 36 unds(Gs) = 37.
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