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Vorwort zum Kurs

Die Graphentheorie ist heute ein wichtiges Hilfsmittel beim Studium komplexer
Probleme in verschiedenen Wissenschaften wie auch in direkten Anwendungsbe-
reichen.
Der universelle Charakter der Graphentheorie hat seinen Ursprung in der Einfach-
heit der Struktur von Graphen: die Konzepte und Ergebnisse der Graphentheorie
sind immer dann anwendbar, wenn ein System zu modellieren ist, in dem Paare
von Objekten in einer Beziehung stehen können. Die strukturelle Einfachheit (und
damit auch Anschaulichkeit) zusammen mit dem interdisziplinären Charakter geben
der Graphentheorie viel von ihrem besonderen Reiz. Bei einer Modellierung durch
Graphen bleiben natürlich stets (mitunter wichtige) Aspekte des zu untersuchen-
den Systems unberücksichtigt, weshalb die erzielten Ergebnisse mit Zurückhal-
tung interpretiert werden müssen. Dies dürfte besonders für sozialwissenschaftliche
Anwendungen der Graphentheorie zutreffen.

Historisch hat die Graphentheorie viele Ursprünge, die oftaus Rätseln oder Spielen
erwachsen sind. Viele Konzepte und Ergebnisse sind dabei mehrfach eingeführt
bzw. erzielt worden. Einige markante Stationen sollen hieraufgeführt werden:

1737 Euler löst das Königsberger Brückenproblem.

1847 Kirchhoff verwendet graphentheoretische überlegungen zur Analyse elek-
trischer Netzwerke.

1852 Guthrie wirft gegenüber deMorgen die Vierfarbenvermutung als Problem
auf, das 1878/79 von Cayley noch einmal öffentlich gestelltwird.

1857 Cayley untersucht die Isomeren gesättigter Kohlenwasserstoffe und
bestimmt die Anzahl der Gerüste vollständiger Graphen.

1859 Hamilton erfindet ein Spiel, bei dem entlang der Kanten eines regulären
Dodekaeders eine geschlossene Linie zu finden ist, die jede Ecke genau einmal
berührt.

1890 Heawood beweist, dass jeder planare Graph5-färbbar ist.

1927 Menger beweist, dass in jedem zusammenhängenden Graphen die Min-
destanzahl von Ecken, deren Wegnahme zwei nicht benachbarte Punkte unver-
bindbar macht, gleich der Maximalzahl eckendisjunkter Wege zwischen diesen
Punkten ist.

1930 Kuratowski beweist, dass ein Graph genau dann planar ist, wenn er bis auf
HomöomorphieK5 oderK3,3 nicht als Teilgraphen enthält.

1936 Das erste Buch über Graphentheorie erscheint in Leipzig: D. König, Theo-
rie der endlichen und unendlichen Graphen.

Hier wollen wir die Aufzählung abbrechen. Die folgende Zeitist gekennzeichnet
durch das Eindringen der Graphentheorie in immer mehr Anwendungsbereiche, auf
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der anderen Seite durch eine intensive innermathematischeEntwicklung der Gra-
phentheorie selbst. Dabei bestimmt neben den Anstössen vonaußen zunehmend
auch eine innermathematische Dynamik diese Entwicklung.

Besonders stürmisch wurde die Entwicklung der Graphentheorie in den letzten Jahr-
zehnten durch die Verfügbarkeit immer leistungsfähigererRechner. Wie allgemein
für die sog. Kombinatorische Optimierung gilt insbesondere für die Graphentheo-
rie, dass viele Probleme praktisch lösbar wurden, nachdem sie vorher wegen der
großen Anzahl durchzuführender Rechenoperationen nicht in vertretbarer Zeit bear-
beitet werden konnten. Viele dieser Probleme kommen aus Operations Research
oder Informatik.

Eine besondere Station in der Entwicklung der Graphentheorie muss allerdings
noch herausgehoben werden: im Jahre 1976 bewiesen Appel undHaken die Rich-
tigkeit der Vierfarbenvermutung, die mehr als hundert Jahre lang als einfachsten und
zugleich faszinierendsten ungelösten Probleme der Mathematik gegolten hatte. Bri-
sant an dem Beweis ist, dass zur Untersuchung einer großen Anzahl gleichartiger
Fälle die Hilfe eines Computers in Anspruch genommen wurde und es für Men-
schen praktisch kaum möglich ist, diese Fälle einzeln (ohneHilfe eines Rechners)
nachzuprüfen.

Im vorliegenden Kurs ist die Auswahl des gebotenen Stoffes hauptsächlich unter
dem Aspekt der Anwendungen in der Elektrotechnik erfolgt. Dies konnte nur eine
grobe Leitlinie sein, denn schon die Einordnung des Stoffesin das ”Gebäude” der
Graphentheorie verlangt auch ein Eingehen auf nicht unmittelbar praxisrelevante
Bereiche. Im zweiten Teil des Kurses spielen insbesondere "Zufallsgraphen" eine
große Rolle. Auf Färbungsprobleme wird in dem Kurs nicht eingegangen, obwohl
das Vierfarbenproblem auch für die Herausbildung der Graphentheorie von zentra-
ler Bedeutung war.

Methodisch wird in dem Kurs der Stoff vorwiegend vom algorithmischen Stand-
punkt her entwickelt. Für ein solches Vorgehen ist ein kurzes Eingehen auf die
Theorie der Algorithmen, wie sie in Logik und TheoretischerInformatik betrieben
wird, nötig.

Der erste Teil des Kurses hat neben der Vermittlung der grundlegenden Begriffe der
Graphentheorie das Herstellen eines Grundverständnissesfür die Theorie der Algo-
rithmen zum Inhalt. Ferner werden einige der ”klassischen”Graphenalgorithmen
behandelt (z. B. zur Bestimmung kürzester Wege), die in verschiedensten Anwen-
dungen ein Rolle spielen.
Der zweite Teil des Kurses ist einigen speziellen Anwendungen der Graphentheorie
in der Elektrotechnik gewidmet.
Die behandelten mathematischen Sätze werden in der Regel vollständig bewiesen.
Es gibt zwei Ausnahmen von dieser Regel: Handelt es sich um einen Satz mit einem
technisch komplizierten Beweis, so dass der große Aufwand des Beweises zu der
Bedeutung des Satzes für diesen Kurs in einem Missverhältnis steht, so wird nur
die Beweisidee angedeutet. Geht es gar um einen Satz, der eigentlich nicht zu dem
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Stoff dieses Kurses gehört, sondern mehr dem Ausblick auf angrenzende Bereiche
der Graphentheorie dient, so ist der Beweis ganz weggelassen.

An Voraussetzungen für das Studium des Kurses sind nötig dieVertrautheit mit der
Mengensprache sowie Kenntnis der Grundlagen der Linearen Algebra (einschließ-
lich des Umgangs mit Matrizen). Die wichtigsten Begriffe aus diesen Bereichen
sind - sozusagen zur Erinnerung - in Anhängen kurz erläutert.

Das Literaturverzeichnis führt die bei der Erstellung des ersten Teils verwendete
Literatur sowie einige weitere Bücher auf, die anzusehen für einen Leser sicher loh-
nend ist. Es erhebt jedoch nicht den Anspruch, eine vollständige Bibliographie des
Gebietes der Graphentheorie zu sein, eine solche wäre wesentlich umfangreicher.

Die vorliegende Fassung des Kurses ist eine Überarbeitung der ersten Version, die
ab 1990 an der Fernuniversität angeboten wurde. Für den ersten Teil des Kurses
wurden auch die Unterlagen zu Vorlesungen verwendet, die - jeweils an der Tech-
nischen Hochschule Darmstadt - vom ersten Autor zusammen mit Prof. Dr. P. Bur-
meister im Jahre 1975 und vom zweiten Autor im Jahre 1982 gehalten wurden.
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1 Grundbegriffe

1.1 Pseudographen, Multigraphen, Graphen

Definition 1.1-1: Pseudograph
Ein Pseudographist ein TripelP = (E,K, v) bestehend aus einer Eckenmenge E,Pseudograph

einer Kantenmenge K und einer (Inzidenz-) Abbildung

v : K → {{x, y}|x, y ∈ E}.

Die Elemente vonE heißenEcken, die vonK Kanten. Ecken
KantenIst k ∈ K mit v(k) = {x, y}, so heißenx undy die Endeckenvonk. (Man sagt
Endecken einer Kanteauch:x undy inzidierenmit k bzw.k inzidiert mitx undy.)

Es werden im folgenden nurendliche Pseudographen(d. h.E undK sind endliche endliche
PseudographenMengen) betrachtet. Einen endlichen Pseudographen kann man sich stets durch ein

Diagramm veranschaulichen: die Ecken werden durch Punkte der Zeichenebene Diagramme

dargestellt, die Kanten als Linien, die die Endecken der Kante verbinden.

Beispiel 1.1-1:
Der PseudographP mit E = {e1, e2, e3}, K = {k1, k2, k3, k4} und v(k1) =

v(k2) = {e1, e3}, v(k3) = {e1, e2}, v(k4) = {e2} wird durch jedes der beiden
folgenden Diagramme dargestellt:

Definition 1.1-2: Parallelkante
Zwei oder mehrere Kanten, die mit denselben Ecken inzidieren, heißen
Parallelkanten. Parallelkanten

Definition 1.1-3: Schleife
Eine Kantek mit zwei gleichen Endecken (d. h. es giltv(k) = {x}) ist eine (Selbst-)
Schleife. Schleifen
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Definition 1.1-4: Multigraph
Ein Pseudograph ohne Schleifen heißtMultigraph.Multigraph

Definition 1.1-5: Graph
Ein Multigraph ohne Parallelkanten heißtGraph.Graph

Beispiel 1.1-2:
Beispiele durch Diagramme:

Da in einem Graphen jede Kante durch ihre zwei verschiedenenEndecken eindeutig
bestimmt ist, kann ein Graph auch als ein PaarG = (E,K) mit

K ⊆ {{x, y}|x, y ∈ E, x 6= y}

aufgefasst werden. Diese Definition wird in der Literatur häufig verwendet. Einen
Graphen im Sinne von Definition 1.1-1 bekommt man dann, indemmanv(k) := k

für jedesk ∈ K setzt.

Definition 1.1-6: Vollständiger Graph
Ein Graph heißtvollständig oder auch einSimplex, wenn je zwei verschiedenevollständiger Graph

Simplex Ecken des Graphen durch eine Kante verbunden sind.
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Beispiel 1.1-3:
In den folgenden Diagrammen sind vollständige Graphen dargestellt.

Definition 1.1-7: Benachbarte Ecken
ZweiEckena, b ∈ E in einem PseudographenP heißenbenachbart, wenn ein benachbarte Ecken

k ∈ K mit v(k) = {a, b} existiert.

Definition 1.1-8: Benachbarte Kanten
Zwei Kanten k1, k2 ∈ K heißenbenachbartin P , wennv(k1) ∩ v(k2) 6= ∅ gilt, benachbarte Kanten

d. h. wenn sie in mindestens einer Ecke gemeinsam inzident sind.

Beispiel 1.1-4:

a undb sind benachbart,
a undd nicht,
k4 undk5 sind benachbart,
k5 undk6 sind benachbart,
k1 undk4 nicht.

Definition 1.1-9:P sei ein Pseudograph,a ∈ E. Dann heißt die Anzahl der an a
inzidenten Kanten (wobei eine Kante, die zweifach an a inzident ist, auch doppelt
gezählt wird) der Eckengrad (kurz:Grad) von a inP und wird mitγ(a, P ) bzw. nur Grad

γ(a) bezeichnet.

Für einige Sonderfälle werden zusätzliche Begriffe benutzt:
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Definition 1.1-10: Isolierte Ecke
Ist γ(a, P ) = 0, so heißt a eineisolierte EckevonP .isolierte Ecke

Definition 1.1-11: n-regulär
Haben alle Ecken vonP den gleichen Grad n, so heißtP n-regulär.n-regulärer

Pseudograph

Definition 1.1-12: Nullgraph
Der Pseudograph ohne Ecken und Kanten(E = K = ∅) heißt auchleerer Graph
oderNullgraph.Nullgraph

Beispiel 1.1-5:

Es istγ(a) = γ(c) = 3, γ(b) = 2, γ(d) = 0; d ist eine isolierte Ecke.

Als nächstes werden zwei Gesetzmäßigkeiten nachgewiesen,denen die Zahlen
γ(a, P )in einem beliebigen Pseudographen unterliegen.

Satz 1.1-1: Für jeden PseudographenP gilt

∑

a∈E

γ(a, P ) = 2|K|.

(Man prüfe die Formel an Beispiel 1.1-5 nach.)

Beweis: Da jede Kante bei der Bildung der Summe der Eckengrade genau zwei-
mal gezählt wird (je einmal bei jeder der beiden Endecken), ergibt sich die
Behauptung sofort.

Satz 1.1-2: In jedem PseudographenP gibt es eine gerade Anzahl von Ecken
mit ungeradem Eckengrad.

Beweis: Aufgrund von Satz 1.1-1 ist die Summe aller Eckengrade eine gerade
Zahl. Durch Subtrahieren aller geraden Eckengrade von dieser Zahl bleibt
eine gerade Zahl übrig, die nun die Summe aller ungeraden Eckengrade ist.
Dies kann aber nur dann der Fall sein, wenn die Summe aller ungeraden
Eckengrade eine gerade Anzahl von Summanden hat.
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Beispiel 1.1-6:
Wir nehmen an, unter sechs Freunden A, B, C, D, E und F hätten aneinem
Tag eine Reihe von Telefongesprächen stattgefunden. Die Personen können als
Ecken und die stattgefundenen Telefongespräche als Kanteneines Graphen auf-
gefasst werden. So könnte sich z. B. folgender Graph ergeben:

(A undB haben miteinander
telefoniert,D undE nicht, etc.)

Satz 1.1-1 und Satz 1.1-2 ergeben nun allgemeingültige Aussagen über die
Anzahlen der geführten Telefongespräche. So wäre es z. B. nicht möglich, dass
A drei, B zwei, C ein, D vier, E zwei und F drei Telefongespräche geführt hat,
denn3 + 2 + 1 + 4 + 2 + 3 ist 15 und somit ungerade.

Wir kommen nun zu dem zentralen Begriff derIsomorphie von Pseudographen. Isomorphie

Wie auch bei anderen mathematischen Objekten üblich, ist hier die Grundidee, ver-
schiedene Objekte in gewissen Zusammenhängen als einObjekt ansehen zu dürfen,
wenn sie sich streng mengentheoretisch unterscheiden, vonder Struktur her aber
identisch sind.

Beispiel 1.1-7:

Die drei in den Diagrammen dargestellten Graphen sind zwar verschieden,
jedoch von ihrer Struktur her gleich.

Definition 1.1-13: Isomorphismus
P = (E,K, v) undP ′ = (E ′, K ′, v′) seien Pseudographen. Ein Paar von Abbil-
dungen

φ : E → E ′, ψ : K → K ′

heißt einIsomorphismusvonP auf P ′, wennφ undψ bijektiv sind und wenn für Isomorphismus

alle k ∈ K undx, y ∈ E gilt:

v(k) = {x, y} ⇔ v′(ψ(k)) = {φ(x), φ(y)}.
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Existiert ein Isomorphismus vonP aufP ′, so heißenP undP ′ isomorph ( in Zei-isomorph

chen:P ≃ P ′ ).

Für Graphen lässt sich der Begriff Isomorphismus einfacherfassen, wenn man die
Kanten als Eckmenge auffasst:

G undG′ seien Graphen. Eine Abbildung

φ : E → E ′

heißt Isomorphismus von G aufG′, wennφ bijektiv ist und für alle{x, y} ∈ E gilt

{x, y} ∈ K ⇔ {φ(x), φ(y)} ∈ K ′.

Beispiel 1.1-8:

Man beachte, dass die beiden ersten Diagramme Darstellungen desselbenMul-
tigraphenP1 sind. Ein Isomorphismus vonP1 aufP2 ist z . B. gegeben durch

φ(a) = g, φ(b) = h, φ(c) = e, φ(d) = f, ψ(k1) = l5,

ψ(k2) = l4, ψ(k3) = l1, ψ(k4) = l3, ψ(k5) = l2.
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Bei Beispiel 1.1-7 reicht es, da es sich um Graphen handelt, eine Abbildung zwi-
schen den Eckenmengen anzugeben, um einen Isomorphismus zubeschreiben. So
ist z. B. die Abbildungφ mit φ(b) = b, φ(a) = c, φ(c) = a ein Isomorphismus des
im ersten Diagramm dargestellten Graphen auf den zweiten.
Es ist wichtig anzumerken, dass beim Umgang mit Pseudographen die Begriffe
"Gleichheit" und "Isomorphie" oft nicht sauber getrennt werden, was jedoch in der
Regel nicht zu falschen Schlussfolgerungen führt: hinsichtlich aller mathematischen
Eigenschaften (und nur abgesehen von der "Natur" der Elemente) sind zwei isomor-
phe Pseudographen im Grunde "gleich".
Stillschweigend haben wir den Begriff der Isomorphie auch bereits bei den Bei-
spielen Beispiel 1.1-2 und Beispiel 1.1-3 benutzt, wo Pseudographen durch ihre
Diagramme ohne Bezeichnungenfür Ecken und Kanten definiert wurden. Wenn
man einen Pseudographen durch ein Diagramm einführt, das nicht für alle Ecken
und Kanten Namen enthält, so ist damit strenggenommen gemeint, dass von irgend-
einem der vielen zueinander isomorphen Pseudographen die Rede ist, die durch das
Diagramm beschrieben werden; man kann auch die Auffassung haben, dass durch
das Diagramm eineIsomorphieklassevon Pseudographen festgelegt wird. Es istIsomorphieklasse

aber trotzdem üblich, in dieser Situation von demin dem betreffenden Diagramm
dargestellten Pseudographen zu sprechen.

Als nächstes werden die grundlegenden Operationen beschrieben, mit denen aus
vorgegebenen Pseudographen weitere konstruiert werden können.

Definition 1.1-14: Teilgraph
Ein PseudographP ′ = (E ′, K ′, v′) heißt einTeilgraph von P = (E,K, v) (in Teilgraph

ZeichenP ′ ⊆ P ), wennE ′ ⊆ E,K ′ ⊆ K und v′(k) = v(k) für alle k ∈ K ′.
Ist P ′ 6= P , so heißtP ′ ein echter TeilgraphvonP (P ′ ⊂ P ). Gehört jede Kante echter Teilgraph

vonP , die zwei Ecken vonP ′ verbindet, zuP ′, so heißtP ′ der vonE ′ induzierte
(oder: aufgespannte) UntergraphvonP . (Der Kürze wegen wählt man hier nichtinduzierter

Untergraphdie Bezeichnungen "Teilpseudograph" oder "Unterpseudograph".)

Beispiel 1.1-9:

P ′
1 ist Teilgraph, jedoch kein Untergraph, weil die Kantek3 nicht zuP ′

1 gehört,
aber die zuP ′

1 gehörenden Eckenb und c verbindet.P ′
2 ist der von{a, b, c}

induzierte Untergraph.
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Es ist leicht einzusehen, dass ein vonE ′ induzierter Untergraph vonP durch die
Angabe vonE ′ eindeutig festliegt. Demgegenüber ist ein Teilgraph bis auf isolierte
Ecken durch seine Kanten festgelegt:

Definition 1.1-15: Induzierter Teilgraph
Ist P ′ ⊆ P , und enthältP ′ keine isolierten Ecken (d. h. für allea ∈ E ′ gilt
γ(a, P ′) 6= 0), so kann manP ′ als denvon K ′ induzierten Teilgraphenvon P
auffassen, welcher durchK ′ eindeutig bestimmt ist.

P ′
1 aus Beispiel 1.1-9 ist durch die MengeK ′ = {k1, k2} induziert.

Definition 1.1-16: Löschen einer Kante
SeiP = (E,K, v) ein Pseudograph. Unter demLöschen einer Kante vonP ver-Löschen einer Kante

von P steht man (fürk ∈ K) die Bildung des PseudographenP\k := (E, K̃, ṽ) mit
K̃ = K\{k} und ṽ = v/K̃. Entsprechend ist dasLöschen eines Teilgraphen
von P (für P ′ ⊆ P ) die Bildung des PseudographenP\P ′ = (Ẽ, K̃, ṽ) mitLöschen eines

Teilgraphen vonP Ẽ = E\E ′, K̃ = {k ∈ K|v(k) ∩ E ′ = ∅} und ṽ = v/K̃.
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Beispiel 1.1-10:

Besteht, wie im letzten Beispiel, der gelöschte Teilgraph nur aus einer Ecke e,
so schreibt man für das Ergebnis auch kurzP\e (hier:P\e5 stattP\P ′′).

Definition 1.1-17: Durchschnitt der Pseudographen
Pi = (Ei, Ki, vi), i ∈ I, sei eine Familie von Pseudographen, und fürk ∈ Ki ∩
Kj (i, j ∈ I) sei stetsvi(k) = vj(k). Unter demDurchschnitt der Pseudographen
Pi (i ∈ I) versteht man den Pseudographen

⋂

i∈I

Pi := (
⋂

i∈I

Ei,
⋂

i∈I

Ki,
⋂

i∈I

vi),

unter ihrerVereinigungden Pseudographen

⋃

i∈I

Pi := (
⋃

i∈I

Ei,
⋃

i∈I

Ki,
⋃

i∈I

vi).
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Beispiel 1.1-11:

Beispiel 1.1-12:
Wir illustrieren die Notwendigkeit der Bedingungvi(k) = vj(k) für k ∈ K bei
der Definition von Durchschnitt und Vereinigung an folgenden Graphen:

Da die Kantek3 in P1 die Ecken c und d, inP2 aber die Ecken a und b verbindet,
lassen sichP1 ∩ P2 undP1 ∪ P2 nicht sinnvoll definieren.

Definition 1.1-18: Summe
P1 undP2 seien zwei disjunkte Pseudographen (d. h.E1∩E2 = ∅ undK1∩K2 = ∅).
Dann verstehen wir unter derSummeSumme von zwei

Graphen
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P1 ∗ P2

den (bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten) Pseudographen, der ausP1 ∪ P2

dadurch entsteht, dass jede Ecke vonP1 mit jeder Ecke vonP2 zusätzlich durch eine
(neue) Kante verbunden wird.

Beispiel 1.1-13:

In Verallgemeinerung von Definition 1.1-18 wird definiert:

Definition 1.1-19: Summe derPi über dem Graphen
IstG ein Graph mit der EckenmengeE = {ei|i ∈ I}, und istPi = (Ei, Ki, vi) (i ∈
I) eine disjunkte Familie von Pseudographen, so verstehen wirunter derSumme
derPi über dem GraphenG, Gi∈IPi, den (bis auf Isomorphie eindeutig bestimm-
ten) Pseudographen, der aus

⋃

i∈I Pi dadurch hervorgeht, dass allea ∈ Ei und
b ∈ Ej für i 6= j genau dann zusätzlich durch eine neue Kante verbunden werden,
wenn die Eckenei undej in G benachbart sind.

Setzt man in Definition 1.1-19 speziellI = {1, 2} und wählt fürG den 2-eckigen
Graphen mit einer Kante, so ergibt sich Definition 1.1-18.
In Gi∈IPi heißtG deräußere Graph, Pi sind dieinneren Pseudographen. IstG äußerer Graph,

innerer Pseudographein Simplex, und sind allePi kantenlos, so heißtGi∈IPi simplexartig.
simplexartig
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Beispiel 1.1-14:

Selbsttestaufgabe 1.1-1:

Erläutern Sie den Unterschied zwischen den Begriffen Teilgraph und Untergraph
und illustrieren Sie dies anhand eines Beispiels.

1.2 Wege, Kreise, Zusammenhang

Definition 1.2-1: Kantenfolge
P = (E,K, v) = sei ein Pseudograph.
Eine Folge(e0, k1, e1, k2, e2, . . . , ei−1, ki, ei, . . . , kn, en) mit ei ∈ E und kj ∈ K

heißt eine Kantenfolge , wenn für allei (1 ≤ i ≤ n) gilt v(ki) = {ei−1, ei}. DieKantenfolge

Eckee0 heißt dieAnfangsecke, die Eckeen dieEndeckeder Folge.Anfangsecke, Endecke
einer Kantenfolge
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Beispiel 1.2-1:

Kantenfolgen sind z. B.:
F1 = (e3, k1, e2, k6, e5, k7, e4),

F2 = (e4, k8, e6, k12, e6, k10, e5, k7, e4),

F3 = (e1, k3, e4, k9, e6, k9, e4, k5, e2).

Eine Kantenfolge wird häufig nur durch die Folge ihrer Kanten(ohne explizite Nen-
nung der Ecken) dargestellt. Für das obige Beispiel ergibt sich F

′

1 = ( k1, k6, k7),
F

′

2 = (k8, k12, k10, k7), F
′

3 = (k3, k9, k9, k5); in allen diesen drei Fällen ist die
ursprüngliche Kantenfolge aus der abgekürzten Folge rekonstruierbar. Die Kanten-
folgeF4 = (e4, k8, e6, k8, e4) könnte aber z. B. nicht ausF

′

4 = (k8, k8) zurückge-
wonnen werden.

Definition 1.2-2: Kantenzug
Eine Kantenfolge istgeschlossen, falls ihre Anfangsecke gleich ihrer Endecke ist,geschlossene, offene

Kantenfolgeandernfalls ist sieoffen. Die Anzahl der Kanten in einer KantenfolgeF wird als ihre
Länge|F | bezeichnet. EinKantenzugist eine Kantenfolge, die keine Kante zweimalLänge einer

Kantenfolge

Kantenzug
enthält. EinWegist ein Kantenzug, der auch keine Ecke zweimal enthält. EinKreis

Weg

Kreis

ist ein geschlossener Kantenzug, der (von Anfangs- und Endecke abgesehen) keine
Ecke zweimal enthält.

Beispiel 1.2-2:
F1 (aus Beispiel 1.2-1) ist ein Weg mit|F1| = 3.
F2 (mit |F2| = 4) ist ein geschlossener Kantenzug, jedoch kein Kreis, da außer
e4 auche6 zweimal enthalten ist.
F3 (mit |F3| = 4) ist eine offene Kantenfolge, aber kein Kantenzug.

Ist in dem PseudographenP ein Weg oder ein KreisF gegeben, so bestimmt dieser
eindeutig einen Teilgraphen vonP , der genau die inF vorkommenden Ecken und
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Kanten enthält. Beim Übergang zu diesem Teilgraphen geht allerdings die "Rich-
tung" verloren, im Falle eines Kreises auch die Festlegung der Anfangs- bzw. End-
ecke.

Beispiel 1.2-3:
Es sei wieder der Pseudograph aus Beispiel 1.2-1 zugrundegelegt.
F5 = (e1, k3, e4, k5, e2, k2, e1) und
F6 = (e2, k5, e4, k3, e1, k2, e2) bestimmen denselben Teilgraphen.

Im folgenden werden, trotz der angesprochenen Probleme, von Wegen bzw. Krei-
sen herkommende Teilgraphen auch als "Wege" bzw. "Kreise" bezeichnet. Mit die-
ser Vereinbarung kann dann auch von der Vereinigung oder demDurchschnitt von
Wegen bzw. Kreisen gesprochen werden.

In einem Graphen kann eine Kantenfolge auch durch die Folge der beteiligten Ecken
angegeben werden, denn dadurch ist die Kantenfolge bereitseindeutig bestimmt.

Wir kommen nun zu dem grundlegenden Begriff desZusammenhangeines Pseu-Zusammenhang

dographen. Kurz gesagt ist ein Pseudograph zusammenhängend, wenn er "an einem
Stück" ist; der in Beispiel 1.1-6 vorkommende Graph ist z. B.nicht zusammenhän-
gend.
Die präzise Begriffsdefinition lautet:

Definition 1.2-3: Zusammenhang
Zwei Eckena, b eines PseudographenP heißenverbindbar in P , wenna = b istverbindbare Ecken

oder es einen Weg inP vona nachb gibt. Sind je zwei Ecken vonP verbindbar, so
heißtP zusammenhängend.zusammenhängend

Beispiel 1.2-4:

P1 ist zusammenhängend,P2 nicht.

Ein PseudographP = (E,K, v) sei gegeben, die Verbindbarkeit vona, b ∈ E

werde durcha ∼ b gekennzeichnet.

Satz 1.2-1: Die Verbindbarkeit∼ ist eine Äquivalenzrelation aufE.
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Beweis: Die Reflexivität ist aufgrund der Definition sofort klar.
Symmetrie: Ista ∼ b, so gibt es inP einen Weg vona nachb. Durchlaufen
dieser Kantenfolge in umgekehrter Richtung ergibt einen Weg vonb nacha,
folglich ist b ∼ a.
Transitivität: Ista ∼ b undb ∼ c, so hat man jeweils einen Weg vona nach
b und vonb nachc. Die Aneinanderreihung dieser beiden Wege ergibt eine
Kantenfolge vona nachc. Als Teilfolge lässt sich dann ein Weg vona nachc
finden, somit ist aucha ∼ c.

Definition 1.2-4: Zusammenhangskomponenten
Die ∼-Äquivalenzklassen bilden eine disjunkte Zerlegung der EckenmengeE.
Die von den Äquivalenzklassen aufgespannten Untergraphenvon P heißen die
(Zusammenhangs-) KomponentenvonP . Zusammenhangs-

komponenten

Jede Zusammenhangskomponente vonP ist ein maximaler zusammenhängender
Untergraph vonP . P ist die disjunkte Vereinigung aller Komponenten.
P selbst ist zusammenhängend, wenn nur eine Komponente existiert.

Beispiel 1.2-5:
P2 aus Beispiel 1.2-4 besteht aus zwei Komponenten, die von den∼-
Äquivalenzklassen{e1, e2} und{e3, e4, e5} aufgespannt werden.

Beispiel 1.2-6:
Nimmt man alle Hauptanschlüsse im öffentlichen Telefonnetz der Deutschen
Bundespost sowie die Vermittlungsstellen als Ecken und diedazwischen liegen-
den Leitungen als Kanten, so ergibt sich ein Multigraph. DieAussage, dass die-
ser Multigraph zusammenhängend ist, bedeutet, dass von jedem Punkt zu jedem
anderen telefoniert werden kann.

In vielen Anwendungen hat man es mit Pseudographen zu tun, von denen man
von vornherein weiß, dass sie bestimmte spezielle Eigenschaften haben. Betrachtet
man z. B. bei dem das Telefonnetz darstellenden Multigraphen nur eine Ortsvermitt-
lungsstelle mit den daran angeschlossenen Teilnehmern, soenthält dieser Teilgraph
keinen Kreis.
Besonders häufig tauchen Klassen von Pseudographen auf, diedurch das Nicht-
Enthalten bestimmter Teilgraphen charakterisiert sind. Im folgenden werden einige
wichtige dieser Klassen eingeführt.

Definition 1.2-5: Kreisloser Pseudograph
Ein Pseudograph heißtkreislos, wenn er keinen Kreis enthält. Ein kreisloser Pseu-kreisloser

Pseudographdograph heißt auchWald.
WaldEin zusammenhängender Wald ist einBaum.
BaumEin Wald, der ausn Komponenten besteht, heißt auch einn-Baum.
n-Baum
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Man beachte: ein kreisloser Pseudograph ist stets ein Graph.

Beispiel 1.2-7:

P1 ist ein Wald bzw. ein2-Baum,P2 ist ein Baum. Der Pseudograph aus Bei-
spiel 1.2-1 enthält Kreise und ist somit kein Wald.

Auf einen Baum bzw. Wald trifft man oft dann, wenn man es mit einer Grundge-
samtheit zu tun hat, die "baumartig" hierarchisch geordnetist. Man denke etwa an
die sogenannten Familienstammbäume.

Auch beim sogenanntenbinären Suchenist eine Baumstruktur (binärer Suchbaum)binäres Suchen

im Spiel. Soll z. B. eine weitere Zahl in eine bereits geordnete Liste von Zahlen
(etwa Messwerten) an der richtigen Stelle eingeordnet werden, so empfiehlt es sich
als Strategie, die neue Zahl zunächst mit der Zahl zu vergleichen, die genau in der
Mitte der bisherigen Liste steht, um dann zu wissen, ob man "links" oder "rechts"
davon weitersuchen muss; mit der übriggebliebenen Hälfte der Liste wird dann ent-
sprechend verfahren usw. Diese Vorgehensweise entsprichtdem Durchlaufen eines
Weges in einem Baum, dessen Ecken die Mittelpunkte der Intervalle repräsentieren.

Beispiel 1.2-8:
Zu der geordneten Liste
(3, 5, 6, 8, 11, 12, 16, 19, 20, 22, 23, 27, 28, 30, 33) gehört der im folgenden Dia-
gramm dargestellte Suchbaum:
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Die Zahl19 ist die mittlere aller gegebenen Zahlen,8 ist die Mitte des "links"
von19, 27 die Mitte des "rechts" von19 liegenden Intervalls etc. Eine neu einzu-
ordnende Zahl muss nun nur mit4 Zahlen verglichen werden, um an die richtige
Stelle eingeordnet werden zu können; z. B. wird24 mit 19, 27, 22 und23 vergli-
chen.

Von Interesse ist auch das Problem, innerhalb eines nicht kreislosen Pseudographen
einen möglichst großen Baum als Teilgraphen aufzuspüren.

Definition 1.2-6: Gerüst
P sei ein Pseudograph. Ein BaumB, der Teilgraph vonP ist und jede Ecke vonP
enthält, heißt ein Gerüst (oder spannender Baum) vonP . Gerüst

spannender Baum

Beispiel 1.2-9:
Das Diagramm stellt den Pseudographen aus Beispiel 1.2-1 sowie ein Gerüst
dar.

Beispiel 1.2-10:
Ein Datennetz mit NetzknotenA,B, . . . , G habe die im folgendem Diagramm
gezeigte Graphenstruktur:
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Soll nur sichergestellt werden, dass jeder Knoten mit jedemanderen kommuni-
zieren kann (eventuell über Zwischenknoten), so müssen lediglich die Kanten
eines Gerüsts genutzt werden. Das folgende Bild zeigt ein Gerüst:

Dieses spezielle Gerüst würde sich z. B. dann zur Nutzung anbieten, wennD im
"Broadcasting"-Verfahren Meldungen an alle anderen Knoten schicken will.

Als nächstes werden zwei wichtige Eigenschaften von Bäumenbzw. Gerüsten nach-
gewiesen, die von der Anschauung her unmittelbar einleuchten: unter allen zusam-
menhängenden Graphen mit einer festen Eckenanzahl haben Bäume die wenigsten
Kanten, und jeder zusammenhängende Pseudograph enthält ein Gerüst. Zunächst
sind einige Vorüberlegungen nötig.

Hilfssatz 1.2-1: SeiF ein Kreis in dem zusammenhängenden Pseudographen
P , k eine inF vorkommende Kante. Dann ist auch der PseudographP

′

=

P\k zusammenhängend.

Beweis: Es seiena, b zwei beliebige Ecken vonP
′

bzw.P . Es ist zu zeigen, dass
a undb in P

′

verbindbar sind. DaP zusammenhängend ist, gibt es inP einen
Weg vona nachb. Benutzt dieser Weg die Kantek nicht, so ist dies auch in
P

′

ein Weg vona nachb. Enthält dieser Weg inP von a nachb jedoch die
Kantek, so kann statt der Kantek der ganz inP

′

enthaltene Rest des Kreises
F (außerk) benutzt werden, um nun eine Kantenfolge inP

′

vona nachb zu
erhalten, die einen Weg als Teilfolge enthalten muss.

Satz 1.2-2: Jeder zusammenhängende Pseudograph besitzt ein Gerüst.
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Beweis: Der Beweis wird durch vollständige Induktion über die Anzahl der
Kanten|K| von PseudographenP = (E,K, v) geführt. Im Falle|K| = 1

ist der Satz offenbar richtig.
Nun wird vorausgesetzt, dass für alle Pseudographen mitn (n ≥ 1) vielen
Kanten die Behauptung bereits richtig sei, ferner sei ein zusammenhängender
PseudographP mit |K| = n + 1 gegeben. IstP ein Baum, so ist nichts zu
zeigen,P ist "sein eigenes Gerüst".
EnthältP aber einen KreisF , so gilt für eine beliebige Kantek aus diesem
Kreis, dassP

′

= P\k ein zusammenhängender Pseudograph (nach Hilfs-
satz 1.2-1) mitn vielen Kanten ist, der nach Induktionsvoraussetzung ein
Gerüst besitzt. Dieses Gerüst ist auch ein Gerüst vonP .

Definition 1.2-7: Endkante
Eine Eckea eines PseudographenP mit γ(a, P ) = 1 heißt eineEndeckevonP . Endecke

Eine Kante, die mit einer Endecke inzidiert, heißtEndkante. Endkante

Für je zwei Eckenb, c vonP definiert man denAbstand|b, c|P zwischenb undc in Abstand

P wie folgt:

|b, c|P =



















0, wennb = c ist;
∞, wennb undc in P nicht verbindbar sind;
l, wennl die kürzestmögliche Länge eines

Weges inP vonb nachc ist.

Hilfssatz 1.2-2: P = (E,K, v) sei ein Baum. Dann gilt:

i. P enthält mindestens zwei Endecken.

ii. |K| = |E| − 1

Beweis: i. a, b ∈ E seien derart gewählt, dass|a, b|P für P maximal ist, d. h.
es gibt keine zwei Ecken, die einen größeren Abstand voneinander haben.
Wir zeigen, dassa (und aus Symmetriegründen auchb) eine Endecke ist.
(a, k1, e1, k2, e2, . . . , kl, b) sei ein kürzester Weg inP von a nachb. Hättea
außere1 eine weitere Nachbareckef (s. das Diagramm), so müsste es wegen
|f, b|P ≤ |a, b|P
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einen kürzesten Weg vonf nachb geben, der nicht durch die Eckea verläuft.
Dann gäbe es jedoch einen Kreis inP , im Widerspruch zur Voraussetzung.

ii. Dies folgt nun leicht mit Induktion: Entfernen einer
Endecke und der zugehörigen Kante führt zu einem TeilbaumP

′

=

(E
′

, K
′

, v
′

) mit |E ′| = |E| − 1, |K ′| = |K| − 1 und |K ′| = |E ′ | − 1

(nach Induktionsvoraussetzung).

Damit kann nun folgendes gezeigt werden.

Satz 1.2-3: P = (E,K, v) sei ein zusammenhängender Pseudograph. Dann
gilt |K| ≥ |E| − 1, und es ist|K| = |E| − 1 genau dann, wennP ein Baum
ist.

Beweis: Die allgemeine Ungleichung|K| ≥ |E| − 1 folgt sofort aus Satz 1.2-2
und Hilfssatz 1.2-2 ii), ferner auch die Gleichung|K| = |E| − 1 für einen
Baum. Sei nun umgekehrt|K| = |E| − 1.
Wir nehmen an,P sei kein Baum. Nach Hilfssatz 1.2-1 kann ausP eine
Kantek entfernt werden, so dassP ′ = P\k zusammenhängend ist. In dem
zusammenhängenden PseudographenP ′ mit EckenmengeE und Kanten-
mengeK ′ = K\{k} gilt also|K ′| < |E| − 1.
Dies ist nun ein Widerspruch, denn nach Satz 1.2-2 müsste es inP ′ ein Gerüst
geben, welches nach Hilfssatz 1.2-2|E| − 1 viele Kanten hat, die sämtlich in
der MengeK ′ enthalten sind.

Folgerung 1.2-1: Alle Gerüste eines zusammenhängenden Pseudographen
P = (E,K, V ) haben dieselbe Anzahl von Kanten (nämlich|E| − 1).

Beispiel 1.2-11:

Im folgenden Diagramm ist ein weiteres Gerüst des Graphen aus Beispiel 1.2-10
dargestellt. Beide Gerüste haben6 Kanten.
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Als nächstes wird eine weitere interessante Klasse von Pseudographen betrachtet,
die sich (allerdings erst auf den zweiten Blick) durch das Nicht-Enthalten gewisser
Kreise charakterisieren lassen.

Definition 1.2-8: Bipartiter Pseudograph
Ein PseudographP = (E,K, v) heißtbipartit (oderpaar), wenn die Eckenmengebipartiter (paarer)

PseudographE die disjunkte Vereinigung zweier nicht-leerer TeilmengenE
′

undE
′′

ist derart,
dassE

′

undE
′′

kantenlose Untergraphen vonP aufspannen, wenn also alle Kanten
vonP einen Endpunkt inE

′

und einen inE
′′

haben.

Beispiel 1.2-12:

Beide Diagramme stellen denselben Pseudographen dar. Im bipartiten Fall ist es
üblich, wie hier im rechten Diagramm, die MengenE

′

undE
′′

(hier{e1, e3, e5}
und{e2, e4, e6}) auch optisch voneinander zu trennen.

Satz 1.2-4: Ein PseudographP = (E,K, v) ist genau dann bipartit, wennP
keinen Kreis ungerader Länge enthält.

Beweis: Ist P bipartit, so kannP sicher nur Kreise gerader Länge enthalten
(wie im obigen Beispiel), denn für einen Kreis mit einer ungeraden Anzahl
von Ecken ist es nicht möglich, dass diese Ecken abwechselndzu zwei dis-
junkten MengenE

′

undE
′′

gehören.
Umgekehrt enthalteP keinen Kreis ungerader Länge. Der Nachweis, dassP

bipartit ist, wird durch Induktion über|K| (Anzahl der Kanten) geführt, wobei
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für den Induktionsanfang|K| = 0 nichts zu zeigen bleibt. Als Induktionsvor-
aussetzung wird nun angenommen, dass die Behauptung für alle Pseudogra-
phen mitn vielen Kanten richtig ist. Es seiP ein Pseudograph mitn+1 vielen
Kanten, der keine ungeraden Kreise enthält, ferner seik ∈ K eine beliebige
Kante undP̃ := P\k. P̃ enthält keinen ungeraden Kreis, denn durch Löschen
einer Kante werden keine neuen Kreise erzeugt. DaP̃ n viele Kanten hat, ist
P̃ nach Induktionsvoraussetzung bipartit, d. h. man hat eine Einteilung der
EckenmengeE von P̃ (die auch die Eckenmenge vonP ist) inE

′

undE
′′

, so
dass jede Kante vonK − {k} eine Ecke vonE

′

mit einer ausE
′′

verbindet.
Gelingt es nun zu zeigen, dass von den Endpunktena undb vonk einer zuE

′

und der andere zuE
′′

gehört, so ist auchP als bipartit nachgewiesen.
Es sind zwei Fälle zu betrachten.
Sinda undb in P̃ nicht verbindbar (d. h. sie gehören zu verschiedenen Kom-
ponenten vonP̃ ), so kann über die ZerlegungE

′

undE
′′

o.B.d.A. voraus-
gesetzt werdena ∈ E ′

undb ∈ E ′′

. Sinda undb in P̃ verbindbar, so muss
jeder Weg vona nachb in P̃ eine ungerade Anzahl von Kanten enthalten,
denn sonst hätte man (durch Hinzunahme vonk) einen ungeraden Kreis in
P . Anfangs- und Endknoten eines ungeraden Weges inP̃ gehören offenbar
zu verschiedenen unter den MengenE

′

undE
′′

. Damit ist gezeigt, dassP
bipartit ist.

Zum Schluss dieses Abschnitts soll ein weiterer Begriff eingeführt werden, der
anschaulich leicht zu fassen ist.

Definition 1.2-9: Brücke
Eine Kantek des PseudographenP heißtBrücke (oder Isthmus) vonP , wennkBrücke (Isthmus)

keine Endkante vonP ist und wenn diek enthaltende Komponente vonP nach
Wegnahme vonk (d. h. inP\k) in zwei Komponenten zerfällt. Diese beiden Kom-
ponenten vonP\k heißen dieBlätter zur Brückek.Blatt

Beispiel:

Ohne Beweis merken wir an, dassk stets genau dann eine Brücke vonP ist, wenn
P keinen Kreis durchk enthält undk keine Endkante vonP ist. Auch der Beweis
der folgenden Charakterisierung von Bäumen sei dem Leser überlassen.
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Satz 1.2-5: Für einen MultigraphenP sind folgende Aussagen äquivalent:

i. P ist ein Baum.

ii. P ist zusammenhängend, und jede Kante vonP ist Endkante oder
Brücke.

iii. Je zwei Eckena und b sind durch genau einen Weg inP miteinander
verbunden.

Selbsttestaufgabe 1.2-1:

i. Erläutern Sie die Begriffe Kreis und Baum.
ii. Bestimmen Sie die Anzahl der verschiedenen Gerüste des vollständigen Graphen
K4 mit 4 Ecken.

1.3 Kreise und Schnitte

Definition 1.3-1: Spannender Wald
Ein MultigraphM = (E,K, v) sei gegeben mitn Ecken undm Kanten, alson =

|E| undm = |K|.M bestehe ausk Komponenten.

SindM1, . . . ,Mk die Komponenten vonM undB1, . . . , Bk Gerüste, alsoBi jeweils
ein Gerüst inMi, so ist die VereinigungB = B1∪ . . . ∪ Bk ein k-Baum bzw. Wald.
Da B ganzM aufspannt, wirdB auch alsspannender Waldbezeichnet. Mithilfe spannender Wald

von Folgerung 1.2-1 ist leicht einzusehen, dassBn− k viele Kanten hat. Die Zahl

ρ(M) = n− k

heißt derRangvonM . Rang
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Beispiel 1.3-1:

n = 8
m = 9
k = 3

̺(M) = 5

µ(M) = 4

Definition 1.3-2: In obigem Beispiel ist im dritten Diagramm der TeilgraphD von
M dargestellt, der genau die nicht zu dem spannenden WaldB gehörenden Kanten
enthält, dies müssen natürlichm− n+ k viele sein.

D ist ein spannender Ko-Wald. (Das Wort ”spannend” bezieht sich hier auf denspannender Ko-Wald

WaldB.) Die Zahl

µ(M) = m− n+ k

heißt dieNullität (auch: Rangabfall) vonM .Nullität
Rangabfall

Die Begriffe "spannender Wald" und "spannender Ko-Wald" sind zueinander dual.
Es ist nicht so leicht einzusehen, wird sich aber bald zeigen, dass der nun einzufüh-
rende Begriff eines Schnittes in gewissem Sinne dual zu dem eines Kreises ist:

Definition 1.3-3: Ist die EckenmengeE vonM die disjunkte Vereinigung zweier
nicht-leerer TeilmengenE ′ undE ′′, so heißt die MengeS ⊆ K aller Kanten, von
denen ein Endpunkt inE ′ und einer inE ′′ liegt, einSchnitt vonM .Schnitt
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Beispiel 1.3-2:

Multigraph M

→ zugehöriger Schnitt
S1 = {k5}

→ zugehöriger Schnitt
S2 = {k1, k3, k4, k5}

Definition 1.3-4: Fundamentaler Schnitt
Zusätzlich zu dem MultigraphenM sei nun ein spannender WaldB = B1∪ . . .∪Bk

vonM vorgegeben. Eine Kante vonM gehört entweder zuB und heißt dann ein
ZweigvonM bezüglichB, oder die Kante gehört nicht zuB und ist eineSehnevon Zweig

SehneM bezüglichB.
Offenbar hat man auf diese Weise̺(M) viele Zweige undµ(M) viele Sehnen.
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Beispiel 1.3-3:

Graph G mit n = 4, m = 5, k = 1;
̺(G) = 3, µ(G) = 2.

Gerüst bzw. spannender Wald B;
k1, k2, k5 sind Zweige,
k3 und k4 Sehnen.

Man beachte, dass eine andere Auswahl eines spannenden Baumes zu einer
anderen Einteilung in Zweige und Sehnen führt, deren Anzahlen sind jedoch
von dieser Auswahl unabhängig.

Definition 1.3-5: Fundamentaler Kreis
Wir gehen wieder vonM undB wie in Definition 1.3-4 aus. Fügen wir eine Sehne
s zuB hinzu, so erhalten wir in dem neuen Teilgraphen genau einen Kreis, denn
in B gibt es zwischen den Ecken einer Sehne genau einen Weg, der mit der Sehne
zusammen genau einen Kreis bildet. Dieser Kreis heißtfundamentaler Kreisderfundamentaler Kreis

Sehnes. Die µ(M) vielen fundamentalen Kreise, die auf diese Weise entstehen,
bilden einefundamentale Menge von Kreisen.fundamentale Menge

von Kreisen

Definition 1.3-6: Fundermentaler Schnitt
Dual führt jeder Zweigz (vonM bezüglichB) eindeutig zu einemfundamenta-
len Schnitt des Zweigesz: die z enthaltende KomponenteBi vonB zerfällt beifundamentaler Schnitt

Wegnahme der Brückez in Blätter E ′ undE ′′. (Die Ecken der anderen Kompo-
nenten können o.B.d.A.E ′ zugeschlagen werden.) Die̺(M) vielen fundamentalen
Schnitte, die so entstehen, bilden einefundamentale Menge von Schnitten.fundamentale Menge

von Schnitten
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Beispiel 1.3-4:
Es wird wieder der GraphG aus Beispiel 1.3-3 betrachtet, zunächst mit dem
dort angegebenen GerüstB:

Ein anderes Gerüst ist z. B. folgendesC:
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Dazu gehören diese beiden fundamentalen Kreise:

Entsprechend ergibt sich auch eine andere fundamentale Menge von Schnitten:

Eine wie sich bald zeigen wird wichtige Beobachtung über Kreise und Schnitte ist
schließlich der folgende

Satz 1.3-1: In einem Multigraphen hat jeder Schnitt mit jedem Kreis einegerade
Anzahl von Kanten gemeinsam.

Beweis: Ein KreisC und ein SchnittS mit zugehöriger Einteilung in disjunkte
EckenmengenE ′ undE ′′ seien gegeben. Gehört der KreisC ganz zu einem
der vonE ′ bzw. vonE ′′ aufgespannten Untergraphen, so hatC mit S offenbar
keine Kanten gemeinsam, und die Behauptung stimmt.
Wir setzen nun also voraus,C durchlaufe Ecken vonE ′ und vonE ′′; e ∈ E ′

sei eine zuC gehörende Ecke. Durchläuft man nun, vone ausgehend, einmal
den KreisC, wobei man wieder beie ∈ E ′ endet, so muss man für jeden
Übergang von einer Ecke ausE ′ zu einer Ecke ausE ′′ (d. h. die benutzte
Kante liegt inS) auch einen solchen Übergang in umgekehrter Richtung
haben, andernfalls könnte man nicht beie ∈ E ′ enden. Dies zeigt aber genau
die Behauptung.

In den folgenden Abschnitten wird sich zeigen, dass sich dieStruktur eines Mul-
tigraphen in hohem Maße mit den Mitteln der Linearen Algebrabeschreiben lässt.
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Dies ist besonders auch für die Anwendungen der Graphentheorie von Bedeutung,
denn die Lineare Algebra ist ein gut untersuchtes mathematisches Gebiet und bietet
für viele Probleme bewährte Rechenverfahren.
Der ganze weitere Verlauf des Kurses wird durch die Sprache und die Denkweisen
der Linearen Algebra stark geprägt sein. Um die Eigenschaften von Kreisen besser
darstellen zu können, wird es dabei günstig sein, einen Kreis in einem Pseudogra-
phen einerseits als Teilgraphen aufzufassen, ihn aber andererseits einfach mit der
Menge seiner Kanten zu identifizieren.

Fasst man diePotenzmengeP (K) der KantenmengeK als Vektorraum über dem Potenzmenge der
KantenmengeKörper IF2 auf, so ist die Summe zweier Kreise, die genau eine Kante gemeinsam

haben, wieder ein Kreis.

Beispiel 1.3-5:

Kreis C1 Kreis C2 Kreis C1 + C2

= {k1, k2, k3} = {k3, k4, k5} = {k1, k2, k4, k5}

Die soeben gewonnene Erkenntnis soll nun verallgemeinert werden.
Wir setzen (zu gegebenem MultigraphenM)

C := {C ⊆ K | C ist eine Vereinigung kantendisjunkter Kreise}

undC∗ := C ∪ {∅}.
Man beachte, dass kantendisjunkte Kreise nicht notwendig auch knotendisjunkt sein
müssen.

Es soll nun gezeigt werden, dassC∗ ein Untervektorraum vonP(K ) ist. Das Ent-
scheidende dazu steckt in dem folgenden
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Hilfssatz 1.3-1: C∗ besteht aus allen Teilgraphen vonM , in denen jede Ecke
einen geraden Grad von mindestens zwei hat.

Beweis: Zunächst folgt aus der Definition unmittelbar, dass jede Ecke eines
C ∈ C∗ einen geraden Grad hat. Umgekehrt sei nun ein TeilgraphT 6= ∅
mit dieser Eigenschaft gegeben; es istT ∈ C zu zeigen. Dies folgt leicht mit
Induktion: daT kein Baum ist (dann müsste es eine Endecke geben), gibt es
in T einen Kreis. Nun sind mit jeder Ecke eines Kreises genau zweiseiner
Kanten inzident. Entfernen der Kanten dieses Kreises ausT führt zu einem
TeilgraphenT ′ vonT und damit auch vonM , in dem wieder jede Ecke einen
geraden Grad hat. Dabei werden isolierte Ecken (vom Grad Null) weggelas-
sen, d. h. wennT ′ nicht der leere Graph ist, so hat jede Ecke vonT ′ wieder
einen geraden Grad von mindestens zwei. Die analoge Argumentation fürT ′

führt zuT ′′ etc. -auf diese Weise kommt man durch dauerndes Entfernen von
Kreisen und isolierten Ecken zum leeren Graphen, womit die Behauptung
folgt.

Satz 1.3-2: C∗ ist ein Untervektorraum der PotenzmengeP(K ).

Beweis: Der Beweis dieses Satzes ergibt sich jetzt mit Hilfssatz 1.3-1 aus der
Beobachtung, dass die Vektorraumsumme zweier Kantenmengen, in deren
zugehörigen Teilgraphen jede Ecke einen geraden Grad besitzt, auch wieder
diese Eigenschaft hat.

In dem MultigraphenM sei nun wieder ein spannender WaldB gegeben. Es gilt
der

Satz 1.3-3: Dieµ(M) vielen fundamentalen Kreise vonM (bezüglichB) bilden
eine Basis des VektorraumsC∗.

Beweis: s1, . . . , sm−n+k seien die Sehnen undC1, . . . , Cm−n+k die zugehörigen
fundamentalen Kreise. Die lineare Unabhängigkeit folgt nun daraus, dass die
Sehnesi nur inCi und keinem der anderenCj enthalten ist, folglich kannCi

nicht als Summe anderer fundamentaler Kreise dargestellt werden.

Es bleibt zu zeigen, dass jedes Element vonC∗ Summe von fundamentalen
Kreisen ist. SeiC ∈ C∗, C 6= ∅. Es seiensi1, . . . , sir die inC enthaltenen
Sehnen. Wir behaupten, dassC = Ci1+. . .+Cir ist. DaC undCi1+. . .+Cir

genau die gleichen Sehnen enthalten (nämlichsi1, . . . , sir), enthältC ′ = C+

(Ci1 + . . . + Cir) überhaupt keine Sehnen. Andererseits ist aberC ′ ∈ C∗,
womitC ′ = ∅ und die Behauptung folgt.

Folgerung 1.3-1: Für jeden MultigraphenM gilt

|C| = 2µ(M) − 1.

Wir wenden uns nun wieder den Schnitten zu und setzen (zu gegebenem Multigra-
phenM)

S := {S ⊆ K|S ist ein Schnitt}
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und

S∗ := S ∪ {∅}.

AuchS∗ ist gegenüber der Summenbildung abgeschlossen.

Beispiel 1.3-6:
Für die SchnitteS1 und S2 aus Beispiel 1.3-2 ist auchS3 = S1 + S2 =

{k1, k3, k4} ein Schnitt, wie folgendes Bild zeigt:

Es werden nun ohne Beweise einige Sätze und Folgerungen überdie MengeS∗

aufgezählt, wobei die Ähnlichkeit der Aussagen zu denen über C∗ auffällt:

Satz 1.3-4: • S∗ ist ein Untervektorraum vonP(K ).

• Ist irgendein spannender WaldB inM gegeben, so bilden dieρ(M) vielen
fundamentalen Schnitte eine Basis vonS∗.

• |S| = 2ρ(M) − 1.

Es soll noch einmal darauf hingewiesen werden, dass die Aussagen über die Vek-
torräumeC∗ undS∗ und deren Elementeanzahlen nur vonM abhängen; die Basis
der fundamentalen Kreise bzw. Schnitte hängt allerdings von der Wahl eines span-
nenden WaldesB ab.

Eine interessante Beobachtung, die an späterer Stelle Verwendung finden wird, ist
es nun, dass die UntervektorräumeC∗ undS∗ vonP(K ) orthogonal sind:

Satz 1.3-5:

C∗ ⊥ S∗

Beweis: Mit Hilfe von Satz 1.3-1 folgt, dass ein beliebiges ElementD ∈ C∗

mit einem beliebigenT ∈ S∗ eine gerade Anzahl von Kanten gemeinsam hat.
Dies hatD · T = 0 zur Folge.

Die bisher beschriebene Dualität zwischen Kreisen und Schnitten spiegelt sich auch
in deren Verhältnis zu spannenden Bäumen bzw. Ko-Bäumen. (Der Einfachtheit
halber seiM als zusammenhängend vorausgesetzt).
Ohne Beweis merken wir an:
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Eine KantenmengeS ⊆ K ist genau dann ein Schnitt, wennS eine minimale Teil-
menge vonK ist mit der Eigenschaft, von jedem spannenden Baum mindestens
einen Zweig zu enthalten.

Eine KantenmengeC ⊆ K ist genau dann ein Kreis, wennC eine minimale Teil-
menge vonK ist mit der Eigenschaft, von jedem spannenden Ko-Baum mindestens
eine Sehne zu enthalten.

Zum Schluss dieses Abschnittes soll Hilfssatz 1.3-1 zum Anlass für einige kurze
Bemerkungen zu Eulerschen und Hamiltonschen Graphen und den Ursprüngen der
Graphentheorie genommen werden.

Das berühmteKönigsberger Brückenproblem lautet folgendermaßen. In demKönigsberger
Brückenproblem durch Königsberg fließenden Pregel gab es zwei Inseln, die durch sieben Brücken

miteinander und mit den Ufern (wie im untenstehendem Bild angedeutet) verbun-
den waren. Es stellte sich die Frage, ob es möglich sei, an irgendeinem Punkt in
einem der GebieteA,B,C,D loszugehen, jede Brücke genau einmal zu passieren
und zum Ausgangspunkt zurückzukehren.

Der Mathematiker Euler fand im Jahre 1736 heraus, dass das nicht möglich ist.
Dies wird allgemein als Ursprung der Graphentheorie angesehen, denn Eulers
Begründung war, dass der im folgendem Diagramm dargestellte Multigraph keinen
geschlossenen Kantenzug enthält, der jede Kante genau einmal benutzt.
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Aus diesen Gründen nennt man einen geschlossenen Kantenzugin einem Pseu-
dographen, der jede Kante enthält, einenEulerschen Kantenzug; ein Eulerscher Eulerscher Kantenzug

Pseudographist ein solcher, der einen Eulerschen Kantenzug besitzt, der also aus Eulerscher
Pseudographeinem geschlossenem Kantenzug besteht.

Es gilt nun folgender

Satz 1.3-6: Für einen zusammenhängenden PseudographenP = (E,K, v) sind
die folgenden Aussagen äquivalent:

i. P ist Eulersch.

ii. P (bzw.K) ist eine Vereinigung kantendisjunkter Kreise

iii. Jede Ecke vonP hat einen geraden Grad.

Beweis: Am leichtesten ist es, die Implikationen i)→ iii), iii) → ii) und ii)→ i)
nachzuweisen.
i) → iii): Es seiC ein Eulerscher Kantenzug vonP . Bei einem Durchlaufen
des KantenzugsC trägt jedes Vorkommen einer Eckee den Summanden 2
zum Grad vone bei. Da jede Kante vonP genau einmal durchlaufen wird,
muss jede Eckee geraden Grad haben.
iii) → ii): Dies ist eine direkte Folgerung aus Hilfssatz 1.3-1.
ii) → i): Es seiC ein Kreis in einer Zerlegung der KantenmengeK in kanten-
disjunkte Kreise. IstC ein Eulerscher Kantenzug, so ist nichts zu beweisen.
Andernfalls gibt es, daP zusammenhängend ist, einen weiteren KreisC ′, der
mit C eine Eckee gemeinsam hat. Wir können nun o.B.d.A.e als Anfangs-
und Endpunkt beider Kreise wählen und so, vone ausgehend, zuerstC und
anschließendC ′ durchlaufen. Indem die Argumentation ähnlich fortgeführt
wird, erhalten wir schließlich einen Eulerschen Kantenzug.

Der Vollständigkeit halber soll noch angemerkt werden, dass ein Pseudograph, in
dem es einen alle Ecken enthaltenden Kreis gibt,Hamiltonsch genannt wird. Eine
einfache CharakterisierungHamiltonscher Pseudographen(etwa ähnlich Satz 1.3- Hamiltonscher

Pseudograph4 für Eulersche Pseudographen) wurde bisher nicht gefunden.

Selbsttestaufgabe 1.3-1:

Man überlege sich, dassµ(M) = 0 für jeden WaldM (und keine anderen Multi-
graphen) gilt.
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2 Darstellung von Graphen

2.1 Diagramme und Planarität

Schon im ersten Abschnitt war von Diagrammen - also zeichnerischen Darstel-
lungen von Pseudographen - die Rede. Besonders übersichtlich ist ein solches
Diagramm, wenn sich die gezeichneten Linien nicht schneiden. Für Graphen, die
durch ein solches Diagramm in der Zeichenebene darstellbarsind, wurde folgender
Begriff geprägt:

Definition 2.1-1: Planare Darstellung
Ein GraphG = (E,K, v) heißtplanar, wenn er so durch Punkte und Linien derplanarer Graph

Zeichenebene dargestellt werden kann, dass sich die Liniennicht überschneiden;
ein solches Diagramm nennt man eineplanare DarstellungvonG.planare Darstellung

Beispiel 2.1-1:
Die folgenden Diagramme zeigen den vollständigen GraphenK4 mit 4 Ecken;
das zweite und dritte bieten planare Darstellungen und zeigen, dassK4 planar
ist.

Man beachte: nicht jedes Diagramm eines planaren Graphen ist eine planare
Darstellung.

Beispiel 2.1-2:
Der GraphK5 ist nicht planar. Dies zu beweisen, ist allerdings nicht ganz ein-
fach.
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Das dritte Diagramm in Beispiel 2.1-1 ist eine planare Darstellung, in der jede Kante
als gerade Strecke gezeichnet ist. Man kann beweisen (doch dies würde hier zu weit
führen), dass es ein solches Diagramm für einen planaren Graphen immer gibt.

Es leuchtet ein, dass es für einen gegebenen Graphen durchaus schwierig festzustel-
len sein kann, ob er planar ist oder nicht - die Frage ist, ob esunter den im Prinzip
unendlich vielen möglichen Diagrammen eine planare Darstellung gibt. Nun kann
man sich zwar überlegen, dass es nur endlich viele "wesentlich verschiedene" Dia-
gramme gibt, jedoch bleibt nach wie vor das Problem, wie man die Frage nach
der Planarität am schnellsten beantworten kann. Wir werdenauf dieses Problem an
späterer Stelle zurückkommen, wenn von der Bewertung von Algorithmen die Rede
ist.

Beispiel 2.1-3:
Der Leser versuche zunächst selbst, eine planare Darstellung des Graphen aus
dem ersten Diagramm unten zu finden. Anschließend überzeugeer sich, dass es
sich im zweiten und dritten Bild um solche Darstellungen handelt.

Definition 2.1-2: Gebiete
Eine planare Darstellung teilt die Zeichenebene inGebieteein, wenn die gezeich- Gebiete

neten Kanten als Grenzlinien aufgefasst werden.

Beispiel 2.1-4:
In der folgenden planaren Darstellung desK4 sind die Gebiete mitA,B,C,D
bezeichnet. Zu beachten ist, dass auch der außerhalb des Graphen liegende "Rest
der Zeichenebene" als Gebiet gezählt wird.
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Für die Anzahl der Gebiete in einer planaren Darstellung gilt der folgende Zusam-
menhang, die sogenannteEulersche Polyederformel.Eulersche

Polyederformel
Satz 2.1-1: Für eine planare Darstellung eines zusammenhängenden Graphen

mit n Ecken,m Kanten undr Gebieten gilt stets

n−m+ r = 2.

Beweis: Die r − 1 vielen Kreise, die die inneren Gebiete in dem Diagramm
umschliessen, werden die Maschen der Darstellung genannt.Es wird nun
gezeigt, dass die Maschen eine Basis vonC∗ bilden. Mit Satz 1.3-3 folgt
dannr − 1 = m− n+ 1 und damit die Behauptung.

Es seienC1, . . . , Cr−1 die Maschen,G1, . . . , Gr−1 die einzelnen von die-
sen Maschen eingeschlossenen Gebiete. Eine (im VektorraumC∗ gebildete)
Summe irgendwelcher dieser Maschen umschließt stets genaudie zu den
Summanden gehörenden Gebiete, z. B. umschließtC1 +C2 +C3 die Gebiete
G1, G2 undG3. Dies bedeutet auch, dass keine Masche als Linearkombina-
tion anderer Maschen darstellbar ist,C1, . . . , Cr−1 sind folglich linear unab-
hängig. Nun seiC ein beliebiges Element vonC∗. Die vonC umschlosse-
nen Gebiete seienGi1, . . . , Gis. Es ist dannC = Ci1 + . . . ,+CiS . Damit ist
{C1, . . . , Cr−1} als Basis vonC∗ nachgewiesen, und der Beweis ist erbracht.

Der hier angedeutete algebraische Beweis der Eulerschen Polyederformel entspricht
natürlich nicht der zuerst gefundenen Argumentation. Vielmehr verknüpft die For-
mel ursprünglich die Zahlen der Ecken, Kanten und Seitenflächen eines konve-
xen Polyeders im Raum und kann auch zur Bestimmung der5 regulären Polyeder
genutzt werden.

Die Eulersche Polyederformel kann ausgenutzt werden, um die folgende notwen-
dige Bedingung für die Planarität eines Graphen abzuleiten:

Satz 2.1-2: Ein zusammenhängender planarer GraphG mit n Ecken(n ≥ 3)

hat höchstens3n− 6 viele Kanten.

Beweis: Der Beweis wird durch Induktion über die Anzahl der inG enthaltenen
Brücken geführt. Zunächst enthalteG keine Brücke.G1, . . . , Gr seien die
Gebiete einer gegebenen planaren Darstellung, für1 ≤ i ≤ r sei kGi

die
Anzahl der das GebietGi begrenzenden Kanten. Da jede Kante vonG zu
genau zwei Gebieten gehört, gilt für die Anzahlm der Kanten

2m = kG1 + . . .+ kGr
≥ 3r,

denn es ist stetskGi
≥ 3. Mit der Eulerschen Polyederformel folgt daraus

3(m− n + 2) ≤ 2m

oder m ≤ 3n− 6,

was zu beweisen war.
Nun enthalteGs+ 1 viele Brücken, und die Richtigkeit des Satzes werde für
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alle Graphen mit höchstenss vielen Brücken angenommen. Wir wählen eine
Brückek0 in G. Durch Entfernen vonk0 zerfälltG in zwei planare TeileG1

undG2 mit n1 bzw.n2 vielen Ecken undm1 bzw.m2 vielen Kanten.

Es ist n = n1 + n2

und m = m1 +m2 + 1.

DaG1 undG2 höchstenss viele Brücken enthalten, gilt nach

Induktionsannahmem1 ≤ 3n1 − 6

und m2 ≤ 3n2 − 6.

Mit den oberen Gleichungen folgt darausm ≤ 3n − 11 und somit erst recht
m ≤ 3n− 6. Damit ist der Satz insgesamt bewiesen.

Mit Satz 2.1-2 ist sofort klar, dassK5 nicht planar ist, denn der Graph hat10 Kanten,
dürfte aber höchstens3 · 5− 6 = 9 Kanten haben.

Für den hier dargestellten GraphenK3,3, der ebenfalls nicht planar ist, greift
Satz 2.1-2 allerdings nicht. Hier müssten kompliziertere Sätze herangezogen wer-
den, auf die nicht eingegangen werden soll.

Ohne Beweis soll nun derSatz von Kuratowski (aus dem Jahre 1930) angegebenSatz von Kuratowski

werden, welcher besagt, dass es im wesentlichen immer an einem der GraphenK5

oderK3,3 "liegt", wenn irgendein Graph nicht planar ist. Ein Beweis kann z. B. in
dem zitierten Buch von R. Gould nachgelesen werden. Zur genauen Formulierung
des Satzes muss allerdings der Begriff der Homöomorphie eingeführt werden:

Definition 2.1-3: Unterteilung
EineUnterteilungeines GraphenG ist ein GraphH, der durch ein- oder mehrfacheUnterteilung

Anwendung der folgenden Operation ausG erhalten werden kann: eine Kantek =

{a, b} wird durch einen Weg(a, c1, . . . cn, b) ersetzt, wobei alleci neue Ecken sind.
Zwei GraphenH ′ undH ′′ heißenhomöomorph, wenn sie Unterteilungen desselbenhomöomorph

GraphenG sind.
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Beispiel 2.1-5:

H ′ undH ′′ sind Unterteilungen vonG und somit homöomorph.

Satz 2.1-3: von Kuratowski
Ein GraphG ist genau dann planar, wenn er keinen zuK5 oderK3,3 homöo-
morphen Teilgraphen enthält.

Der Satz von Kuratowski liefert ein praktisches Verfahren für einen Planaritätstest
von Graphen: man muss alle Teilgraphen betrachten und auf Homöomorphie zu
K5 oderK3,3 hin überprüfen. Dieses Verfahren ist jedoch sehr aufwendig. Auf das
Problem wird an späterer Stelle noch einmal eingegangen.

Der Abschnitt über Planarität soll nicht abgeschlossen werden ohne einen Hinweis
darauf, dass beim VLSI-Layout Problemstellungen auftreten, bei denen z. T. die
Kenntnisse über planare Graphen Anwendung finden.

Selbsttestaufgabe 2.1-1:

Erläutern Sie den Unterschied zwischen den Begriffen ”planarer Graph” und ”pla-
nare Darstellung eines Graphen”.

2.2 Matrizen

Die Darstellung von Pseudographen durch Matrizen hat zwei große Vorteile:

• sie ist ”rechnerfreundlich”, d. h. bietet sich an, wenn ein Algorithmus konkret
für einen Graphen auf einem Rechner durchlaufen werden soll;

• sie bietet die Möglichkeit, mathematische Eigenschaften von Matrizen für die
Graphentheorie zu nutzen.

Ein Nachteil gegenüber der Darstellung durch ein Diagramm liegt allerdings auf
der Hand: beim Nachdenken über Graphen sind Diagramme sehr anregend für die
menschliche Intuition, was sich von Matrizen nicht sagen lässt.
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Definition 2.2-1: Darstellung durch Listen
Eine Vorform der Matrizendarstellung besteht darin, die Ecken und Kanten eines
Pseudographen einfach aufzuzählen. Man spricht dann von einer Darstellung
durch Listen, die hier nur für Graphen erklärt werden soll. Der Einfachheit hal- Darstellung durch

Listenber werden die Ecken des Graphen im folgenden Beispiel mit natürlichen Zahlen
1, 2, . . . , n bezeichnet.

Beispiel 2.2-1:

Die Kantenliste eines GraphenG wird spezifiziert durch Kantenliste

• die Angabe vonn;

• die Angabe der Liste der Kanten, etwa als Folge von Eckenpaaren.

Der GraphG aus Beispiel 2.2-1 ist demnach beschrieben durchn = 4 und die Liste
(1, 2), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 4).

Eine andere Möglichkeit ist die Darstellung durch eineInzidenzliste, zu der außer Inzidenzliste

der Angabe vonn noch die Aufzählung vonn ListenA1, . . . , An gehört, wobeiAi

aus den Nachbarn des Punktesi besteht.
Der GraphG aus Beispiel 2.2-1 wird wie folgt durch eine Inzidenzliste dargestellt:
n = 4; A1 : 2, 4; A2 : 1, 3, 4; A3 : 2, 4; A4 : 1, 2, 3.
Welche Art von Liste (oder Matrix) die günstigste ist, hängtnatürlich von der kon-
kreten Anwendung ab. Z.B. benötigen Kantenlisten zwar wenig Speicherplatz, sind
aber sehr unhandlich, wenn man etwa die Nachbarn einer Ecke heraussuchen will.

Als nächstes wird die Adjazenzmatrix eingeführt, die nur für einen Graphen (und
nicht allgemein für einen Pseudographen) gebildet werden soll.

Definition 2.2-2: Ein GraphG = (E,K) sei gegeben mitE = {e1, . . . , en} und
k = {ei, ej} (mit geeigneteni, j) für k ∈ K. Die AdjazenzmatrixA(G) = (aij) von Adjazenzmatrix

G ist dien× n-Matrix mit folgenden Einträgen:

aij =

{

1, falls {ei, ej} ∈ K
0, sonst.

StattA(G) wird im folgenden oft nurA geschrieben. Wie man sofort sieht, ist die
Adjazenzmatrix eines Graphen stets symmetrisch und enthält insofern eine gewisse
Redundanz, die man sich bei der Eingabe eines Graphen in einen Rechner durch
eine Adjazenzmatrix zunutze machen kann.
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Für den GraphenG aus Beispiel 2.2-1 ergibt sich die Adjazenzmatrix

A =











0 1 0 1

1 0 1 1

0 1 0 1

1 1 1 0











.

Der folgende Satz liefert eine interessante Eigenschaft der Adjazenzmatrix.

Satz 2.2-1: Ist A die Adjazenzmatrix eines GraphenG, so liefert der(i, j)-
Eintrag a(r)

ij der r-ten PotenzAr die Anzahl der Kantenfolgen von Länger,
die inG die Eckenei undej verbinden.

Beweis: Der Beweis wird durch Induktion überr geführt. Fürr = 1 ist die
Aussage des Satzes offenbar richtig.
Nun sei die Behauptung als Induktionsannahme fürr− 1 (mit r ≥ 2) richtig.
Es gilt dann

a
(r)
ij =

n
∑

k=1

a
(r−1)
ik · akj

wobeia(r−1)
ik die Anzahl der Kantenfolgen von Länger−1 zwischenei undek

ist. Demnach ist für jedesk das Produkta(r−1)
ik ·akj die Anzahl der Kantenfol-

gen von Länger vonei nachej , deren letzte Kante{ek, ej} ist. Da mit obiger
Summe alle Alternativen fürek durchlaufen werden, folgt die Behauptung
auch fürr, d. h. der Satz ist insgesamt bewiesen.

Beispiel 2.2-2:
Für die AdjazenzmatrixA des Graphen aus Beispiel 2.2-1 gilt

A2 =











2 1 2 1

1 3 1 2

2 1 2 1

1 2 1 3











Es ist z. B.a(2)
11 = 2 : (1, 4, 1) und (1, 2, 1) beschreiben die beiden möglichen

Kantenfolgen von Länge2, die die Ecke1 mit sich selbst verbinden.

Als nächstes wird die Inzidenzmatrix eingeführt.

Definition 2.2-3: Es sei ein MultigraphM = (E,K, v) gegeben. Die MengenE
undK seien duchnumeriert,E = {e1, . . . , en} undK = {k1, . . . , km}. Die Inzi-
denzmatrixI(M) (oder einfachI) des MultigraphenM ist dien ×m-Matrix (irs)Inzidenzmatrix

mit

irs =

{

1 , falls er mit ks inzidiert
0 , sonst.
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Beispiel 2.2-3:

I(M) =











1 0 0 1 0 0

0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 0 0

1 1 0 0 1 1











Es gilt folgende Vereinbarung: BestehtM ausk vielen Komponenten(k > 1),
so nimmt man die Ecken und Kanten als in einer Weise durchnumeriert an, dass
die einzelnen Komponenten nacheinander jeweils vollständig durchlaufen werden.
SindM1, . . . ,Mk die Komponenten, so hatI(M) dann die Gestalt

I(M) =













I(M1) 0 . . . 0

0 I(M2)
...

...
. . . 0

0 . . . 0 I(Mk)













.

Wegen der Konstruktionsvorschrift laut Definition 2.2-3 gelten die folgenden Aus-
sagen für jede InzidenzmatrixI(M) eines MultigraphenM :

• Jede Spalte vonI(M) enthält genau zwei Einsen.

• Die Anzahl der Einsen in deri-ten Zeile ist gleich dem Eckgradγ(ei).

• Umnumerierung der Ecken- bzw. Kantenmenge führt zu Vertauschungen von
Zeilen bzw. Spalten in der Inzidenzmatrix.

Dabei kann Aussage iii) noch verstärkt werden: Zwei Multigraphen sind genau
dann isomorph, wenn deren Inzidenzmatrizen sich nur durch eine Permutation von
Zeilen und Spalten unterscheiden. Man kann also sagen, dassdie Struktur eines
Multigraphen durch seine Inzidenzmatrix vollständig beschrieben ist.
Es wird sich nun herausstellen, dass auch die Begriffe Rang und Determinante
(siehe Anhang C) einer Inzidenzmatrix bzw. ihrer Untermatrizen zur Beschreibung
der Struktur eines Multigraphen genutzt werden können.



42 2 Darstellung von Graphen

Für das folgende sei ein zusammenhängender Multigraph mit(n × m)-
InzidenzmatrixI gegeben.

Hilfssatz 2.2-1: Es istrg2(I) ≤ n− 1.

Beweis: Da jede Spalte vonI zwei Einsen enthält, ergibt die Summe aller
Zeilen (modulo2) den Nullvektor. Folglich sind die Zeilen überIF2

linear abhängig, somitrg2(I) ≤ n− 1.

Hilfssatz 2.2-2: Die Spalten vonI, die zu den Kanten eines Kreises gehören,
sind linear abhängig (überIF2).

Beweis: Die Summe dieser Spalten ergibt den Nullvektor. Da nämlich eine
Eins in einer Spalte eine mit der betreffenden Kante inzidente Ecke
bezeichnet, gibt es zu jeder solchen Eins genau eine zweite Spalte mit
einer Eins an derselben Stelle.

Für die nächsten Aussagen erweist es sich als nützlich, einereduzierte Inzidenz-
matrix Ir zu betrachten, die sich ergibt, wenn dier-te Zeile vonI weggelassen wird.reduzierte

Inzidenzmatrix Die zu dieser Zeile gehörende Eckeer wird auch alsBezugseckeder reduzierten
Bezugsecke InzidenzmatrixIr bezeichnet.

Es muss hier darauf hingewiesen werden, dass in der Literatur häufig die Bezeich-
nung ”Inzidenzmatrix” für das hier verwendete ”reduzierteInzidenzmatrix” genom-
men wird.

Ist M ein Baum, so giltm = n − 1, eine reduzierte Inzidenzmatrix ist folglich
quadratisch.

Satz 2.2-2: Ist M ein Baum undIr eine reduzierte Inzidenzmatrix vonM , so
gilt für die reelle Determinantedet(Ir) = ±1.

Beweis: Die Argumentation verläuft wieder induktiv.
HatM nur eine Kante und zwei Ecken, so istIr die(1×1)-Matrix mit Eintrag
1, mithin gilt det(Ir) = 1.
Als Induktionsannahme sei nun der Satz richtig für jeden Baum mit k Ecken
(k ≥ 2); ein Baum mitk + 1 Ecken sei gegeben,Ir sei eine reduzierte Inzi-
denzmatrix vonM . Schließlich seies eine Endecke vonM , die nicht die
Bezugsecke ist. (Da nach Hilfssatz 1.2-2M mindestens zwei Endecken hat,
gibt es ein solcheses.) Entwicklung vondet(Ir) nach Zeiles führt zu

det(Ir) = (−1)s+tdet(I ′),

wennkt die eindeutige mites inzidente Kante ist;I ′ ist dabei die Matrix,
welche ausIr durch Streichen von Zeiles und Spaltet entsteht. Nun ist aber
andererseitsI ′ eine reduzierte Inzidenzmatrix des Baumes, den man erhält,
wenn ausM die Eckees und die Kantekt entfernt werden. Da nach Induk-
tionsannahmedet(I ′) = ±1 gilt, folgt dies auch fürdet(Ir), womit der Satz
bewiesen ist.
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Beispiel 2.2-4:

I =











1 0 0

1 1 1

0 1 0

0 0 1











Streichen der 4. Zeile (Bezugseckee4) führt zu

I4 =





1 0 0

1 1 1

0 1 0



mit det(I4) = −1.

Aus dem Satz und den vorangegangenen Hilfssätzen lassen sich nun zwei Folge-
rungen ableiten. Wieder sei ein zusammenhängender MultigraphM mit (n ×m)-
InzidenzmatrixI gegeben. Es ist noch zu beachten, dass Satz 2.2-2 bei Rechnung
in IF2 ebenfalls die Aussagedet(Ir) = 1 liefert.

Folgerung 2.2-1: Es istrg2(I) = n− 1.

Beweis: Die zu den Kanten eines Gerüsts vonM gehörenden Spalten einer
reduzierten InzidenzmatrixIr bilden nach Satz 2.2-2 überIF2 eine reguläre
((n− 1)× (n− 1))-Matrix, also muss auchI den Rangn− 1 haben.

Folgerung 2.2-2: Eine quadratische((n−1)×(n−1))-Untermatrix einer redu-
zierten InzidenzmatrixIr ist genau dann regulär überIF2, wenn die ausge-
wählten Spalten zu einem Gerüst vonM gehören.

Der Beweis folgt sofort mit Hilfssatz 2.2-2 und Folgerung 2.2-1.

Abschließend sei darauf hingewiesen, dass Folgerung 2.2-1leicht verallgemeinert
werden kann: besteht der MultigraphM ausk Komponenten, so gilt für eine Inzi-
denzmatrixI

rg2(I) = n− k = ρ(M).
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Selbsttestaufgabe 2.2-1:

Berechnen Sie für den BaumM aus Beispiel 2.2-4det(I1).

2.3 Weitere Matrizen und deren Eigenschaften

In diesem Abschnitt werden beliebigen Multigraphen zwei weitere Matrizen zuge-
ordnet. In ihnen spiegelt sich die Zugehörigkeit von Kantenzu Kreisen bzw. Schnit-
ten. Die Relevanz dieser beiden Arten von Matrizen liegt allerdings weniger in
der Darstellung von Graphen als vielmehr in Anwendungsbereichen. Auf solche
Anwendungen wird an späterer Stelle eingegangen, hier sollen zunächst nur einige
grundlegende Eigenschaften dieser Matrizen dargestellt werden.
Für den ganzen Abschnitt sei ein beliebiger MultigraphM vorgegeben, ebenso eine
(von der Nummerierung der Ecken und Kanten abhängige) InzidenzmatrixI. Ferner
seien die Elemente vonC (Vereinigungen kantendisjunkter Kreise) durchnumeriert
(Ci , 1 ≤ i ≤ 2µ − 1) sowie die Elemente vonS (SchnitteSj , 1 ≤ j ≤ 2ρ − 1).

Definition 2.3-1: Die Kreis-Kanten-MatrixC(M) = (cij) ist die in folgender Weise
definierte((2µ − 1)×m)-Matrix:

cij =

{

1 , fallsCi kj enthält
0 , sonst.

Beispiel 2.3-1:

Der BaumB mit den Kantenk2, k4, k5 führt zu den im folgendem Bild ange-
deuteten fundamentalen KreisenC1, C2, C3:
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Die weiteren Elemente vonC sindC4 = C1 +C2,C5 = C1 +C3,C6 = C2 +C3

undC7 = C1 + C2 + C3. Es ergibt sich die Matrix

C(M) =























1 1 0 0 0 0

0 1 1 1 0 0

0 0 0 1 1 1

1 0 1 1 0 0

1 1 0 1 1 1

0 1 1 0 1 1

1 0 1 0 1 1























Mit Hilfe von Hilfssatz 2.2-1 kann nun gezeigt werden:

Folgerung 2.3-1: Für die InzidenzmatrixI und die Kreis-Kanten-MatrixC gilt
(über IF2) die Beziehung

I · Ct = 0.

Beweis: Die i-te Spalte vonI ·Ct erhält man, indem man die Spalten vonI auf-
summiert, die zu den Kanten gehören, die in dem ElementCi ∈ C enthalten
sind. Nach Hilfssatz 2.2-1 muss dies den Nullvektor ergeben.

Fasst man wieder - wie in Abschnitt 1.3 -C als Untervektorraum der Potenzmenge
P(K ) auf, so besteht die Kreis-Kanten-Matrix aus einer zeilenweisen Auflistung
der Elemente vonC, wobei - wie üblich - ein ElementL von P(K ), also eine
Menge von Kanten, durch dasm− tupel(l1, . . . , lm) mit

lj =

{

1 , falls kj ∈ L
0 , sonst

beschrieben wird.

In diesem Lichte folgt unmittelbar aus Hilfssatz 1.3-1 der folgende

Satz 2.3-1: Es istrg2(C) = µ(M).

Analog zur Kreis-Kanten-Matrix ist die Schnitt-Kanten-Matrix definiert:

Definition 2.3-2: Die Schnitt-Kanten-MatrixS(M) = (sij) ist die in folgender Schnitt-Kanten-Matrix

Weise definierte((2ρ − 1)×m)-Matrix:

sij =

{

1 , falls Si kj enthält
0 , sonst.
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Beispiel 2.3-2:
Wir nehmen wieder den MultigraphenM aus Beispiel 2.3-1, ebenso denselben
BaumB. Es ergeben sich zunächst die in den folgenden Bildern angedeuteten
fundamentalen SchnitteS1, S2, S3:

Die weiteren Elemente vonS sindS4 = S1 + S2, S5 = S1 + S3, S6 = S2 + S3

undS7 = S1 + S2 + S3.

Es ergibt sich die Matrix

S(M) =























1 1 1 0 0 0

0 0 1 1 0 1

0 0 0 0 1 1

1 1 0 1 0 1

1 1 1 0 1 1

0 0 1 1 1 0

1 1 0 1 1 0























Man beachte: da die mit einer festen Ecke inzidenten Kanten immer einen Schnitt
bilden, ist die MatrixI stets in der MatrixS enthalten, genauer: einige Zeilen von
S bildenI. So gesehen ist der folgende Satz eine Verstärkung von Folgerung 2.3-1:

Satz 2.3-2: Es gilt (überIF2) die Beziehung

S · Ct = 0.

Beweis: Dies ist eine Konsequenz von Satz 1.3-1, dass jeder Schnitt mit
jedem Kreis eine gerade Anzahl von Kanten gemeinsam hat.

Analog zu Satz 2.3-1 lässt sich nun auch leicht die folgende Aussage über den Rang
vonS(M)beweisen:

Satz 2.3-3: Es istrg2(S) = ρ(M).
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Selbsttestaufgabe 2.3-1:

Stellen Sie für den folgenden MultigraphenM eine Kreis-Kanten-Matrix auf:
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3 Algorithmen

3.1 Das Erkennen und Suchen von Bäumen

Einen Baum erkennt man daran, dass er ein Graph ohne Kreise ist. Ist ein Dia-
gramm eines Graphen vorgelegt, so wird man dies in der Regel durch wenige Bli-
cke nachprüfen können. Es stellt sich nun aber die Frage, wieman einen Graphen
am schnellsten auf seine Kreisfreiheit untersucht, der in einem Rechner (z. B. durch
eine Inzidenzmatrix) abgespeichert ist. Es wäre sicher keine gute Methode, den
Rechner ein Diagramm zeichnen zu lassen und dieses dann optisch zu inspizieren.
Es geht also darum, ein günstiges Rechenverfahren, einen sogenanntenAlgorith-
mus, zur Lösung dieses Problems zu finden.Algorithmus

Nach Satz 1.2-2 ist ein GraphG = (E,K) genau dann ein Baum, wennG zusam-
menhängend ist und|K| = |E|−1 gilt. Ein Algorithmus, der testet, obG ein Baum
ist, kann also aus der Abfrage "Ist|K| = |E|−1 ?" und einem Zusammenhangstest
bestehen . In dem folgendenFlussdiagrammist ein solcher Algorithmus beschrie-Flussdiagramm

ben.

Die Grundidee des in dem Diagramm beschriebenen Tests auf Zusammenhang
ist es, dass von einer beliebig gewählten Eckee ausgehend diee enthaltende
ZusammenhangskomponenteZ bestimmt wird und am Schluss noch die Abfrage
"Z = E?" steht.Z wird iterativ dadurch aufgebaut, dass für einz ∈ Z, welches
noch Nachbarn außerhalbZ hat, diese Nachbarn zuZ hinzugenommen werden.

Gegeben sei ein GraphG = (E,K), für jedese ∈ E seiN(e) die Menge der
Nachbarecken vone.
Der Algorithmus stoppt, wenn eine der beiden Boxen "G ist ein Baum" bzw. "G ist
kein Baum" erreicht wird.
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Flussdiagramme bieten eine von mehreren Möglichkeiten, die Funktionsweise von
Algorithmen zu beschreiben. Eine andere Möglichkeit, die in der Literatur sehr
gebräuchlich ist und die im folgenden auch hier verwendet werden soll, ist die
Beschreibung mit Hilfe einiger weniger Sprachelemente, die in dieser oder ähnli-
cher Form Teil aller Computer- Hochsprachen sind. Es handelt sich m. a. W. um eine
Schreibweise, die zwischen einem Flussdiagramm und Hochsprachen wie PASCAL
oder ALGOL angesiedelt ist. Dabei ist es dann kein großer Aufwand mehr, von dort
ausgehend zu einemProgramm in einer dieser Hochsprachen zu kommen. Ein sol-
ches Programm ist also die konkrete Formulierung eines Algorithmus, wie sie zur
Durchführung auf einem Computer benötigt wird, man sprichtvon einerImple-
mentierung des Algorithmus.

Wir wollen den oben betrachteten Algorithmus in der hier verwendetenQuasi-
Hochsprachebeschreiben:

Algorithmus "Baumtest" Gegeben sei ein GraphG = (E,K), N(e) ⊆ E sei zu
e ∈ E die Menge der Nachbarecken. Es wird überprüft, obG ein Baum ist.

Algorithmus : Baumtest

begin

if |K| 6= |E| − 1

then G ist kein Baum, goto ende
else

begin
sei e ∈ E, Z := { e };
while N(z) ⊆ 6 Z für ein z ∈ Z do

wähle z ∈ Z mit N(z) ⊆6 Z,
setze Z := Z ∪ N(z);
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if Z = E

then G ist ein Baum
else G ist kein Baum;

end

ende: end

Diese Beschreibung des Algorithmus dürfte selbst für solche Leser verständlich
sein, die bisher mit Programmiersprachen nichts oder nur wenig zu tun hatten.
Bevor im nächsten Abschnitt noch einmal detailliert auf diehier verwendeten Spra-
chelemente eingegangen wird, soll ein weiteres Beispiel zur Illustration vorgestellt
werden.

In Satz Satz 1.2-2 wurde gezeigt, dass jeder zusammenhängende Graph ein Gerüst
enthält. Es wird nun ein Algorithmus zur Konstruktion einesGerüsts angegeben.
Dieser Algorithmus ist natürlich "besser" als die ebenfalls denkbare Vorgehens-
weise, einfach alle Teilgraphen des vorgegebenen Graphen einzeln darauf zu unter-
suchen, ob es sich um einen Baum handelt, der alle Ecken enthält. Die Funkti-
onsweise des Algorithmus beruht auf der folgenden Tatsache, deren Beweis sich
erübrigt.

Hilfssatz 3.1-1: SeiG = (E,K) ein Graph, der TeilgraphT ′ = (E ′, K ′) sei ein
Baum. Iste ∈ E ′ undf ∈ E\E ′ und{e, f} ∈ K, so ist auch der Teilgraph
(E ′ ∪ {f}, K ′ ∪ {{e, f}}) ein Baum inG.

Algorithmus "Konstruktion eines Gerüsts" Gegeben sei ein zusammenhängen-
der GraphG = (E,K), N(e) ⊆ E sei zue ∈ E die Menge der Nachbarecken. Es
wird ein GerüstT = (E,L) konstruiert.

Algorithmus : Konstruktion eines Gerüsts

begin
sei e ∈ E, F := { e }, L := ∅;

while N(e) ⊆6 F für

ein e ∈ F do
begin

sei e ∈ F mit N(e) ⊆6 F ,

sei f ∈ N(e) \ F ,

F := F ∪ { f }, L := L ∪ {{e, f}};
end

end

Der Algorithmus geht vor, wie im Hilfssatz vorgezeichnet ist, d. h. es wird in jedem
Schritt eine Ecke des bereits konstruierten Baumes mit einer Nachbarecke, die noch
nicht zu dem Baum gehörte, verbunden und so ein größerer Baumerhalten. Im
folgenden Beispiel ist die Funktionsweise des Algorithmusillustriert.
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Beispiel 3.1-1:

Zu Anfang seie = A, alsoF = {A}, L = ∅.

1.Schritt : N(A) ⊆6 F, C ∈ N(A) \F,
F = {A,C}, L = {k1};

2.Schritt : N(A) ⊆6 F, D ∈ N(A) \F,
F = {A,C,D}, L = {k1, k3};

3.Schritt : N(D) ⊆6 F, B ∈ N(D) \F,
F = {A,B,C,D}, L = {k1, k3, k4}.

Das ermittelte Gerüst istT = (E, {k1, k3, k4}).

3.2 Algorithmen und deren Komplexität

Zunächst soll der Begriff des Algorithmus etwas ausführlicher erläutert werden.

Ein Algorithmus ist ein Verfahren zur Lösung eines Problems. Dabei muss unter Algorithmus

einemProblem eine (im Prinzip unendlich große) Ansammlung gleichartiger ein- Problem

zelner Problemstellungen angesehen werden. Z. B. löst der zuletzt beschriebene
Algorithmus allgemein das Problem der Konstruktion eines Gerüsts, wobei aber
für eine Anwendung ein konkreter zusammenhängender Graph vorgegeben werden
muss; für jeden dieserEinzelfälle arbeitet der Algorithmus erfolgreich. Einzelfall

Eine selbstverständliche Forderung an einen Algorithmus ist natürlich dieKorrekt-
heit, d. h. er sollte das Problem für jeden Einzelfall korrekt lösen. Der Nachweis, Korrektheit

dass ein für ein Problem vorgeschlagener Algorithmus auch korrekt ist, kann sehr
schwierig zu führen sein. Oft hilft ein mathematischer Satz, den der Algorithmus
per Iteration ausnutzt. In anderen Fällen hat die Lösung nach dem Durchlaufen des
Algorithmus stets gewisse Eigenschaften, die sich in einemallgemeinen mathema-
tischen Satz zusammenfassen lassen, wobei die Korrektheitdes Algorithmus als
Konsequenz ebenfalls mit herauskommt - so verhält es sich beim "max-flow - min
cut" - Theorem, das an späterer Stelle behandelt wird.
Die Korrektheitsbegriffe für Algorithmus und Programm sind (entsprechend den
Begriffsbestimmungen des vorigen Abschnitts) im wesentlichen identisch - voraus-
gesetzt, dass bei der Umsetzung des Algorithmus in ein Programm für einen kon-
kreten Rechner keine Fehler gemacht werden. Es gibt auch Ansätze, die Korrektheit
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von Programmen mit formalen Methoden zu untersuchen, man spricht hier von der
Verifikation von Programmen.Verifikation

Als weitere notwendige Eigenschaften eines Algorithmus werden angesehen:

• Endliche Beschreibbarkeit: Das Verfahren kann mit einem endlichen Text (Spra-
che , Formeln) beschrieben werden.

• Effektivität: Jeder einzelne Schritt des Verfahrens muss "mechanisch" durch-
führbar sein (z. B. durch einen Computer).

• Determinismus: Die Reihenfolge aller Rechenschritte mussdurch das Verfahren
für jeden Einzelfall eindeutig festgelegt sein.

• Endlichkeit: Das Verfahren muss für jeden Einzelfall nach endlich vielen Schrit-
ten abbrechen.

Im vorigen Abschnitt wurde anhand von Beispielen bereits die "Sprache" festgelegt,
in der im weiteren Verlauf des Kurses Algorithmen beschrieben werden sollen - wir
haben dort den Begriff einer Quasi-Hochsprache eingeführt. Die Elemente dieser
Sprache werden im folgenden kurz erläutert.

Verzweigung: if A thenB1, B2, . . . , BkelseC1, C2, . . . , Cl; steht für:Verzweigung

Wenn Bedingung A erfüllt ist, werden die OperationenB1, B2, . . . , Bk ausgeführt,
andernfallsC1, C2, . . . , Cl. Die mit "else" eingeleitete Alternative kann dabei auch
fehlen.

Schleife: while A doB1, . . . , Bk; steht für:Schleife

Wenn Bedingung A erfüllt ist, werdenB1, . . . , Bk ausgeführt; dies wird solange
wiederholt, wie A erfüllt ist.

Iterationen: for L doB1, . . . , Bk; steht für:Iteration

Für jedes Element der Liste L werden die OperationenB1, . . . , Bk je einmal ausge-
führt. Dabei kann die Liste L geordnet sein (z. B.for i = 1, . . . , 6doB1, B2;) oder
ungeordnet (z. B.fors ∈ SdoB1, B2;). Im zweiten Fall ist die Reihenfolge nicht
spezifiziert.

repeatA1, . . . , AkuntilB; steht für:
Die OperationenA1, . . . , Ak werden durchgeführt. Ist danach die BedingungB

nicht erfüllt, wird dies solange wiederholt, bisB erfüllt ist.

Zur Erhöhung der Übersichtlichkeit werden zusammenhängende Blöcke oft durch
ein begin-end-Paareingeschlossen, unter anderem auch der ganze Algorithmus
(s. z. B. die "Konstruktion eines Gerüsts"). Außerdem wird die Struktur des Algo-
rithmus durch Einrücken von Blöcken (beim Aufschreiben desQuasi-Programms)
zusätzlich optisch verdeutlicht.

Ein weiteres Element der Sprache ist derSprungbefehl:goto NameSprungbefehl

bedeutet, dass als nächstes das auszuführen ist, was in der Zeile steht, die mit
"Name:" gekennzeichnet ist (s. z. B. in "Baumtest").

Zuweisungenwerden mit:= vorgenommen, z. B. steht "Z := Z ∪ {e}" für: derZuweisungen
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Mengenvariablen wird als Wert die Menge zugewiesen, die ausder "bisherigen
MengeZ " plus dem Elemente besteht.

Unsere kurze Erläuterung der verwendeten Sprache schließen wir mit drei Bemer-
kungen ab:

1. Bezüglich derDatenstrukturen, die verwendet werden dürfen, werden imDatenstrukturen

folgenden keine Einschränkungen gemacht. Es sind einfacheund indizierte
Variablen sowie Variablen für Mengen erlaubt. Die durch dieVariablen reprä-
sentierten Größen können beliebiger Art sein (z. B. auch Ecken eines Gra-
phen).

2. Als Bedingungen A oder OperationenBi (wie z. B. inwhile A doB1, . . . , Bk)
lassen wir alle sinnvollen und unzweideutigen mathematischen Aussagen zu,
z. B.:
whileS 6= ∅do wähle s ∈ S, suche einen KreisC durch s, setzeK :=

K ∪ {C}, S := S\{s};
Dabei müssen die aufgeführten Operationen stets endlich ausführbar sein.

3. Die unter 1. und auch schon bei der Erklärung einer Iteration gewährte Frei-
zügigkeit, die z. B. dazu führt, dass beim Durchlaufen einerMenge die Rei-
henfolge der Elemente nicht festgelegt wird, bedeutet strenggenommen ein
Abrücken von der Forderung des Determinismus. Dieser ist jedoch dadurch
gegeben, dass eine konkret gewählte Hochsprache entweder selbst sich in sol-
chen Punkten festlegen muss oder aber -spätestens- ihr "Compiler".

Für den Rest dieses Abschnitts beschäftigen wir uns mit einer Eigenschaft,
die nicht notwendig zu jedem Algorithmus gehört, jedoch wünschenswert ist
und die eigentliche Herausforderung beim Suchen nach einemAlgorithmus
bildet: seine möglichst hoheEffizienz. Damit ist gemeint , dass ein Algorith-Effizienz

mus möglichst schnell und ökonomisch arbeiten soll.

Beispiel 3.2-1:
Zur Illustration dieses Punktes wird zunächst ein Beispielvorangestellt. Wir
gehen vonn reellen Zahlen aus, die der Größe nach sortiert sind:a1 < a2 <

. . . < an. Eine weitere Zahla soll in diese Liste an der richtigen Stelle eingefügt
werden (vgl. Beispiel 1.2-7). Als Ausgabe des Algorithmus wird der Indeximit
ai < a < ai+1 erwartet, wobei in den Grenzfällena < a1 bzw.an < a jeweils
eine der Zahlen keine Bedeutung hat.
Ein möglicher Algorithmus ist der folgende:

Algorithmus : A1

begin
for k = 1, . . . , n do

if a < a then i := k − 1, goto ende;
i := n;

ende: end
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Für die Formulierung des zweiten Algorithmus setzen wir voraus, dassn eine
Zahl der Formn = 2m − 1 ist (also z. B.1, 3, 7, 15, 31, . . .). Dadurch ist es
gewährleistet, dass die auftretenden Brüche immer zu ganzen Zahlen führen -
sonst müsste das Verfahren etwas komplizierter beschrieben werden. Das Vor-
gehen entspricht genau dem Intervallhalbierungsverfahren beim binären Suchen
(vgl. Beispiel 1.2-7).

Algorithmus : A2

begin
k := (n + 1)/2;

while n ≥ 3 do
begin

if a < ak

then k := k − (n + 1)/4

else k := k + (n + 1)/4;
n := (n− 1)/2;

end

if a < ak

then i := k − 1

else i := k;
end

Die Arbeitsweise dieser beiden Algorithmen soll nun an einem konkreten Fall
verdeutlicht werden.
Es sein = 7 mit der gegebenen aufsteigenden Folge

2 < 6 < 7 < 7, 2 < 9, 1 < 11 < 20

a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7,

a = 10 soll eingefügt werden.

Ablauf von A1:

k = 1 → V ergleich a < a1 → Ergebnis : nein;

k = 2 → V ergleich a < a2 → Ergebnis : nein;

k = 3 → V ergleich a < a3 → Ergebnis : nein;

k = 4 → V ergleich a < a4 → Ergebnis : nein;

k = 5 → V ergleich a < a5 → Ergebnis : nein;

k = 6 → V ergleich a < a6 → Ergebnis : ja,

alsoi = 5, Sprung nach "ende".



3.2 Algorithmen und deren Komplexität 55

Ablauf von A2:

k = (7 + 1)/2 = 4

→ V ergleich a < a4 → Ergebnis : nein,

also k = 4 + 2 = 6, n = (7− 1)/2 = 3;

→ V ergleich a < a6 → Ergebnis : ja,

also k = 6− 1 = 5, n = (3− 1)/2 = 1;

Ausstieg aus der while− Schleife;
→ V ergleich a < a5 → Ergebnis : nein,

also i = 5, end.

Im Ergebnis waren bei A1 sechs, bei A2 nur drei Vergleiche nötig.
Eine wichtige Einsicht ist es nun, dass der Algorithmus A2 besser (weil effizien-
ter) ist als A1: beim zweiten Algorithmus wird die Zahlamit log2(n+1)-vielen
der ai verglichen, bis seine richtige Position gefunden ist (fürn = 2m − 1

bedeutet dies m Vergleiche), bei A1 mussa im schlechtesten Fall mit allenai

verglichen werden (falls nämlicha > an ist). Im Mittel braucht A1n/2 viele
Vergleiche, was immer noch schlechter ist alslog2(n+1) - umso mehr für große
n.

Allgemein geht man davon aus, dass einem Problem stets eine natürliche Zahln als
Problemgrößezugeordnet werden kann, relativ zu welcher die Güte eines Algorith- Problemgröße

mus zu beurteilen ist. Ist nunA ein Algorithmus, der das gegebene Problem löst,
so ist dieKomplexität TA(n) die Anzahl der im schlechtesten Fall auszuführendenKomplexität

elementaren Rechenoperationen bei einer Anwendung vonA auf einen Einzelfall
von Größen.

Als Maßstab wird das "Verhalten im schlechtesten Fall" genommen, weil zur
Bestimmung des "Verhaltens im Mittel" bereits bei einfachen Algorithmen sehr
komplizierte wahrscheinlichkeitstheoretische Untersuchungen nötig wären und
man sich schon bald mit empirischen Verfahren behelfen müsste.

Man muss sich nun festlegen, was zu den "elementaren Rechenoperationen" gezählt
werden soll.
Wir stellen uns einen Rechner mit unbegrenztem Speicher vor, in dem zu
Beginn der Rechnung die Eingabedaten und am Ende die Ausgabedaten ste-
hen. Der technische Aufwand der Ein- und Ausgabe sowie der Speicherung
wird also außer acht gelassen. Der Rechner kann arithmetische Operationen
(+,−, ∗, /, exp), Vergleichsoperationen(=, 6=, <,≤, >,≥), Speicheroperationen,
Sprungbefehle(GOTO, IF . . . THEN) usw. ausführen.
Bei der Bestimmung vonTA(n) wollen wir nur die arithmetischen und die Ver-
gleichsoperationen zählen und Sprungbefehle, Zugriffe zuFeldern usw. außer acht
lassen. Dies macht im Grunde nichts aus, da man im allgemeinen TA(n) ohnehin
nicht präzise bestimmen kann und nur nach derGrößenordnungbzw.Wachstums- Größenordnung

rate dieser Funktion fragt. Dazu wird die folgende Notation verwendet: Wachstumsrate
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f(n) undg(n) seien Funktionen mit natürlichen Zahlen als Argumenten undWerten
in IR

+, der Menge der positiven reellen Zahlen.
Man schreibt

f(n) = O(g(n))

und sagt,f habe höchstens Wachstumsrateg, wenn es eine Konstantec > 0 gibt
mit f(n) ≤ c · g(n) für allen ab einem gewissenn0;

f(n) = Ω(g(n))

(f hat mindestens Wachstumsrateg), wenn es eine Konstantec > 0 gibt mit f(n) ≥
c · g(n) für allen ab einem gewissenn1;

f(n) = Θ(g(n))

(f hat Wachstumsrateg), wennf(n) = O(g(n)) undf(n) = Ω(g(n)) gelten.

Gilt für einen AlgorithmusA

TA(n) = O(g(n)),

so sagen wir,A habe die KomplexitätO(g(n)).

Nach dieser Definition hatA1 (in Beispiel 3.2-1) die KomplexitätO(n) undA2 die
KomplexitätO(logn).

Beispiel 3.2-2:
Ist f(n) ein Polynom vom Gradk, d. h. gilt

f(n) = akn
k + ak−1n

k−1 + . . .+ a1n + a0,

so istf(n) = O(nk), denn mitc = 2|ak| ist für genügend großesn auf jeden
Fall f(n) ≤ cnk.

Man sucht stets nachpolynomialen Algorithmen, also Algorithmen der Komple-polynomialer
Algorithmus xität O(nk) für ein geeignetesk. Aus gutem Grund nennt man diese Algorithmen

aucheffizient: Polynome wachsen wesentlich langsamer als etwa Exponentialfunk-effizienter Algorithmus

tionen. In einer Formel kann dies so ausgedrückt werden: istp(n) irgendein Poly-
nom unda > 1 eine reelle Zahl, so gilt

lim
n→∞

p(n)

an
= 0.

("Schlimmer" als die Funktionan ist noch die Funktionn!.)

Die folgende überschlagsweise Rechnung dient der Verdeutlichung des Unter-
schieds zwischen polynomialer und exponentieller Wachstumsrate: Angenommen,
es stehe ein Rechner zur Verfügung, der pro Sekunde 1 Milliarde Schritte ausfüh-
ren kann. Für ein ProblemP habe man einen AlgorithmusA1 von Komplexität
O(2n) und einen AlgorithmusA2 von KomplexitätO(n3). In einem Einzelfall mit
n = 60 dauert die Rechnung dann, wenn wir direktTA1(n) = 2n undTA2(n) = n3

annehmen, beiA1 ca. 37 Jahre, beiA2 1
4630

Sekunden.
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Hier sind einige weitere Begriffe:
Probleme, die einen polynomialen Algorithmus zulassen, heißenleicht. Probleme, leichtes Problem

für die es keinen polynomialen Algorithmus geben kann, werden unzugänglich
oderhart genannt. Über eines muss man sich im klaren sein: es kann sehrschwierig unzugängliches

Problem
hartes Problem

sein herauszufinden, ob ein Problem leicht ist!

Beispiel 3.2-3:
Wir betrachten das folgende Problem. Den2m vielen Teilmengen einerm-
elementigen MengeX seien beliebige reelle Zahlen (Bewertungen) zugeordnet,
man hat m. a. W. eine Abbildung

f : P(X )→ IR.

Die Abbildung sei auf irgendeine Weise in einem Rechner abgespeichert, und
es sei nun das Ziel, eine MengeY ∈ P (X) mit möglichst kleiner Bewertung
f(Y ) zu finden. Dieses Problem ist, wenn die Zahlm als Problemgröße ange-
nommen wird, unzugänglich, denn jeder Algorithmus muss dieBewertung jeder
diese Mengen mindestens einmal mit irgendeiner anderen vergleichen, was zu
mindestens2m vielen Rechenoperationen führt. Sieht man allerdings die Anzahl
der Teilmengen2m als Problemgrößen an, so ist das Problem leicht.

Es sei an dieser Stelle auch auf die für die Theorie der Algorithmen wichtigenNP-
vollständigenProbleme hingewiesen. Es handelt sich um eine (durch neue Erkennt- NP-vollständig

nisse immer weiter wachsende) Klasse von Problemen mit der Eigenschaft, dass

1. von keinem der Probleme bekannt ist, ob es leicht oder hartist und

2. alle diese Probleme als leicht nachgewiesen sind, wenn man dies nur für eines
von ihnen herausfindet.

Auf eine präzise mathematische Definition der NP-Vollständigkeit können wir hier
nicht eingehen. Man müsste hierzu zunächst die Definition eines Algorithmus noch
stärker formalisieren. Üblicherweise wird dann der Begriff der Turing-Maschine Turing-Maschine

benutzt. Wer in dieses Gebiet im Bereich Mathematische Logik / Theoretische
Informatik tiefer einsteigen möchte, sei auf das Buch von Garey und Johnson (s.
Literaturverzeichnis) verwiesen.

Den Schluss dieses Abschnitts bilden folgende kurze Anmerkungen:

1. Bei den graphentheoretischen Problemen, die im weiterenVerlauf des Kurses
betrachtet werden, wird in der Regel die Eckenanzahln als Problemgröße
angenommen. Stützt sich ein Algorithmus auf ein Absuchen der Kanten, so
wird man zu einer Bewertung des Algorithmus eher die Kantenanzahlm als
Problemgröße nehmen. Handelt es sich um einen Graphen (weder Pseudo-
noch Multi-), so giltm = 0(n2); insofern können sich in diesem Fall bei der
Wahl vonn oderm keine qualitativen Unterschiede (z. B. bei der Frage, ob
der Algorithmus polynomial ist) ergeben.
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2. Man müsste eigentlich die Problemgröße sorgfältiger definieren, wenn in
einem Problem große numerische Zahlenwerte auftreten. In Beispiel 3.2-1
ist z. B. nicht nur die Anzahln der betrachteten Zahlen von Bedeutung, son-
dern auch dieGröße derai hat bei einem realen Computer Einfluss auf die
Laufzeit. Ebenso verhält es sich in der Graphentheorie, wenn man Ecken- und
Kantenbewertungen zulässt (s. nächstes Kapitel). Wir werden diesen Einfluss
der Zahlengrößen jedoch im weiteren vernachlässigen.

Selbsttestaufgabe 3.2-1:

Erläutern Sie den Begriff der Komplexität eines Algorithmus.

3.3 Weitere Algorithmen und Begriffe

Zur Illustration der bisherigen Aussagen über Algorithmenwerden in diesem
Abschnitt weitere Algorithmen zur Lösung graphentheoretischer Probleme vorge-
stellt. Unter anderem beschäftigen wir uns mit einem NP-vollständigen Problem.
Ferner werden die Begriffe Heuristik und approximativer Algorithmus eingeführt.

Ein GraphG = (E,K) ist nach Definition 1.2-8 bipartit, wenn seine Eckenmenge
so in TeilmengenE ′ undE ′′ unterteilt werden kann, dass jede Kante eine Ecke aus
E ′ mit einer ausE ′′ verbindet. Nach Satz 1.2.4 ist dies gleichbedeutend damit,dass
G keinen Kreis ungerader Länge enthält. Der folgende Algorithmus prüft dies nach.

Algorithmus "Bipartit" Gegeben seien ein zusammenhängender GraphG =Algorithmus
"Bipartit" (E,K) und für jedese ∈ E die MengeN(e) der Nachbarn vone. Es wird überprüft,

obG bipartit ist.

Algorithmus : Bipartit

begin

sei e ∈ E, f(e) := 0;

while es gibt noch unmarkierte Ecken do

begin
for x ∈ E do

if x ist bereits markiert
then

if es gibt ein markiertes y ∈ N(x)

mit f(y) = f(x)

then G ist nicht bipartit

else markiere jedes nicht-
markierte y ∈ N(x)

mit f(y) := f(x) + 1

(in IF2);
end

end
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Der Algorithmus hat die Komplexität0(n3)(n = |E|). Dies sieht man am leichtes-
ten so ein: Die while-Schleife wird höchstens(n − 1)-mal durchlaufen. Innerhalb
der Schleife werden für jede bereits markierte Ecke deren noch nicht markierte
Nachbarn markiert (oder ein ungerader Kreis entdeckt).
Sind nach dem Durchlauf des Algorithmus alle Ecken markiertworden, so bilden
E ′ := f−1(0) undE ′′ := f−1(1) eine disjunkte Aufteilung der Eckenmenge derart,
dass Kanten nur zwischen Elementen vonE ′ undE ′′ verlaufen.

Auch die Frage, wie man Graphen effektiv auf Planarität testen kann, wollen wir Algorithmus "Planar"

hier noch einmal zur Sprache bringen. Es sind mehrere polynomiale Algorithmen
bekannt, jedoch sind bei jedem dieser Algorithmen für das genaue Verständnis wei-
tere Begriffsbildungen nötig, auf die hier nicht eingegangen werden soll. Wir wollen
nur kurz die Grundidee des Algorithmus nach G. Demoucron, Y.Malgrange und R.
Pertuiset skizzieren - genauer kann dies z. B. in dem zitierten Buch von R. Gould
nachgelesen werden.
In dem gegebenen GraphenG sucht man zunächst einen KreisC, den man in die
Zeichenebene einbettet. Der Rest des Graphen (alsoG ohneC) zerfällt in sog. "Seg-
mente". Diese werden nun schrittweise zu einer planaren Einbettung eines immer
größeren Teils vonG hinzugenommen, wobei nach jeder Teileinbettung die übrig-
gebliebenenen Segmente neu bestimmt werden müssen. Das Hauptproblem beim
Korrektheitsbeweis dieses Algorithmus steckt -wie zu erwarten- in dem Nachweis,
dass der Graph nicht planar sein kann, wenn der Algorithmus bei der Einbettung
eines Teilgraphen stockt, d. h. diese nicht erweitert werden kann.

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir das Problem derminimalen Knoten-
überdeckungbetrachten. Es geht darum, in einem gegebenen GraphenG = (E,K) minimale

Knotenüberdeckungeine MengeU ⊆ E mit möglichst wenigen Knoten zu finden derart, dass von jeder
Kante mindestens eine der beiden Ecken zuU gehört, formal: istk = {e, f}, so gilt
e ∈ U oderf ∈ U .

Beispiel 3.3-1:
Der im folgenden Diagramm gezeigte Graph wurde bereits in 1.2.10 verwendet
- er soll ein Datennetz mit NetzknotenA,B, . . . , G darstellen:
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Sollen nun die einzelnen Leitungen überwacht werden (z. B.,um Verkehrsmes-
sungen zu machen), so genügt es, in den Knoten einer Knotenüberdeckung
Beobachtungsstationen einzurichten. Es sind{A,D,E,G} und {B,C,D, F}
minimale Knotenüberdeckungen.

Fragt man nach einem gutem Algorithmus zur Suche einer minimalen Knotenüber-
deckung, so bietet sich, da man möglichst wenige Knoten auswählen will, folgende
Strategie an: man wählt zunächst einen Knoten mit möglichstvielen Nachbarn aus
und erklärt ihn zum Element der gesuchten Menge, entfernt ihn (mit allen mit ihm
inzidenten Kanten) aus dem Graphen, verfährt mit dem Rest genauso, usw.. . .
Dies führt zu dem folgenden Algorithmus:

Algorithmus "Knotenüberdeckung" Nr. 1Algorithmus
"Knotenüberdeckung"

Nr. 1 Gegeben sei ein GraphG = (E,K).
Es wird eine Knotenüberdeckung̈U konstruiert.

Algorithmus : Knotenüberdeckung Nr. 1

begin

Ü := ∅;
while K 6= ∅ do

wähle eine Ecke e ∈ E mit größtem

Grad,
entferne sie aus E und die e

enthaltenden Kanten aus K,
setze Ü := Ü ∪ {e};

end

Wendet man diesen Algorithmus auf den Graphen aus Beispiel 3.3-1 an, so ergeben
sich u. a. die beiden dort aufgeführten Überdeckungen - jedoch nur dann, wenn nach
der Wahl vonD in dem dann übrigbleibenden Kreis "zufällig" auf günstige Weise
weitere Ecken ausgewählt werden. Wird nämlich nach der WahlvonD etwaA und
dannF gewählt, so ergibt sich am Ende eine Überdeckung mit fünf Knoten. Dies
zeigt, dass obiger Algorithmus das gestellte Problem nichtlöst.
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Beispiel 3.3-2:

Bei G1 führt die Anwendung von Algorithmus Nr. 1 zu der minimalen Kno-
tenüberdeckung{a, b}. Bei Anwendung aufG2 werden auf jeden Fall zunächst
a1, a2, a3 und dann fünf weitere Knoten ausgewählt, was stets zu einer Menge
mit acht Knoten führt. Die (in diesem Fall eindeutige) minimale Knotenüberde-
ckung{b1, b2, b3, b4, b5} wird nicht gefunden.

Einen Algorithmus wie den obigen, der auf einer plausiblen Strategie beruht, aber
nicht unbedingt immer zum Ziel führt, nennt man einheuristisches Verfahren heuristisches

Verfahren(oder einfachHeuristik ). Von einer guten Heuristik erwartet man, dass sie -wenn sie
Heuristikschon nicht das eigentliche Problem löst- zumindest akzeptableNährungslösungen
Nährungslösungzum Ergebnis hat. Man spricht dann von einemapproximativen Algorithmus .
approximativer
AlgorithmusDass wir bei "Knotenüberdeckung Nr.1" trotzdem von einem ”Algorithmus”

gesprochen haben, bedeutet strenggenommen eine Abkehr vonder im vorigen
Abschnitt aufgestellten Forderung, dass ein Algorithmus das vorgelegte Problem
korrekt lösen soll. Wir werden auch im folgenden so verfahren und den etwas gelo-
ckerten Begriff des Algorithmus verwenden.

Das Problem der minimalen Knotenüberdeckung ist NP-vollständig, d. h. es ist kein
guter Algorithmus zur Lösung bekannt, und es ist sogar unwahrscheinlich, dass
überhaupt ein polynomialer Algorithmus existiert. In einem solchen Fall ist man auf
approximative Algorithmen angewiesen. Leider ist es hier so, dass der obige Algo-
rithmus Nr. 1 reichlich schlechtes Verhalten zeigt: man kann das BeispielG2 aus
Beispiel 3.3-2 zu einer Serie von Beispielen ausbauen, mit der sich dann demons-
trieren lässt, dass die von dem Algorithmus produzierte Lösung prozentual beliebig
weit vom Optimum abweichen kann.

Besser verhält sich eine andere Heuristik, die auf folgender Idee beruht: Man
betrachte irgendeine Kante und entferne die beiden Endpunkte sowie alle mit diesen
inzidenten Kanten aus dem Graphen. Dies führt zu:

Algorithmus "Knotenüberdeckung" Nr. 2 Algorithmus
"Knotenüberdeckung"
Nr. 2Gegeben sei ein GraphG = (E,K).

Es wird eine Knotenüberdeckung̈U konstruiert.
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Algorithmus : Knotenüberdeckung Nr. 2

begin

Ü := ∅;
while K 6= ∅ do

wähle ein k = {e, f} ∈ K,

entferne e und f aus E,

entferne die e oder f enthaltenden

Kanten aus K,
setze Ü := Ü ∪ {e, f};

end

Wendet man Algorithmus "Knotenüberdeckung Nr.2" auf die Graphen aus Bei-
spiel 3.3-2 an, so erhält man ( unabhängig von den getroffenen Wahlentscheidun-
gen) beiG1 eine vierelementige, beiG2 eine zehnelementige Knotenüberdeckung.
Dies ist in beiden Fällen eine Abweichung von100% vom Optimum. Im Gegensatz
zu der Situation bei Algorithmus Nr. 1 kann man jedoch beweisen, dass es schlim-
mer nicht kommen kann:

Satz 3.3-1: Eine von dem Algorithmus "Knotenüberdeckung" Nr.2 gefundene
Lösung enthält höchstens doppelt so viele Knoten wie eine minimale Kno-
tenüberdeckung.

Beweis: Die in einem Durchlauf des Algorithmus ausgewählten Kantenhaben
keine Knoten gemeinsam. Jede Knotenüberdeckung (auch eineminimale)
muss also von jederdieserKanten mindestens einen Knoten enthalten, muss
also insgesamt mindestens halb so viele Knoten enthalten wie die vom Algo-
rithmus gelieferte Knotenmenge.

Wir wollen das Kapitel mit folgendem Hinweis abschließen: Auch bei unzu-
gänglichen Problemen hat man gewisse Techniken entwickelt, nicht-polynomiale
Algorithmen so weit zu verbessern (z. B. hinsichtlich der Absuchreihenfolge der
zu betrachtenden Möglichkeiten), dass sie in einer Vielzahl von Fällen akzepta-
bles Verhalten zeigen. Eine dieser Techniken ist diebranch-and-bound-Methodebranch-and-bound-

Methode (manchmal auch ”Verzweigungsmethode” genannt).

Ihr liegt die folgende Idee zugrunde.

Gegeben sei ein Minimierungsproblem, wo für ein ProblemP eine optimale Lösung
(hier also ein Minimum) gesucht werden soll. Man versucht nun,P in Teilprobleme
P1, . . . , Pn zu zerlegen, deren Lösungen insgesamt zu einer Lösung vonP führen
(”branch”). Erkennt man dabei, dass die Lösung einesPi eine obere Schranke für
die Lösung vonPj(j 6= i) darstellt, dann brauchtPi nicht mehr weiter betrachtet zu
werden (”bound”). Nach diesem Prinzip können auch die einzelnen Teilprobleme
behandelt werden, man kommt also zu einem Baum von Teilproblemen:
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Wir wollen die Methode an einem Beispiel illustrieren. An weiteren Beispielen
Interessierte seien auf die Literatur verwiesen, z. B. das Buch von Papadimitriou
und Steiglitz (s. Literaturverzeichnis).

Beispiel 3.3-3:
Die Entfernungen zwischen den StädtenA, B, C undD seien (in km) in der
folgenden Matrix(dij) festgehalten:

A B C D
A ∞ 4 2 1
B 4 ∞ 1 2
C 2 1 ∞ 3
D 1 2 3 ∞

(Für dieses Problem ist in der Diagonalen der Eintrag ”∞” statt ”0” sinnvoll.)
Es ist eine Tour durch alle Städte und zurück zum Ausgangsortgesucht, so dass
insgesamt möglichst wenige km zurückzulegen sind. Es handelt sich hier um
einen Spezialfall des bekannten ”Problems des Handlungsreisenden”.

Eine untere Schranke für die Länge des gesuchten Weges ist offenbar

s =

4
∑

i=1

min
j
{dij},

hier alsos = 4.

Wir verzweigen nun in
P1: Annahme, die StreckeA−D wird genutzt, und
P2: Annahme, die StreckeA−D wird nicht genutzt.
Zu den ”Zweigen”P1 undP2 gehören die Matrizen:

P1 :

A B C D
A ∞ 4 2 1
B 4 ∞ 1 2
C 2 1 ∞ 3
D 1 2 3 ∞

(s = 4)
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P2 :

A B C D
A ∞ 4 2 1
B 4 ∞ 1 2
C 2 1 ∞ 3
D 1 2 3 ∞

(s = 6)

Der ZweigP2 braucht wegens = 6 nicht weiter untersucht zu werden.P1 lässt
sich nun weiter aufspalten mit der Annahme, dassD − B benutzt wird(P11)

bzw. nicht benutzt wird(P12). Man erhält fürP11 (die TourA−D−B−C−A)
die Länge6 und fürP12 (TourA−D−C−B−A) Länge9,A−D−B−C−A
ist folglich optimal.

Selbsttestaufgabe 3.3-1:

Begründen Sie, weshalb man sich bei der Lösung gewisser Probleme mit approxi-
mativen Algorithmen zufrieden gibt.
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4 Pseudodigraphen

4.1 Grundbegriffe

Definition 4.1-1:

Ein Pseudodigraph(gerichteter Pseudograph) ist ein Tripel~P = (E,B, v) beste- Pseudodigraph

hend aus einer EckenmengeE, einer BogenmengeB und einer (Inzidenz-) Abbil-
dung

v : B → E ×E.

Die Elemente von E heißenEcken, die von BBögen(oder gerichtete Kanten). Ecken
Bögen

Im Unterschied zu einem Pseudographen sind die Kanten einesPseudodigraphen
gerichtet:v(b) = (x, y) wird so gelesen, dass der Bogenb "von x nach y" gerichtet
ist; im Diagramm wird dies durch einen Pfeil angedeutet.
Ein Pseudodigraph trägt als Teil seiner Bezeichnung stets einen Pfeil (z. B.~P ).

Beispiel 4.1-1:

Zu jedem Pseudodigraphen~P gehört ein PseudographP , der dadurch entsteht,
dass statt des geordneten Paares(x, y) das ungeordnete Paar{x, y} betrachtet wird,
anders gesagt: die Richtung der Kanten wird "vergessen". Soentsteht z. B. aus dem
in Beispiel 4.1-1 dargestellten Pseudodigraphen~P der folgende PseudographP :

Es liegt auf der Hand, dass sich immer dann ein Pseudodigraphals mathemati-
sches Modell anbietet, wenn zweistellige Beziehungen mit einer Richtung zwischen
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irgendwelchen Objekten untersucht werden sollen.
Wir betrachten etwa den folgenden gerichteten Graphen

Folgende reale Hintergründe wären z. B. denkbar:

1. A,B undC sind Telefonteilnehmer, undB undC haben beideA angerufen.

2. A,B undC sind Straßenkreuzungen, und nachA führen vonB undC aus
Einbahnstraßen.

3. A,B undC sind Menschen, undB undC habenA als Vorfahr.

Als nächstes sollen nun einige Begriffe für Pseudodigraphen aufgeführt werden,
die sich teilweise wegen der Analogie zum ungerichteten Fall von selbst verstehen.
Deshalb werden wir nicht auf jeden dieser Begriffe näher eingehen.

Definition 4.1-2: Ein Pseudodigraph~P = (E,B, v) sei gegeben. Istb ∈ B mit
v(b) = (x, y), so heißtx die Anfangs- undy die Endeckedes Bogensb. Man sagtAnfangsecke, Endecke

auch:y ist einNachfolger (oder eine Nachfolgerecke) vonx, x ein VorgängervonNachfolger

Vorgänger y.

Weitere Sprechweisen sind:x undy inzidieren mitb, b inzidiert mitx undy, b ist einInzidenz

Bogen vonx nachy. Ein Pseudodigraph ohne Schleifen heißtMultidigraph. EinMultidigraph

Multidigraph ohne Parallelbögen heißt einDigraph (oder gerichteter Graph).Digraph
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Beispiel 4.1-2:

Definition 4.1-3: ~P = (E,B, v) sei ein Pseudodigraph undx ∈ E eine Ecke von
~P . Dann ist der

Innengrad vonx in ~P , in Zeichenγ+(x, ~P ), die Anzahl der Bögen von~P mit x als Innengrad

Endecke;

Außengradvonx in ~P , in Zeichenγ−(x, ~P ), die Anzahl der Bögen von~P mit x als Außengrad

Anfangsecke;

Grad vonx in ~P , in Zeichenγ(x, ~P ) := γ−(x, ~P ) + γ+(x, ~P ), die Anzahl der mit Grad

x inzidenten Bögen. (Schleifen werden dabei doppelt gezählt.)

Es werden oft die Abkürzungenγ−(x) für γ−(x, ~P ) undγ+(x) für γ+(x, ~P ) ver-
wendet. Zum ungerichteten Fall hat man den Zusammenhangγ(x, ~P ) = γ(x, P ) =

γ(x).
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Beispiel 4.1-3:

γ+(a) = 1, γ−(a) = 2, γ(a) = 3

γ+(b) = 2, γ−(b) = 3, γ(b) = 5

γ+(c) = 3, γ−(c) = 2, γ(c) = 5

γ+(d) = 2, γ−(d) = 1, γ(d) = 3

Die Begriffe Teilgraph und Untergraph werden in demselben Sinne wie im unge-
richteten Fall verwendet. Als nächstes werden für Pseudodigraphen die den Kan-
tenfolgen, Wegen, Kreisen usw. entsprechenden Begriffe eingeführt. Zur besseren
Unterscheidung werden hier andere Wörter verwendet, so dass sich die obenge-
nannten Begriffe nur auf den ungerichteten Fall beziehen.

Definition 4.1-4: Eine Folge(e1, b1, e2, b2, . . . , bn, en+1) mit ei ∈ E und bj ∈ B

heißt Bogenfolge(gerichtete Kantefolge), wenn für allei (1 ≤ i ≤ n) ei dieBogenfolge

Anfangsecke des Bogensbi undei+1 dessen Endecke ist.

Beispiel 4.1-4:

Bogenfolge:(e2, b1, e1, b2, e1, b3, e3, b8, e5)

Kantenfolge:(e2, b1, e1, b2, e1, b4, e3, b3, e1, b4, e3, b8, e5)

Man beachte: In der angegebenen Kantenfolge wird für die Bögenbi, die hier als
ungerichtete Kanten aufgefasst werden, die gleiche Bezeichnung verwendet.

Definition 4.1-5: Eine Bogenfolge istgeschlossen, falls ihre Anfangsecke gleichgeschlossene
Bogenfolge ihrer Endecke ist, andernfalls ist sieoffen. Die Anzahl der Bögen in einer Bogen-

offene Bogenfolge folge wird alsLängeder Bogenfolge bezeichnet. EinBogenzugist eine Bogenfolge,
Länge einer
Bogenfolge

Bogenzug
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die keinen Bogen zweimal enthält. ( Ein Bogenzug wird auch als gerichteter Kan-
tenzug bezeichnet.) EineBahn (oder gerichteter Weg) ist ein Bogenzug, der keineBahn

Ecke zweimal enthält.
Schließlich ist einZyklus (oder gerichteter Kreis) ein Bogenzug, in dem alle EckenZyklus

verschieden sind, bis auf die Anfangs- und die damit identische Endecke.

Beispiel 4.1-5:
Wir betrachten wieder den Pseudodigraphen aus Beispiel 4.1-4.
(e2, b1, e1, b2, e1, b3, e3, b8, e5) ist ein Bogenzug, und z. B. ist
(e2, b1, e1, b2, e1, b4, e3, b8, e5) ein Kantenzug. Eine Bahn ist
(e2, b1, e1, b3, e3, b5, e4, b9, e5, b10, e6); ersetzt man in dieser Bahnb3 durch b4,
so ist das Ergebnis ein Weg. Ein Zyklus ist(e1, b3, e3, b4, e1), ein Kreis ist
z. B. (e3, b8, e5, b9, e4, b5, e3). Auch der Pseudodigraph aus Beispiel 4.1-3 ent-
hält Zyklen, z. B.(a, c, b, a).

Wie im ungerichteten Falle üblich, so können auch bei den Pseudodigraphen Bogen-
züge, Bahnen und Zyklen nur durch die Folgen der beteiligtenEcken oder Bögen
beschrieben werden, sofern dies nicht zu Missverständnissen führen kann. Die von
diesen Bogenzügen herkommenden Teildigraphen werden in der Regel mit densel-
ben Begriffen bezeichnet.

Definition 4.1-6: Zwei Eckena undb eines Pseudodigraphen~P heißenverbindbar verbindbare Ecken

in ~P , wenn es einen Weg inP von a nachb gibt oder wenna = b gilt. Die Ecke
a heißteinseitig verbindbarmit der Eckeb, wenn eine Bahn vona nach b in ~P einseitig verbindbare

Eckeexistiert odera = b gilt. Schließlich heißena undb stark verbindbar, wenn je eine
stark verbindbare
Ecken

Bahn vona nachb und vonb nacha existiert odera = b gilt.

Beispiel 4.1-6:

c unde sind verbindbar inP .
c ist in ~P einseitig verbindbar mit
b, jedochb nicht mit c.
a undb sind in ~P stark verbindbar.

Der Begriff der starken Verbindbarkeit für Pseudodigraphen führt nun auch zu
einem eigenen Zusammenhangsbegriff:
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Definition 4.1-7: Ein Pseudodigraph~P heißt stark zusammenhängend, wenn je
zwei Ecken in~P stark verbindbar sind.

Wie bei ungerichteten Pseudographen ist bei Pseudodigraphen die Verbindbarkeit
bzw. die starke Verbindbarkeit eine Äquivalenzrelation. Die von den Äquivalenz-
klassen aufgespannten Untergraphen werden dieKomponenten bzw. diestarken
Komponentendes Pseudodigraphen genannt.

Die Äquivalenzklassen sind bei der Verbindbarkeitsrelation die Äquivalenzklassen
des zugrundeliegenden Pseudographen, und zwischen den Ecken aus zwei verschie-
denen Komponenten existieren keine Bögen. Anders verhält es sich bei den starken
Komponenten: hier kann es Bögen geben, jedoch haben dann alle Bögen zwischen
zwei Komponenten jeweils die gleiche Richtung.

Beispiel 4.1-7:
~P aus Beispiel 4.1-6 hat nur eine Komponente, jedoch drei starke Komnponen-
ten:

Wie bei Pseudographen sind auch bei Pseudodigraphen diejenigen von speziellem
Interesse, die kreisfrei (im gerichteten Sinne) sind:

Definition 4.1-8: ~P heißtazyklisch, wenn~P keinen Zyklus enthält. Ein azyklischerazyklisch

Pseudodigraph~P kann keine Schleifen enthalten und ist somit stets ein Multigraph.

Beispiel 4.1-8:

~M ist azyklisch, aber
M enthält Kreise.
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Beispiel 4.1-9:
Wir stellen uns vor, jemand will ein wissenschaftliches Buch mit sechs Kapiteln
A,B, . . . , F schreiben, wobei manche Kapitel inhaltlich auf anderen aufbauen.
Die Abhängigkeiten mögen in dem folgenden Digraphen dargestellt sein:

(Z.B. bautD aufA auf,
F aufD usw..)

Um das Buch zu erstellen, müssen die sechs Kapitel in eine sinnvolle Reihen-
folge gebracht werden: bautY aufX auf, so muss im BuchX vorY stehen. Eine
sinnvolle Numerierung der Kapitel ist in folgendem Diagramm eingetragen:

Eine solche Numerierung wäre natürlich nicht möglich, wennder Digraph einen
Zyklus enthielte. (Das Buch könnte in diesem Fall nicht geschrieben werden.)

Das letzte Beispiel motiviert die folgende Definition.

Definition 4.1-9: Ein Multidigraph ~M = (E,B, v) sei gegeben mitn Ecken, also
|E| = n. Eine Nummerierung der Ecken, also eine bijektive Abbildung

λ : E → {1, 2, . . . , n},

heißt einetopologische Anordnung, wenn für jeden Bogen(e, f) ∈ B gilt λ(e) < topologische
Anordnungλ(f), d. h. die Anfangsecke hat stets eine kleinere Nummer als dieEndecke.

Ohne Beweis ist klar, dass es für~M nur dann eine topologische Anordnung geben
kann, wenn ~M keinen Zyklus enthält. Interessanterweise ist diese notwendige
Bedingung auch hinreichend:

Satz 4.1-1: Für einen Multidigraphen~M sind folgende Aussagen äquivalent:

• i. ~M ist azyklisch.
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• ii. Jeder nichtleere Untergraph~U von ~M enthält eine Ecke x mit
γ−(x, ~U) = 0.

• iii. ~M besitzt eine topologische Anordnung.

Beweis: i) → ii) :~U sei ein nichtleerer Untergraph,u1, u2, . . . , up seien die
Ecken einer maximalen Bahn in~U (d. h. es gibt in~U keine Bahn mit mehr
alsp vielen Ecken). Wir machen nun die Annahmeγ−(up, ~U) > 0 und leiten
daraus einen Widerspruch her. Es muss nämlich nun eine Eckeu in ~U mit
einem Bogen(up, u) geben. Jetzt sind zwei Fälle möglich:
Fall 1: u = ui für ein i mit 1 ≤ i ≤ p. In diesem Fall folgt, dass
ui, ui+1, . . . , up die Ecken eines Zyklus in~U und damit auch in~M sind, man
hat einen Widerspruch.
Fall 2: u stimmt mit keinem derui überein. Dann istu1, u2, . . . , up, u eine
Bahn in ~U von Längep (mit p + 1 Ecken), womit sich ebenfalls ein Wider-
spruch ergibt.
Damit ist in jedem Fall ein Widerspruch hergeleitet.
ii) → iii) : Eine topologische Anordnungγ : E → {1, 2, . . . , n} wird
induktiv auf folgende Weise konstruiert. Es seix eine Ecke von ~M mit
γ−(x, ~M) = 0. x wird mit n numeriert, d. h. wir setzenλ(x) = n. Hat man
die Nummerni+1, i+2, . . . , n bereits vergeben (für einimit 1 ≤ i < n), so
sei ~Ui der von den noch nicht numerierten Ecken aufgespannte Untergraph.
Man wählt eine Eckey von ~Ui mit γ−(y, ~Ui) = 0 und setztλ(y) = i.
Es muss nun gezeigt werden, dass das so konstruierteλ eine topologische
Anordnung ist. Es sei(e, f) ein Bogen von~M . Offenbar muss bei der Kon-
struktion vonλ die Eckef früher als die Eckee numeriert worden sein (und
somitλ(f) > λ(e) gelten), denn bei der Numerierung vone hate im "Rest-
graphen" den Außengrad0, d. h.f kann nicht zu den noch nicht numerierten
Ecken gehören.
iii)→ i) : Diese Implikation ist offensichtlich.

Der Beweis der Impliaktion ii)→ iii) in obigem Satz liefert auch einen
Algorithmus, der einen vorgegebenen Multidigraphen auf dessen Freiheit von
Zyklen testet, indem er eine topologische Anordnung für denMultidigraphen
zu konstruieren versucht. Gelingt diese Konstruktion nicht, so folgt aus dem
Satz auch, dass~M nicht azyklisch ist.

Algorithmus "Azyklisch" Gegeben sei ein Multidigraph~M = (E,B, v)

mit |E| = n. Es wird eine topologische Anordnung für~M konstruiert oder
die Information geliefert, dass~M nicht azyklisch ist.

Algorithmus : Azyklisch

begin

setze i:=n;
while i > 0 do

begin
if es gibt kein x ∈ E in ~M mit γˆ− (x, ~M) = 0

then ~M ist nicht azyklisch, goto ende;

else wähle x in ~M mit γˆ− (x, ~M) = 0,
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setze λ(x) := i, ~M := ~M \ {x },
i := i− 1;

end

ende: end

Im ungerichteten Fall ist ein zusammenhängender Pseudograph ohne Kreis stets
ein spezieller Graph von sehr einfacher Struktur, nämlich ein Baum. Bei Pseudo-
digraphen ist die Situation komplexer. Ein azyklischer Pseudodigraph ist stets ein
Multidigraph, kann jedoch (ungerichtete) Kreise und auch Parallelkanten enthalten
- in dem Beispiel 4.1-8 ist beides der Fall. Enthält ein Multidigraph auch keinen
ungerichteten Kreis, so handelt es sich um einen Digraphen~G, dessen zugrundelie-
gender (ungerichteter) Graph ein Baum ist. Einen solchen Digraphen~G nennt man
einengerichteten Baum, wenn er eine Eckew enthält, die mit jeder anderen Eckegerichteter Baum

einseitig verbindbar ist. Eine solche Ecke heißtWurzel.

Beispiel 4.1-10:

~G2 ist ein gerichteter Baum,~G1 nicht, obwohlG1 ein Baum ist.

Auch in vielen Anwendungen gerichteter Graphen stehen die Begriffe im Mittel-
punkt, die sich auf die zugrundeliegenden ungerichteten Graphen beziehen. So wer-
den z. B. oft Kreise (statt Zyklen) betrachtet. Den Kreisen und Schnitten wird jedoch
zusätzlich eine Orientierung zugeordnet - darauf wird im nächsten Abschnitt einge-
gangen. Die im Abschnitt 1.3 eingeführten Begriffe wie spannender Wald, Rang,
Nullität usw. behalten selbstverständlich für Multidigraphen ihre Gültigkeit, wenn
sie jeweils auf den zugrundeliegenden Multigraphen bezogen werden. Gleiches gilt
für die dort bewiesenen Sätze, insbesondere die über die VektorräumeC∗ undS∗.

Selbsttestaufgabe 4.1-1:

Erläutern Sie die Begriffe ”kreisfrei” und ”azyklisch” fürPseudodigraphen, und
illustrieren Sie den Unterschied anhand eines Beispiels.
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4.2 Multigraphen und Matrizen

Analog zum ungerichteten Fall wird dieAdjazenzmatrix nur für Digraphen (ohneAdjazenzmatrix

Parallelbögen) erklärt. Ein Digraph~G = (E,B) sei gegeben mitE = {e1, . . . , en}
undb = (ei, ej) (mit geeigneteni, j) für b ∈ B. Die AdjazenzmatrixA( ~G) = (aij)

von ~G ist dien× n- Matrix mit folgenden Einträgen:

aij =

{

1, falls (ei, ej) ∈ B
0, sonst.

StattA( ~G) wird auch hier oft nurA geschrieben.

Beispiel 4.2-1:

A(~G) =









0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 1 0 0









Die Adjazenzmatrix eines Digraphen ist i.a. nicht symmetrisch - sie ist es genau
dann, wenn~G mit jedem Bogen(ei, ej) auch den umgekehrt gerichteten Bogen
(ej , ei) enthält. Interpretiert man einen ungerichteten GraphenH als den Digraphen
~H, der für jede Kante vonH zwei entgegengesetzt gerichtete Bögen enthält, so
berühren sich die beiden Definitionen der Adjazenzmatrix wieder.

Beispiel 4.2-2:

H und ~H haben die gleiche Adjazenzmatrix:










0 1 0 1

1 0 1 1

0 1 0 1

1 1 1 0











Es gilt nun auch der folgende Satz.
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Satz 4.2-1: Ist A die Adjazenzmatrix eines Digraphen~G, so liefert der(i, j)-
Eintraga(r)

ij derr-ten PotenzAr die Anzahl der Bogenfolgen von Länger, die

in ~G vonei nachej verlaufen.

Beweis: Der Beweis verläuft völlig analog zu dem der ungerichteten Variante
(vgl. Satz 2.2-1) und wird hier nicht wiederholt.

Wir kommen nun zum Begriff derInzidenzmatrix . Inzidenzmatrix

Definition 4.2-1: Es sei ein Multidigraph~M = (E,B, v) gegeben. Die Mengen
E undB seien durchnumeriert,E = {e1, . . . , en} undB = {b1, . . . , bm}. Die
InzidenzmatrixI( ~M) (oder einfachI) des Multidigraphen~M ist dien×m-Matrix
(irs) mit

irs =







1, falls die Eckeer die Endecke des Bogensbs ist
−1, falls die Eckeer die Anfangsecke des Bogensbs ist
0, sonst.

Beispiel 4.2-3:
Wir betrachten den Digraphen aus Beispiel 4.2-1 mit den folgenden Numerie-
rungen:

Als Inzidenzmatrix ergibt sich:

I( ~M) =











−1 0 0 0 1

1 −1 0 1 0

0 1 −1 0 0

0 0 1 −1 −1











Für jede InzidenzmatrixI( ~M) eines Multidigraphen~M gelten folgende Aussagen,
wie sich unmittelbar aus der Definition ergibt:

• Ersetzt man jede -1 durch +1, so ergibt sich die Inzidenzmatrix I(M) des Mul-
tigraphenM .

• Jede Spalte vonI( ~M) enthält einmal den Eintrag +1 und einmal -1.

• In der zur Eckeer gehörenden Zeile vonI( ~M) stehenγ+(er, ~M) viele Einträge
+1, die -1 kommtγ−(er, ~M) mal vor.
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• Umnummerierung der Ecken- bzw. Bogenmenge führt zu Vertauschungen von
Zeilen bzw. Spalten inI( ~M). Zwei Multidigraphen, deren Inzidenzmatrizen bis
auf solche Vertauschungen identisch sind, sind isomorph.

Wie sich nun zeigen wird, können auch bei Inzidenzmatrizen von Multidigraphen
die Begriffe Rang und Determinante zur Untersuchung der Graphenstruktur genutzt
werden. Für das folgende sei ein zusammenhängender Mulidigraph ~M mit (n×m)-
InzidenzmatrixI gegeben. Rang und Determinante werden immer im KörperIR der
reellen Zahlen gebildet.

Hilfssatz 4.2-1: Die Summe irgendwelchert Zeilen vonI (mit t < n) enthält
mindestens ein von Null verschiedenes Element.

Beweis: Es seiEt die Menge der Ecken, die dent ausgewählten Zeilen entspre-
chen. Da~M zusammenhängend ist, können wir einen Bogenb in ~M wählen,
der eine Ecke vonEt mit einer nicht zuEt gehörenden Ecke verbindet. Da die
b entsprechende Spalte vonI( ~M) einmal die 1 und einmal die -1 enthält und
nur genau eine der beiden dadurch angesprochenen Zeilen zu den t aufsum-
mierten Zeilen gehört, bleibt in der Summe in der betreffenden Komponente
entweder 1 oder -1 stehen.

Hilfssatz 4.2-2: Es istrg(I) ≤ n− 1.

Beweis: Da die Summe aller Zeilen vonI den Nullvektor ergibt, sind die Zeilen
linear abhängig, der Rang kann folglich höchstensn− 1 sein.

Hilfssatz 4.2-3: Die Spalten vonI, die zu den Bögen eines Kreises gehören, sind
linear abhängig.

Beweis: Wir setzen zunächst voraus, dass es sich bei dem Kreis um einen Zyklus
handelt. Dann ergibt die Summe dieser Spalten den Nullvektor. Da nämlich
eine Eins in einer Spalte eine Anfangsecke des betreffendenBogens bezeich-
net, gibt es zu jeder solchen Eins innerhalb der betrachtenden Spaltenmenge
genau eine zweite Spalte mit -1 an dieser Stelle. Nun handelees sich bei
dem betrachteten Kreis nicht um einen Zyklus. Wählt man nun eine ”Durch-
laufrichtung” für diesen Kreis, so werden einige Kanten in diese Richtung,
andere entgegen dieser Richtung orientiert sein. Da das Umdrehen der Kan-
ten, die entgegen dieser Richtung orientiert sind, zu einemZyklus führen
würde, folgt: die Summe der zu dem Kreis gehörenden Spalten ergibt den
Nullvektor, wenn die zu den umgedrehten Kanten gehörenden Spalten mit -1
multipliziert werden.
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Beispiel 4.2-4:

I =















−1 0 0 −1 −1 0

1 −1 0 0 0 −1

0 0 1 1 1 0

0 1 −1 0 0 0

0 0 0 0 0 1















Der Kreis(b1, b2, b3, b5) ist kein Zyklus:

Bei Wahl der im Diagramm angedeuteten Orientierung im Uhrzeigersinn istb5
entgegengesetzt orientiert. Somit ergibt die Summe der Spalten 1 bis 3 und des
Negativen der Spalte 5 den Nullvektor.

Auch bei Multidigraphen erweist es sich als nützlich, einereduzierte Inzidenzma-
trix Ir zu betrachten, die sich ergibt, wenn dier-te Zeile vonI weggelassen wird. reduzierte

InzidenzmatrixDie zu dieser Zeile gehörende Eckeer wird auch alsBezugseckeder reduzierten
BezugseckeInzidenzmatrixIr bezeichnet.

Der folgende Satz bezieht sich auf den Fall, dass der MultigraphM , der dem
betrachteten Multidigraphen~M zugrundeliegt, ein Baum ist.

Satz 4.2-2: Ist M ein Baum undIr eine reduzierte Inzidenzmatrix von~M , so
gilt für die reelle Determinantedet(Ir) = ±1.

Beweis: Der Beweis verläuft bis auf den Induktionsanfang völlig analog dem
zu Satz 2.2.15: hat~M nur einen Bogen und zwei Ecken, so kann hier auch
det(Ir) = −1 sein.
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Beispiel 4.2-5:

I =









−1 0 0

1 −1 1

0 1 0

0 0 −1









Streichen der zweiten Zeile (Bezugseckee2) führt zu

I2 =





−1 0 0

0 1 0

0 0 −1





mit det(I2) = +1.

Wir kommen nun zu zwei interessanten Folgerungen. Nach wie vor sei ein zusam-
menhängender Multidigraph~M mit (n×m)-InzidenzmatrixI gegeben. Die Nach-
weise dieser Folgerungen ergeben sich - völlig analog den entsprechenden Folge-
rungen Folgerung 2.2-1 und Folgerung 2.2-2 - aus Hilfssatz 4.2-2, Hilfssatz 4.2-3
und Satz 4.2-2.

Folgerung 4.2-1: Es istrg(I) = n− 1.

Folgerung 4.2-2: Eine quadratische(n− 1)× (n− 1)-Untermatrix einer redu-
zierten InzidenzmatrixIr ist genau dann regulär, wenn die ausgewählten Spal-
ten zu einem Gerüst von~M (bzw.M) gehören.

Abschließend sei auf die folgende Verallgemeinerung von Folgerung 4.2-1 hinge-
wiesen: bestehtM ausp vielen Komponenten, so gilt für eine InzidenzmatrixI

rg(I) = n− p = ρ(M).

Um - analog zum ungerichteten Fall - eine Kreis-Bogen-Matrix und eine Schnitt-
Bogen-Matrix einführen zu können, ordnen wir zunächst jedem Kreis und jedem
Schnitt eine Orientierung zu. Dies ist, ohne es ausdrücklich zu sagen, im Beweis
von Hilfssatz 4.2-3 bereits verwendet worden.

Definition 4.2-2: Es seiC ein Kreis in dem Multidigraphen~M . (C muss kein Zyklus
sein.) Unter einerOrientierung vonC versteht man die Festlegung einer ”Durch-Orientierung

laufrichtung” des Kreises, ohne allerdings Anfangs- und Endecke festzulegen. Es
gibt also stets zwei mögliche Orientierungen, man spricht von einemorientierten
Kreis.orientierter Kreis
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Im Grunde bedeutet der Übergang zum orientierten Kreis ein Zurückgreifen auf
die ursprüngliche Definition eines Kreises als Kantenzug, der als Folge von Kanten
definiert war und ebenfalls eine Reihenfolge beinhaltete (siehe Kapitel 1).
Im Diagramm wird die Orientierung eines Kreises häufig durcheine zusätzliche
geschlossene Linie angedeutet, die man mit einem Pfeil versieht.

Beispiel 4.2-6:
Der Multidigraph ~M aus Beispiel 4.2-4 enthält z. B. folgenden Kreis:

C kann auf zwei Weisen zu einem orientierten Kreis gemacht werden:

Definition 4.2-3: Auch einem SchnittS eines Multidigraphen~M können zwei mög-
liche Orientierungen zugeordnet werden, das Resultat ist jeweils einorientierter
Schnitt. Im Diagramm wird die Orientierung eines Schnitts häufig durch einen orientierter Schnitt

zusätzlichen Pfeil angegeben.

Beispiel 4.2-7:
Es wird wieder der Multidigraph aus Beispiel 4.2-4 zugrundegelegt, und zwar
mit folgendem Schnitt:
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S kann auf zwei Weisen zu einem orientierten Schnitt gemacht werden:

Im folgenden wird von orientierten Kreisen bzw. Schnitten die Rede sein, wobei
jedoch die Bezeichnungen (z. B.C oderS) beibehalten werden.

Definition 4.2-4: Es sei nun wieder ein Multidigraph~M = (E,B, v) gegeben,
wobei die MengenE undB durchnumeriert seien,E = {e1, . . . , en} undB =

{b1, . . . , bm}. Weiter seien die - auf den MultigraphenM bezogenen - MengenC
undS ebenfalls durchnumeriert:
C = {Ci|1 ≤ i ≤ 2µ − 1}, S = {Sj|1 ≤ j ≤ 2ρ − 1}.
Außerdem sei jedem Kreis und jedem Schnitt eine beliebige feste Orientierung zuge-
ordnet.
Die Kreis-Bogen-MatrixC( ~M) = cij ist die in folgender Weise definierte((2µ −Kreis-Bogen-Matrix

1)×m)-Matrix:

cij =



































1, fallsCi bj enthält und die Orientierung desbj
enthaltenden Kreises vonCi mit der Richtung
vonbj übereinstimmt

−1, fallsCi bj enthält und Orientierung und Richtung
(s.o.) nicht übereinstimmen

0, sonst.

Die Schnitt-Bogen-MatrixS( ~M) = (sij) ist die folgendermaßen erklärte((2ρ −Schnitt-Bogen-Matrix

1)×m)-Matrix:

sij =



























1, falls Si bj enthält und die Orientierung vonSi

mit der Richtung vonbj übereinstimmt
−1, falls Si bj enthält und Orientierung und Richtung

(s.o.) nicht übereinstimmen
0, sonst.

Beispiel 4.2-8:
Wir betrachten die folgende gerichtete Variante des in Beispiel 2.3-1 analysier-
ten Multigraphen:
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Die Elemente vonC stellen sich im Diagramm so dar:

AußerC5 sind alleCi Kreise, ihre Orientierungen werden willkürlich und unab-
hängig voneinander ausgewählt. DaC5 ausC1 undC3 disjunkt zusammenge-
setzt ist, ist hier keine Orientierung neu festzulegen. Es ergibt sich nun die fol-
gende Kreis-Bogen-Matrix:

C( ~M) =























1 1 0 0 0 0

0 −1 1 1 0 0

0 0 0 1 −1 −1

1 0 1 1 0 0

1 1 0 1 −1 −1

0 −1 1 0 1 1

−1 0 −1 0 −1 −1























Als nächstes führen wir Darstellungen der mit Orientierungen versehenen
SchnitteS1, . . . , S7 auf:



82 4 Pseudodigraphen

Als Schnitt-Bogen-Matrix ergibt sich:

S( ~M) =























−1 1 1 0 0 0

0 0 −1 1 0 1

0 0 0 0 −1 1

−1 1 0 1 0 1

−1 1 1 0 1 −1

0 0 −1 1 1 0

−1 1 0 1 1 0























Abschließend werden nun einige algebraische Eigenschaften und Zusammenhänge
der MatrizenI( ~M), C( ~M) und S( ~M) (kurz: I, C und S) aufgezeigt. Wieder sei
ein Multidigraph ~M vorgegeben. Aus dem Beweis von Hilfssatz 4.2-3 ergibt sich
sofort, ähnlich wie im ungerichteten Fall (vgl. Folgerung 2.3-1):

Folgerung 4.2-3: Für die InzidenzmatrixI und die Kreis-Bogen-MatrixC gilt
die Beziehung

I · Ct = 0.

Es sei noch einmal daran erinnert, dass die Matrizenrechnung in diesem Kapitel
über dem KörperIR der reellen Zahlen auszuführen ist. Der folgende Satz ist die
Entsprechung zu Satz 2.3-1:

Satz 4.2-3: Es istrg(C) = µ( ~M).



4.2 Multigraphen und Matrizen 83

Da die mit einer festen Ecke inzidenten Bögen immer einen Schnitt bilden, ist
es auch hier so, dass eine Auswahl bestimmter Zeilen vonS zusammenI ergibt.
(Dabei können, wegen verschiedener möglicher Orientierungen, einzelne Zeilen mit
-1 multipliziert sein.) Insofern hat man hier die folgende Verstärkung von Folge-
rung 4.2-3:

Satz 4.2-4: Es gilt die BeziehungS · Ct = 0.

Beweis: Es seienSi undCj ein orientierter Schnitt bzw. Kreis von~M . Wir wis-
sen schon, dassSi undCj eine gerade Anzahl von Kanten gemeinsam sind.
Durchläuft man, ähnlich wie im Beweis von Satz 1.3-1, den KreisCj in Rich-
tung der gegebenen Orientierung, so ist ersichtlich, dass die dabei vorkom-
menden zuSi undCj gehörenden Kanten gleich oft parallel zur Orientierung
des Schnitts wie gegenläufig dazu auftreten. Dies bedeutet also, dass beim
Produkt deri-ten Zeile vonS mit derj-ten Zeile vonC ebenso oft zwei glei-
che Einträge (1 oder -1) aufeinander treffen wie zwei ungleiche, das Produkt
(als Summe dieser Einzelprodukte) ist folglich 0.

Zum schluss soll - ohne Beweis - auf die folgende Aussage überden Rang von
S( ~M) hingewiesen werden:

Satz 4.2-5: Es istrg(S) = ρ( ~M).

Selbsttestaufgabe 4.2-1:

Gegeben sei der im folgenden Bild dargestellte Multidigraph ~M :

Stellen Sie die InzidenzmatrixI und eine Kreis-Bogen-MatrixC auf, und rechnen
Sie die BeziehungI · Ct = 0 nach.
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5 Bewertungen

5.1 Ecken-, Kanten- und Bogenbewertungen

Die Struktur von Pseudographen bzw. Pseudodigraphen wird reichhaltiger, wenn
den Ecken, Kanten oder Bögen zusätzlich noch irgendwelche Zahlen zugeordnet
werden, man spricht dann vonBewertungen . In den meisten Anwendungen vonBewertung

Pseudo(di)graphen hat man es mit bewerteten Strukturen zu tun, wobei die zuge-
ordneten Zahlenwerte z. B. Verarbeitungszeiten von Teilaufgaben, Benutzungskos-
ten von Leitungen oder deren Ausfallwahrscheinlichkeitensein können usw.
Einer formalen Definition von Bewertungen sollen einige Beispiele vorangestellt
werden.

Beispiel 5.1-1:

In dem hier dargestellten Digraphen mögen die Ecken Teilaufgaben einer von
einem Rechner zu bearbeitenden Gesamtaufgabe darstellen,die Eckenbewer-
tungen die Bearbeitungszeiten der Teilaufgaben. Ein Bogenvon X nachY
soll bedeuten, dassX fertig bearbeitet sein muss, bevorY begonnen werden
kann. Besitzt der Rechner zwei Prozessoren, die parallel arbeiten können, wobei
jedoch eine begonnene Aufgabe stets ohne Unterbrechung zuende geführt wer-
den muss, so ist der im folgenden Balkendiagramm dargestellte Ablaufplan hin-
sichtlich der Gesamtablaufzeit optimal:
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Beispiel 5.1-2:

Das Diagramm zeigt den mehrfach - zuletzt in Beispiel 3.3-1 -vorgekommenen
Graphen, der hier die möglichen Leitungen in einem zu errichtenden Datennetz-
werk darstellen soll. Die zusätzlich eingetragenen Kantenbewertungen mögen
die Erstellungskosten der einzelnen Leitungen sein. Soll das Netz nun möglichst
wirtschaftlich errichtet werden, so sucht man nach einem Gerüst mit der Eigen-
schaft, dass die Summe der Bewertungen der Gerüstkanten möglichst klein ist;
es ist z. B. das folgende Gerüst optimal:

Beispiel 5.1-3:

Der hier dargestellte Digraph trägt eine Kantenbewertung.Wir stellen uns vor,
es handele sich um ein Transportnetz, wo (entlang der Bögen)Güter von der
”Quelle”Q zur ”Senke”S transportiert werden sollen. Die Bewertung stellt eine
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obere Kapazitätsbeschränkung dar; z. B. bedeutet die Zahl ”3” auf dem Bogen
vonQ nachA, dass höchstens 3 Gütereinheiten entlang des Bogens transpor-
tiert werden können. Im folgenden Diagramm ist ein maximaler ”Fluss” von 5
Einheiten dargestellt, der die gegebene Beschränkung respektiert:

Um größeren Spielraum zu haben, lässt man bei der allgemeinen Definition von
Bewertungen nicht nur die reellen Zahlen zu.

Definition 5.1-1: Es seiW ein beliebiger Körper. (Meist wird es sich umIF2 oder
IR handeln).P = (E,K, v) sei ein Pseudograph. EineEckenbewertungvonP istEckenbewertung

eine Abbildungω vonE nachW ,

ω : E → W.

Entsprechend ist eineKantenbewertungals Abbildung vonK nachW definiert.Kantenbewertung

Handelt es sich um einen PseudodigraphenP = (E,B, v), so ist eineBogenbe-
wertungeine Abbildung vonB nachW .Bogenbewertung

5.2 Die algebraische Struktur von Bewertungen

Die sehr allgemeine Definition einer Bewertung erlaubt einegroße Breite von
Anwendungen von bewerteten Pseudo(di)graphen. Oft sind jedoch spezielle Bewer-
tungen von Interesse, die zu algebraischen Strukturen führen, welche zu den an
früherer Stelle betrachteten Strukturen (z. B.C und S) in enger Beziehung ste-
hen. Von diesen Bewertungen und algebraischen Strukturen handelt der vorlie-
gende Abschnitt. Der Einfachheit halber wird hier stets voneinem Digraphen
~G = (E,B, v) ausgegangen, die Ergebnisse können leicht auf die anderen Fälle
übertragen werden.

~G = (E,B, v) sei gegeben mit|E| = n und |B| = m, ebenso ein KörperW . Die
Eckenbewertungenω : E → W bilden in der üblichen Weise einen Vektorraum
über dem KörperW , der zuW n isomorph ist. Dabei ergibt sich z. B. die Summe
ω1 + ω2 von Bewertungen als diejenige Bewertung, welche jeder Eckedie Summe
der einzelnen Bewertungen zuordnet, formal:(ω1 + ω2)(e) := ω1(e) + ω2(e) für
e ∈ E. DenVektorraum der Eckenbewertungen bezeichnen wir mitVe. AnalogVektorraum der

Eckenbewertungen hat man den (zuWm isomorphen)VektorraumVb derBogenbewertungen.
Vektorraum der

Bogenbewertungen
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Beispiel 5.2-1:
Summe von Eckenbewertungen:

Multiplikation einer Bogenbewertung mit einem Skalar:

Die als nächstes eingeführten beiden Begriffe sind physikalisch motiviert. Es wird
sich herausstellen, dass sie besonders gut algebraisch erfasst werden können.

Es wird die folgende Notation verwendet: für einen Bogenb bezeichnetb− die
Anfangs- undb+ die Endecke, d. h. es giltb = (b−, b+).

Definition 5.2-1: Eine Bogenbewertungf : B → W heißtZirkulation , wenn für Zirkulation

jede Eckee ∈ E gilt

∑

b+=e

f(b) =
∑

b−=e

f(b).

Stellt man sichf(b) als den Umfang irgendwelcher entlang des Bogensb transpor-
tierter oder fliessender Güter vor, so bedeutet obige Gleichung: alles, was in eine
Ecke hineinfließt, kommt auch wieder heraus.
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Beispiel 5.2-2:

Im ersten Diagramm handelt es sich um eine Zirkulation, wobei die Bewertun-
gen aus dem KörperIR der reellen Zahlen genommen sind. fasst man auch im
zweiten Bild die Bewertungen als Elemente vonIR auf, so hat man keine Zir-
kulation, weil z. B. in Eckee nichts hineinfließt, aber zwei Einheiten hinaus;
nimmt man jedoch die Zahlen 0 und 1 als Elemente vonIF2 (alsW ), so handelt
es sich hier um eine Zirkulation.

Die Zirkulationen bilden einen Untervektorraum vonVb. Um dies nachzuweisen,
und auch um eine weitere Kategorie spezieller Bogenbewertungen einzuführen,
werden als nächstes zwei lineare Abbildungen zwischen den VektorräumenVe und
Vb untersucht.

Die Abbildung∂ : Vb → Ve ordnet jeder Bogenbewertungf eine Eckenbewertung
∂f zu, die definiert ist durch

(∂f)(e) :=
∑

b∈B,b+=e

f(b)−
∑

b∈B,b−=e

f(b).

Sind die MengenE = {e1, . . . , en} undB = {b1, . . . , bm} durchnummeriert, und
ist I die zugehörige Ecken-Bogen-Inzidenzmatrix, so kann man auch schreiben

(∂f)(er) =

m
∑

s=1

irs · f(bs).

fasst man schließlichf als Element vonWm auf und entsprechend die Elemente
vonVe als solche vonW n, so lässt sich die Definition von∂ auch kurz schreiben als

∂f = I · f.

Aus dieser Beziehung wird klar, dass∂ eine lineare Abbildung ist. Anschaulich
bedeutet die Definition von∂: einer Bogenbewertung wird als Eckenbewertung
jeweils ”zufliessende minus abfliessende Menge” zugeordnet.

Beispiel 5.2-3:
Die Ecken und Bögen des betrachteten Digraphen seien wie im ersten Dia-
gramm bezeichnet:
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Im zweiten Bild ist eine Bogenbewertungf dargestellt. Die Eckenbewertung∂f
(zufliessende minus abfliesende Menge) ist dann die folgende:

Dies lässt sich mit der Inzidenzmatrix nachrechnen. Es ist

I =















1 −1 −1 0 0 0 0 0

−1 0 0 1 0 −1 0 0

0 1 0 −1 1 0 1 0

0 0 1 0 −1 0 0 1

0 0 0 0 0 1 −1 −1















und f = (1, 1, 2, 4, 4, 1, 0, 1), und damit ergibt sich∂f = If =

(−2, 2, 1,−1, 0).

Offenbar gilt der

Hilfssatz 5.2-1: f ∈ Vb ist genau dann eine Zirkulation, wenn∂f = 0 gilt.

Die Menge aller Zirkulationen wird mitC(W ) bezeichnet. Nach Hilfssatz 5.2-1 ist
C(W ) genau der Kern der linearen Abbildung∂. Damit ergibt sich:

Satz 5.2-1: C(W ) ist ein Untervektorraum vonVb.
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Die Abbildungδ : Ve → Vb ordnet jeder Eckenbewertungg eine Bogenbewertung
δg zu, die definiert ist durch

(δg)(b) := g(b+)− g(b−).

Mithilfe der InzidenzmatrixI und der Isomorphien vonVe undW n bzw. Vb und
Wm kann man auch schreiben

(δg)(bs) = g(b+s )− g(b−s )

=
n
∑

r=1

irs · g(er)

oder kurz

δg = I t · g.

Auch δ ist eine lineare Abbildung.
Eine anschauliche Vorstellung vonδ kann man sich so machen: sieht man die gege-
bene Eckenbewertung als Potential an, so ergibtδg für jeden Bogen die Potential-
differenz der beiden Eckpunkte. Wegen dieser Interpretation nennt man eine Bogen-
bewertungf , für die es eing ∈ Ve mit δg = f gibt, einePotentialdifferenz.Potentialdifferenz

Beispiel 5.2-4:
Die beiden Diagramme zeigen eine Eckenbewertungg und die zugehörige
Bogenbewertungδg:

g δg

Man rechnet auch leicht nach, dass sich mitg = (0, 1, 3,−1, 0) ergibt

δg = I tg = (−1, 3,−1,−2, 4,−1, 3,−1).
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Definition 5.2-2: Die Menge aller Potentialdifferenzen wird mitS(W ) bezeichnet.
S(W ) ist der Bildraum der linearen Abbildungδ und folglich ebenfalls ein Unter-
vektorraum vonVb.

Für die Elemente vonS(W ) fehlt noch eine direkte Charakterisierung. Dazu gehen
wir, wie bei der Definition der Kreis-Bogen-Matrix, von einer gegebenen Orientie-
rung für jeden Kreis von~G aus.

Satz 5.2-2: f ∈ Vb ist genau dann Element vonS(W ), wenn für jeden KreisC
von ~G gilt

∑

b∈C

f(b) = 0.

(Dabei werden in der Summe die Bögen, die entgegen der Orientierung
gerichtet sind, negativ gezählt.)

Beweis: Es seiS(W ) undg ∈ Ve mit δg = f , ferner seiC ein Kreis mit den
Eckenx1, . . . , xt und Bögeny1, . . . , yt, wobeiy1x1 mit x2, y2x2 mit x3 ver-
bindet usw. und schließlichytxt mit x1 verbindet. Die Numerierung stimme
mit der Orientierung überein. Es gilt dann

∑

b∈C

f(b) = f(y1) + . . .+ f(yt)

= (g(x2)− g(x1)) + (g(x3)− g(x2)) + . . .+ (g(xt)− g(xt−1))

+(g(x1)− g(xt))

= 0.

Umgekehrt sei für einf ∈ Vb die Beziehung
∑

b∈C

f(b) = 0 für jeden Kreis

C erfüllt. Es muss eing ∈ Ve mit δg = f konstruiert werden. Dazu wird
zunächst einer beliebigen Eckee0 ∈ E alsg(e0) ein beliebiger Wertw0 ∈W
zugeordnet. (Ist~G nicht zusammenhängend, so müssen in jeder Komponente
solche Wahlen getroffen werden.) Nun hat man, da eing mit δg = f heraus-
kommen soll, nur eine Wahl,g(b−) zu erklären, wennf(b) undg(b+) gegeben
sind, nämlich

g(b−) := g(b+)− f(b).

Entsprechend muss, wenng(b−) schon definiert ist,

g(b+) := g(b−) + f(b)

gesetzt werden. Auf diese Weise kann induktiv für ganzE die Eckenbewer-
tungg konstruiert werden, wobei die gegebene Voraussetzung fürf hinsicht-
lich Kreisen dafür sorgt, dass für Ecken, denen man sich aus verschiedenen
Richtungen nähert, der gleiche Wert herauskommt.

Wir haben nun die UntervektorräumeC(W ) (Zirkulationen) undS(W ) (Poten-
tialdifferenzen) des VektorraumsVb der Bogenbewertungen durch Bedingungen
beschrieben, die denKirchhoffschen Gesetzender Theorie elektrischer NetzwerkeKirchhoffschen

Gesetzen
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entsprechen. Danach sind Zirkulationen Bogenbewertungen, die dem 1. Kirch-
hoffschen Gesetz (für elektrische Ströme) folgen, und Potentialdifferenzen solche
Bogenbewertungen, auf die das 2. Kirchhoffsche Gesetz (fürelektrische Spannun-
gen) zutrifft. Diese Zusammenhänge werden bei der Analyse elektrischer Netz-
werke angewandt.

S(W ) ist der von den Zeilenvektoren vonI aufgespannte Untervektorraum vonVb

(bzw.Wm), währendC(W ) aus den Elementen vonWm besteht, die zu jeder Zeile
von I (und damit zu jedem Element vonS(W )) orthogonal sind.
Damit kann man insgesamt den folgenden Satz zeigen.

Satz 5.2-3: f ∈ Vb ist genau dann eine Zirkulation (Potentialdifferenz), wenn f
zu allen Potentialdifferenzen (Zirkulationen) orthogonal ist.

Es wurde bereits angekündigt, dass die VektorräumeC(W ) undS(W ) zu den in
Abschnitt 1.3 behandeltenC∗ undS∗ in enger Beziehung stehen. Um dies näher zu
beleuchten, setzen wir zunächst einmalW = IF2 voraus.

Im Abschnitt 1.3 wurdeC∗ (für einen MultigraphenM) als IF2-Vektorraum der
Kantenmengen eingeführt, die sich als Vereinigung kantendisjunkter Kreise dar-
stellen lassen. In Hilfssatz 1.3-1 wurde die alternative Charakterisierung als Menge
derjenigen Teilgraphen gegeben, in denen jede Ecke einen geraden Grad (von min-
destens zwei) besitzt.

Wir gehen nun wieder von dem Digraphen~G = (E,B, v) aus,C∗ sei der zu dem
ungerichteten GraphenG gehörigeIF2-Vektorraum. Andererseits seif : B → IF2

eine Bogenbewertung,f−1(1) die Menge der mit ”1” bewerteten Kanten. Wir zei-
gen nun:

Hilfssatz 5.2-2: Es ist genau dannf ∈ C(IF2), wennf−1(1) ∈ C∗ gilt.

Beweis: Es seif ∈ C(IF2). Um f−1(1) ∈ C∗ nachzuweisen, überlegt man sich,
dass in dem durch die Kantenmengef−1(1) bestimmten Teilgraphen vonG
jede Ecke einen geraden Grad hat. Dies folgt jedoch sofort daraus, dass auf-
grund der Bedingung an eineIF2-Zirkulation auf ~G bei jeder Ecke Innengrad
und Außengrad (bezogen auf den Teilgraphen) entweder beideungerade oder
beide gerade sind.
Umgekehrt, wennf−1(1) ∈ C∗ vorausgesetzt wird, kann so geschlossen wer-
den: in dem Teilgraphenf−1(1) hat jede Ecke einen geraden Grad, also müs-
sen Innen- und Außengrad gleichzeitig gerade bzw. ungeradesein: letzteres
bedeutet genau, dass die inIF2 summierten ”zufliessenden bzw. abfliessenden
Ströme” gleichzeitig 0 bzw. 1 sind. Folglich mussf eine Zirkulation sein.

Es ergibt sich nun der folgende

Satz 5.2-4: C(IF2) ist isomorph zuC∗.

Beweis: Den Beweis dieses Satzes wollen wir nicht in jeder Einzelheit for-
mal nachvollziehen. Inhaltlich ist der Satz aufgrund der obigen Bemerkun-
gen klar: dieIF2-Zirkulation entsprechen eineindeutig den Kantenmengen,
die Vereinigung disjunkter Kreise sind; die Isomorphie ergibt sich dann wei-
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ter daraus, dass die Vektorraumaddition inC(IF2) undC∗ völlig analog aus-
geführt wird.

Der entsprechende Satz für Schnitte lautet:

Satz 5.2-5: S(IF2) ist isomorph zuS∗.

Der Schlüssel zum Beweis diese Satzes, den wir auch hier nicht formal führen wol-
len, ist der folgende

Hilfssatz 5.2-3: Für eine Bogenbewertungf : B → IF2 gilt genau dannf ∈
S(IF2), wennf−1(1) ∈ S∗ ist.

Beweis: Es seif ∈ S(IF2) und g eine EckenbewertungE → IF2 mit δg = f .
Wir setzenE ′ = g−1(0) undE ′′ = g−1(1), die KantenmengeS sei der zur dis-
junkten Einteilung vonE in E ′ undE ′′ gehörende Schnitt. Offenbar bewertet
die ausg abgeleitete Potentialdifferenzf genau die Kanten (bzw. Bögen) aus
S mit 1, d. h.f−1(1) = S ∈ S∗.
Umgekehrt sei nunf−1(1) ∈ S∗, d. h. die mit 1 bewerteten Bögen bilden
einen Schnitt. Es folgt, dass in jedem Kreis von~G (bzw. G) eine gerade
Anzahl von Bögen die Bewertung 1 trägt, damit folgtf ∈ S(IF2).

Aufgrund der soeben abgeleiteten Isomorphien hat man mit den Ergebnissen über
die VektorräumeC∗ undS∗ aus Abschnitt 1.3 nun auch Aussagen über Dimensio-
nen und Basen vonC(IF2) undS(IF2). Diese Aussagen gelten auch fürC(W ) und
S(W ); jedoch lässt sich im allgemeinen Fall natürlich nicht mehrdie Verbindung zu
C∗ undS∗ ziehen, und die Aussagen bedürfen erneuter Beweise. Wir wollen diese
Beweise hier nicht führen. Die Aussagen sollen im folgendenaufgeführt werden.

Zur Vorbereitung müssen einige Bezeichnungen eingeführt werden. Es seiA ein
spannender Wald im gegebenen Digraphen~G, W sei irgendein Körper. Dieµ(G)

vielen fundamentalen Kreise von~G seien mit einer Orientierung versehen, ebenso
die ρ(G) vielen fundamentalen Schnitte. Für einen fundamentalen KreisC sei fc

die Bogenbewertung mit

fc(b) =



























1, falls b zuC gehört und die Richtung vonb mit
der Orientierung vonC übereinstimmt

− 1, falls b zuC gehört und Richtung und Orientierung
nicht übereinstimmen

0, sonst.

Für einen fundamentalen SchnittS seifS die in ähnlichem Sinne auf den SchnittS
bezogene Bogenbewertung.

Satz 5.2-6: Mit den obigen Bezeichnungen gilt:

1. Dieµ(G) vielen Bogenbewertungen der FormfC bilden eine Basis des
W -VektorraumsC(W ) aller Zirkulationen.

2. Dieρ vielen Bogenbewertungen der FormfS bilden eine Basis desW -
VektorraumsS(W ) aller Potentialdifferenzen.
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Beispiel 5.2-5:
Der folgende Digraph~G ist eine gerichtete Version des in Beispiel 1.3-4 analy-
sierten Graphen:

Es istµ(G) = 2 undρ(G) = 3.

Wir wählen auch wieder das folgende Gerüst:

Dies führt zu den fundamentalen KreisenC, D und den fundamentalen Schnit-
tenS, T , U , die jeweils mit einer Orientierung versehen werden:

Im FalleW = IR bilden die im nächsten Bild dargestellten Bogenbewertungen
Basen vonC(IR) bzw.S(IR):
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Jede Zirkulation ist nun als Linearkombination vonfC und fD erhältlich. Das
folgende Diagramm z. B. stellt eine Zirkulationf dar:

Es istf = 2fC − fD.

Selbsttestaufgabe 5.2-1:

Es sei wieder der Multidigraph~M aus Selbsttestaufgabe Selbsttestaufgabe 4.2-1
gegeben. Geben Sie eine Basis des VektorraumsC(IR) der reellen Zirkulationen an.
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6 Kürsteste Wege und minimale Gerüste

6.1 Kürzeste Wege

In vielen Anwendungen von Graphen fragt man nach besonders günstigen Wegen,
oft handelt es sich dabei um möglichst kurze Wege. Die alltäglichsten Beispiele sind
Straßennetze oder die Bus- und Bahnlinien eines Verkehrsverbundes, wo nach der
kürzesten Möglichkeit gesucht wird, von einem Punkt zu einem anderen zu gelan-
gen. Stehen auf einigen Teilstrecken verschiedene Verkehrsmittel zur Verfügung, so
mag man auch nach der insgesamt billigsten Variante fragen.In einem Fernmelde-
netz, wo die einzelnen Leitungen verschiedene Ausfallwahrscheinlichkeiten haben,
ist die verlässlichste Route zwischen zwei Punkten von Interesse.

Zur Vereinfachung der Sprechweise führen wir den Begriff eines Netzes ein.

Gegeben sei ein Graph oder DigraphG = (E,K)2, mit einer Bewertungw :

K → IR. Das Paar(G,w) nennen wir einNetz, die Zahlw(k) heißt dieLängeNetz

der Kante k. Unter der Länge der Kantenfolge k1, k2, . . . kr wird die ZahlLänge einer Kante

Länge einer
Kantenfolge

w(k1) + w(k2) + . . .+ w(kr) verstanden. IstG ein Digraph, so ist dabei selbstver-
ständlich vorausgesetzt, dass es sich um eine gerichtete Kantenfolge handelt. Eine
Kantenfolge möglichst kurzer Länge von einer Eckea zu einer Eckeb ist, sofern
eine solche existiert, immer ein Weg, man nennt ihn einenkürzesten Wegvon akürzester Weg

nachb.

Beispiel 6.1-1:

In (G1, w) bilden die herausgehobenen Kanten einen kürzesten Weg (derLänge
4) vonE nachG; Nutzung der Kanten vonE nachCund von dort nachD ergäbe
ebenfalls einen kürzesten Weg.
In (G2, w) gibt es beliebig kurze Kantenfolgen vonE nachG, die man erhält,
indem man den negativen KreisE → D → C → E immer wieder durch-

2 Ab hier werden der Einfachheit halber Graphen und Digraphen nicht mehr unterschiedlich
bezeichnet, inG = (E, K) können also die Elemente vonK ungerichtete Kanten wie auch
gerichtete Kanten (Bögen) sein.
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läuft. VonE nachF z. B. gibt es überhaupt keine Kantenfolge (somit auch keine
kürzeste). VonB nachG kommt man nur über die direkte Kante, diese bildet
folglich einen kürzesten Weg.

Wie oben an dem zweiten Beispiel zu sehen ist, gibt es bei der Frage der Existenz
kürzester Kantenfolgen zwei mögliche Schwierigkeiten: eskann

• keine Kantenfolge vona nachb geben,

• beliebig kurze Kantenfolgen vona nachb geben.

Das zweite Problem hat seinen Ursprung in der Existenz von Kreisen negativer
Länge. Diese Verkomplizierung ließe sich umgehen, wenn mannur positive Kan-
tenbewertungen zuließe, jedoch wäre dies für die spätere allgemeine mathematische
Behandlung von Netzen nicht sinnvoll und auch eine für mögliche Anwendungen
zu starke Einschränkung: man mag z. B. an ein Transportnetz denken, wo positive
Kantenbewertungen Profit und negative entstehende Kosten bedeuten.

Definition 6.1-1:

In enger Beziehung zu kürzesten Kantenfolgen bzw. Wegen steht der Begriff des
Abstands, den wir für den Fall nicht-bewerteter Pseudographen schon in Kapitel 1
kennengelernt haben (s. Definition 1.2-7). Für Eckena, b eines Netzes(G,w) ist der
Abstand| a, b | das Minimum der Längen aller Kantenzüge vona nachb. Existiert Abstand

kein solcher Kantenzug, so wird| a, b |= ∞ gesetzt. Gibt es negative Kreise in
(G,w), so ist | a, b | nicht immer definiert, es sei denn, man beschränkt sich auf
Wege vona nachb.

IstG als unbewerteter Graph oder Digraph gegeben, so kann man einNetz bilden,
indem

w(k) = 1

für jede Kantek gesetzt wird. Damit wird obige Definition des Abstandes eine
Erweiterung der in Kapitel 1 gegebenen. Auch alle weiteren Begriffe und Resultate
sind auf unbewertete Graphen übertragbar, wenn diese als Netze mit konstanter
Kantenbewertung aufgefasst werden.

Im weiteren Verlauf dieses Abschnitts geht es vorwiegend darum, Algorithmen zur
Bestimmung von Abständen und kürzesten Wegen in Netzen kennenzulernen. Fol-
gende Überlegung zeigt, dass es notwendig ist, nach günstigen Algorithmen Aus-
schau zu halten: In dem vollständigen GraphenKn mit n Ecken gibt es zwischen
zwei Ecken allein schon(n− 2)! viele Wege, die durch alle anderen Ecken laufen.
Der ”Algorithmus”, einfachalle Wege zu bestimmen und deren Längen zu verglei-
chen, hat also eine exponentielle Komplexität.

Wegen seiner grundsätzlichen Bedeutung wollen wir zunächst einen Algorithmus
behandeln, der auf unbewertete Graphen anzuwenden ist:Algorithmus ”Breadth
first search” Algorithmus ”Breadth

first search”Gegeben sei ein zusammenhängender GraphG = (E,K), N(e) ⊆ E sei zue ∈ E



98 6 Kürsteste Wege und minimale Gerüste

die Menge der Nachbar- bzw. Nachfolgerecken,s ∈ E fest gewählt. Es wird jeder
Ecke eine Markierung (Bewertung)d(e) zugeordnet.
Der Algorithmus verwendet als Datenstruktur eine ListeL, von der vorn Elemente
entfernt und hinten Elemente angefügt werden.

Algorithmus : Breadth first search

begin

Setze L := {s}, d(s) : = 0;
while L 6= ∅ do

begin
entferne den ersten Punkt v von L aus L;

for w ∈ N(v) do
begin

if d(w) ist noch undefiniert

then setze d(w) : = d(v) + 1,
füge w ans Ende von L an;

end
end

end

Wir werden gleich beweisen, dass nach dem Durchlauf des Algorithmus ”breadth
first search”d(e) für jede Eckee den Abstand| s, e | zum Punkts angibt. Jedoch ist
an diesem Algorithmus noch folgendes interessant: die Ecken des Graphen werden
- vons ausgehend- in der Reihenfolge betrachtet und mit einemd-Wert markiert, in
der sie als Nachbarn bereits markierter Ecken aufgetreten sind; dafür sorgt die nach
dem ”first in - first out” funktionierende Liste. Der Graph wird sozusagen ”in die
Breite” untersucht, d. h. es werden zunächst alle Nachbarn von s markiert, bevor
deren Nachbarn betrachtet werden usw. Diese Vorgehensweise ist als allgemeines
Suchprinzip in Graphen auch in anderen Algorithmen enthalten. Das Gegenstück
dazu, ”Depth first search”, wird im nächsten Abschnittbehandelt.

Satz 6.1-1: Nach dem Durchlaufen des Algorithmus ”Breadth first search”gilt
d(e) = |s, e| für jede Eckee. Der Algorithmus hat die KomplexitätO(|K|).

Beweis: Für eine beliebige Eckee gilt offenbar|s, e| ≤ d(e), dae im Verlauf
des Algorithmus bis zu seiner Markierung auf einem Weg der Länged(e)
von s aus erreicht wurde. Mit Induktion über|s, e| wird nun gezeigt, dass
sogar die Gleichheit|s, e| = d(e) für alle e gilt. Für |s, e| = 0 ist das klar,
da in diesem Falls = e sein muss. Es sei|s, e| = n + 1, unds, v1, . . . , vn, e

sei ein kürzester Weg vons nache. Es ist danns, v1, . . . , vn ein kürzester
Weg vons nachvn, und nach Induktionsannahme gilt folglich|s, vn| = n =

d(vn). Wegend(vn) < n + 1 = |s, e| ≤ d(e) ist d(vn) < d(e), d. h. im
Algorithmus wurdevn vor e erreicht und in der while-Schleife betrachtet.
DaG die Kante vonvn nache enthält, wird andererseitse spätestens bei der
Untersuchung der Nachbarn vonvn erreicht, weshalbd(e) ≤ n+1 und somit
d(e) = n+1 folgt. Die Aussage über die Komplexität ergibt sich daraus,dass
jede Kante zweimal (im gerichteten Fall sogar nur einmal) betrachtet wird
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und die ausgeführten Operationen nur aus dem Markieren und dem Pflegen
der ListeL bestehen.

Beispiel 6.1-2:
In dem GraphenG seiC als die feste Eckes gewählt:

Beim Durchlauf des Algorithmus ”Breath first search” ist zunächstL = {C}
und C mit 0 markiert. In der folgenden Darstellung sind die Durchläufeder
while-Schleife durchnumeriert:

1. C wird ausL entfernt,
A wird mit 1 markiert,L = {A},
D wird mit 1 markiert,L = {A,D},
E wird mit 1 markiert,L = {A,D,E};
Zwischenresultat:

2. A wird ausL entfernt,
B wird mit 1 markiert,L = {D,E,B},
C ist bereits markiert; Zwischenresultat:
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3. D wird ausL entfernt,
B, C, E sind bereits markiert,
F wird mit 2 markiert,L = {E,B, F};
Zwischenresultat:

4. E wird ausL entfernt,
keine neue Ecke wird markiert;

5. B wird ausL entfernt,
nurG wird neu mit3 markiert,L = {F,G};
Zwischenresultat:

6. und 7. dienen nur noch dem Abbau der ListeL, das letzte Zwischenre-
sultat ist auch das Endergebnis.

Wir betrachten nun das Problem der Bestimmung kürzester Wege in einem allge-
meinen Netz(G,w). Es wird vorausgesetzt, dassG keine Kreise negativer Länge
enthält, ferner wirdG als gerichtet angenommen.
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Definition 6.1-2: Zur leichteren Formulierung der nun folgenden Aussage sei die
Eckenmenge vonG die Menge{1, 2, . . . n}. Mit Hilfe der gegebenen Bewertungw
definieren wir eine Matrix(wij) durch

wij : =

{

w(ij), fallsG die Kanteij enthält
∞, sonst.

Für jede Eckei bezeichneui den Abstand|1, i|. Um unnötige Verkomplizierungen
zu vermeiden, seiui <∞ vorausgesetzt, d. h. jede Eckei sei von1 aus erreichbar.

Satz 6.1-2: Unter den obenstehenden Voraussetzungen gelten dieBellman- Bellmansche
Gleichungenschen Gleichungen

u1 = 0 , ui = min {uk + wki|k ∈ {1, . . . , n}, k 6= i} (i = 2, . . . , n).

Beweis: Jeder kürzeste Weg von1 nachi muss eine letzte Kanteki enthalten,
und durch Weglassen der Kanteki muss sich ein kürzester Weg von1 nachk
ergeben. Daraus folgen die Gleichungen unmittelbar.

Die Bellmanschen Gleichungen können als notwendige Eigenschaften angesehen
werden, die den Zahlenui = |1, i| eigen sind. Es zeigt sich, dass diese Eigenschaf-
ten sogar charakteristisch für die Abstände|1, i| sind:

Satz 6.1-3: EnthältG nur Kreise positiver Länge, so haben die Gleichungen

x1 = 0 , xi = min {xk + wki|k ∈ {1, . . . , n}, k 6= i} (i = 2, . . . , n)

als eindeutige Lösungxi = ui für i = 1, . . . , n.

Zur Erleichterung des Beweises dieses Satzes stellen wir die folgende Konstruktion
voran.
Es seien (unter den Voraussetzungen des Satzes)v1, . . . , vn irgendeine Lösung der
Gleichungen,j sei eine beliebige Ecke vonG. Davj = min{vk + wkj|k 6= j} gilt,
können wir eini wählen, für das dieses Minimum angenommen wird, für das also
vj = vi +wij ist. Voni ausgehend kommen wir zu einemh mit vi = vh +whi usw.,
bis der Punkt1 erreicht wird. Die Ecke1 muss erreicht werden, da man andernfalls
einen Kreis der Länge Null konstruieren würde. Auf diese Weise kommt man somit
zu einem Weg von1 nachj, so dass der Teil von1 zu einem Punktg auf diesem Weg
stets die Längevg hat. Entsprechend wird nun für allen noch nicht vorkommenden
Ecken fortgefahren, wobei ein Weg nur solange rückwärts konstruiert wird, bis man
eine auf einem bereits konstruierten Weg liegende Ecke erreicht. Resultat ist dann
ein gerichteter (spannender) Baum mit Wurzel1.
Ein weiteres Ergebnis dieser Konstruktion ist, dass für jede Eckejvj ≥ uj gelten
muss.
Wendet man die Konstruktion auf die Lösungu1, . . . , un der Bellmanschen Glei-
chungen an, so nennt man das Ergebnis auch einenBaum kürzester Wege(shortest Baum kürzester Wege

path tree). Sobald Satz 6.1-3 bewiesen ist, wissen wir natürlich, dass oben (ausge-
hend vonv1, . . . , vn) ein Baum kürzester Wege konstruiert wurde.
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Beweis: (Satz 6.1-3):v1, . . . , vn seien eine Lösung, undB sei ein - wie soeben
in der Konstruktion beschrieben - konstruierter Baum kürzester Wege (gerich-
teter spannender Baum mit Wurzel1). In diesem Baum gibt es von der Ecke
1 zu jeder anderen Ecke jeweils genau einen Weg. Wir zeigen nun, dass für
jede Eckej gilt vj = uj, wobei Induktion über die Anzahlder Kanten in dem
eindeutigen Weg inB von 1 nachj verwendet wird. Fürj = 1 ist nichts zu
zeigen. Nun seij 6= 1 gegeben, wobei nach Induktionsvoraussetzung für jede
Eckek, die von1 aus inB mit weniger Kanten alsj erreichbar ist,vk = uk

gelte. Wir führen nun die Annahmevj > uj zum Widerspruch. Es seiij
die Kante mit Endpunktj in B. Wir wissen, dassvi = ui gilt. Man hat nun
vj > uj = ui + wij = vi + wij, und die erhaltene Beziehung

vj > vi + wij

steht zu der Gleichung

vj = min{vk + wkj|k 6= j}

im Widerspruch.
Es muss also geltenvj = uj.

Das eigentliche Ziel ist es selbstverständlich, die kürzesten Abstände bzw. Wege in
einem Graphen effektiv zu bestimmen. Dazu sind die Bellmanschen Gleichungen
keine unmittelbare Hilfe bis auf den folgenden Fall: Es sei(G,w) ein Netz mit
azyklischemG. In Kapitel 4 wurde gezeigt, dass inO(|K|) vielen Schritten eine
topologische Anordnung hergestellt werden kann, also eineNumerierung der Ecken
mit den Zahlen1, . . . , n derart, dass aus der Existenz einer Kanteij stetsi < j folgt.
Mit dieser Numerierung reduzieren sich die Bellmanschen Gleichungen zu

u1 = 0 , ui = min{uk + wki|k = 1, . . . , i− 1} (i = 2, . . . , n) ,

und diese Gleichungen können inO(|K|) Schritten rekursiv gelöst werden.

Als nächstes werden nun Netze(G,w) betrachtet, in denen alle Kantenlängen nicht-
negativ sind. (G wird nicht als azyklisch vorausgesetzt.) Die Bellman-Gleichungen
können hier mit dem Algorithmus von Dijkstra gelöst werden,der das bekannteste
Verfahren zur Bestimmung kürzester Wege liefert:
Algorithmus von Dijkstra Gegeben sei ein Netz(G,w), für dasw(k) ≥ 0 für jedeAlgorithmus von

Dijkstra (gerichtete) Kantek gilt, ferner seis eine Ecke inG. Es werden die Abstände vons
zu allen anderen Ecken bestimmt. (Dabei muss nicht jede Eckevons aus erreichbar
sein.)

Algorithmus : Algorithmus von Dijkstra

begin
Setze d(s) : = 0, T : = E;

for e ∈ E \ { s } do setze d(e) : = ∞;
while T 6= ∅ do

begin

finde ein f ∈ T , für das d(f) minimal ist;
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setze T : = T \ { f };
for e ∈ T do
setze d(e) := min { d(e), d(f) + w fe };

end

end

Die Vorgehensweise des Algorithmus von Dijkstra lässt sichin Worten so beschrei-
ben: Zu Anfang besteht die MengeT aus allen Ecken, wo bei der Eckes als vorläu-
figer Abstand0 und allen anderen∞ zugeordnet wird. Im weiteren wird dann die
MengeT sukzessiv abgebaut: es wird jeweils die Eckee mit dem kürzesten vorläu-
figen Abstand ausT entfernt (im ersten Schritt alsoe = s), und dieser Abstand ist
auch ihr gesuchter kürzester Abstand; die vorläufigen Abstände der inT verbliebe-
nen Ecken werden aktualisiert, in dem geprüft wird, ob das Laufen über die soeben
ausT entfernte Eckee zu einem kürzeren Weg zu der betreffenden Ecke führt.

Beispiel 6.1-3:
Der Algorithmus von Dijkstra wird auf das folgende Netzwerkangewendet:

Zunächst istT = {s, a, b, c}, d(s) = 0, d(a) = d(b) = d(c) =∞.

1. Schritt: Fürs ∈ T ist d minimal, alsoT = {a, b, c},
d(s) = 0; d(a) = 4, d(b) = 2, d(c) =∞.

2. Schritt: Fürb ∈ T ist d minimal, alsoT = {a, c},
d(s) = 0, d(b) = 2; d(a) = 3, d(c) = 7.

3. Schritt: Füra ∈ T ist d minimal, alsoT = {c},
d(s) = 0, d(b) = 2, d(a) = 3; d(c) = 5.

4. Schritt: Fürc wird d(c) = 5 endgültig festgestellt.

Es muss nun die Korrektheit des Algorithmus von Dijkstra gezeigt werden

Satz 6.1-4: Der Algorithmus von Dijkstra berechnet die Abstände vons zu allen
anderen Ecken in(G,w): am Ende des Algorithmus giltd(e) = |s, e| für jede
Eckee ∈ E. Der Algorithmus hat die KomplexitätO(|E|2).

Beweis: Zunächst überlegt man sich, dass nach dem Ablauf des Algorithmus
nur dannd(e) = ∞ ist, wenne von s aus nicht erreicht werden kann. Für
diesen Fall istd(e) = |s, e| richtig.
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Für e mit d(e) 6=∞ gilt |s, e| ≤ d(e), da es aufgrund der Definition vond(e)
im Algorithmus einen gerichteten Weg der Länged(e) vons nache gibt. Die
umgekehrte Ungleichungd(e) ≤ |s, e| wird nun bewiesen durch Induktion
über die Anzahl der Elemente, die bereits aus der MengeT entfernt wurden.

Der Induktionsanfang ist leicht zu machen, denn als erster Punkt wird s aus
T entfernt, und es giltd(s) = 0 = |s, s|.
Nun gelted(e) ≤ |s, e| bereits für alle Ecken, die vor der Eckef ausT
entfernt wurden. Wir könnend(f) <∞ annehmen, denn sonst gilt fürf und
alle noch inT verbliebenen Ecken das obige Argument.

Es sei nuns = e1, e2, . . . , en = f ein kürzester Weg in(G,w) von s nachf .
Es gilt also

|s, e| = w(e1e2) + . . .+ w(en−1en).

Über dieei(2 ≤ i ≤ n− 1) wissen wir zunächst nicht, ob sie noch inT sind
oder nicht. Es seij der maximale Index derei, für denei vor f ausT entfernt
wurde. Das = e1, e2, . . . , ej ein kürzester Weg vons nachej ist, hat man
aufgrund der Induktionsvoraussetzung

d(ej) = |s, ej| = w(e1e2) + . . .+ w(ej−1ej).

Es gilt auf jeden Fall

d(ej+1) ≤ d(ej) + w(ejej+1)

nach dem Durchlaufen der while-Schleife, wo die Eckeej ausT entfernt
wurde. Dad(ej+1) auch im weiteren höchstens verkleinert wird, gilt diese
Ungleichung auch an dem Punkt noch, wof ausT herausgenommen wird.

Man hat dann

d(ej+1) ≤ d(ej) +w(ejej+1) = |s, ej |+w(ejej+1) = |s, ej+1| ≤ |s, f | .

Es kann nunej+1 = f bzw.j+1 = n sein oderj+1 < n. Im ersten Fall kann
mand(f) ≤ |s, f | sofort ablesen. Im zweiten Fall führt die Annahme|s, f | <
d(f) zu der Beziehungd(ej+1) < d(f), undej+1 wäre im Algorithmus vorf
ausT entfernt worden im Widerspruch zur Festsetzung des Indexj. Also ist
d(f) ≤ |s, f | gezeigt.

Zu der Aussage über die Komplexität beachte man, dass in der while-Schleife
zur Bestimmung des minimalend(e) |T | − 1 viele Vergleiche nötig sind, was
insgesamt zuO(|E|2) führt. Gleiches gilt für die Aktualisierung derd-Werte
in derselben Schleife, weshalb es insgesamt zu der angegebenen Komplexität
kommt.

Beispiel 6.1-4:
In einem Datennetz seien den verschiedenen Leitungen (Kanten des Graphen)
Wahrscheinlichkeiten für ihr Versagen zugeordnet. Man möchte zwischen den
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Punkten die Wege nutzen, die mit der größten Wahrscheinlichkeit nicht zusam-
menbrechen. Auf folgende Weise kann man dieses Problem auf die Bestimmung
kürzester Wege zurückführen:

Die Ecken seien1, . . . , n durch numeriert, und für eine Kanteij sei p(ij) die
Wahrscheinlichkeit dafür, dass sie nicht versagt. Unter der Annahme, dass Stö-
rungen von Leitungen unabhängig von einander auftreten (dies ist nicht ganz
realistisch), istp(k1) · . . . · p(kn) die Wahrscheinlichkeit dafür, dass der Kan-
tenzugk1, . . . , kn ohne Störung genutzt werden kann. Gesucht ist zwischen den
Punkten natürlich ein Kantenzug, für den diese Wahrscheinlichkeit maximal ist.
Ersetzt man jeweilsp(k) durchlog p(k), so kann stattdessen

log (p(k1) · . . . · p(kn)) = log p(k1) + . . .+ log p(kn)

maximiert werden. Geht man schießlich zu der Kantenbewertung w(k) :=

−log p(k) über, so gilt wegen0 ≤ p(k) ≤ 1 stetsw(k) ≥ 0, und man hat
als Ziel die Minimierung vonw(k1) + . . .+ w(kn). Mit anderen Worten ist das
Problem der Bestimmung von Wegen größter Zuverlässigkeit auf das kürzester
Wege zurückgeführt. Dies kann, wenn man alle Ecken als Anfangs- und End-
punkte betrachten will, z. B. durch mehrfache Anwendung desAlgorithmus von
Dijkstra angegangen werden. Im Folgenden werden für diesesProblem noch
alternative Vorgehensweisen behandelt.

Wir wenden uns nun dem Algorithmus von Floyd-Warshall zu. Dabei sind auch
negative Kantenlängen zugelassen, aber natürlich keine negativen Kreise. Der Algo-
rithmus bestimmt die kürzesten Abstände zwischen je zwei Ecken eines gegebenen
Netzwerkes. Im Falle nicht-negativer Kantenlängen könnteman diese auch durch
die mehrfache Anwendung des Dijkstra-Algorithmus bestimmen (indem man jede
Ecke einmal alss wählt).

Algorithmus von Floyd-Warshall Algorithmus von
Floyd-WarshallGegeben sei ein Netz(G,w) ohne negative Kreise, die Eckenmenge sei{1, . . . , n}.

Es werden die Abstände zwischen je zwei Ecken bestimmt.

Algorithmus : Algorithmus von Floyd-Warshall

begin
for i = 1 to n do

for j = 1 to n do
if i 6= j then setze d0 (i, j) := w ij

else setze d0 (i, j) := 0;

for k = 1 to n do
for i = 1 to n do

for j = 1 to n do
setze

dk (i, j) := min { dk−1 (i, j), dk−1 (i, k) + dk−1 (k, j)};
end
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Man beachte, dass in dem Algorithmus zunächst vorläufige Abständed0(i, j) mit-
hilfe der Matrix (wij) (s. Definition 6.1-2) initialisiert werden, allerdings mitdem
Unterschied, dass ”auf der Diagonalen”d0(i, i) = 0 gesetzt wird - dies geschieht,
damit der folgende Satz so allgemein richtig ist.

Satz 6.1-5: Nach dem Durchlaufen des Algorithmus von Floyd-Warshall ist
dn(i, j) = |i, j| für alle Eckeni, j. Die Komplexität istO(|E|3).

Beweis: Die mit den ersten beiden for-Iterationen durchgeführte Initialisierung
führt zu einer MatrixD0 = (d0

ij). In den darauf folgenden Iterationen wird
für jeden Wert vonk eine MatrixDk = (dk

ij) erzeugt. Mit Induktion kann nun
leicht gezeigt werden, dassdk

ij die kürzeste Länge eines (gerichteten) Weges
von i nachj ist, der nur Ecken aus{1, . . . , k} verwendet (voni undj abgese-
hen). Mitk = n ist dann die Behauptung gezeigt. Die Komplexitätsaussage
ergibt sich sofort aus der Ineinanderschachtelung der dreifor-Iterationen.

Die obere Indizierungk bei dk(i, j) im Algorithmus von Floyd-Warshall hilft zum
Verständnis des logischen Ablaufs. Eine kurze Überlegung zeigt jedoch, dass es
auch ausreichen würde, im ganzen Algorithmus nur einedoppelt indizierte Variable
d(i, j) zuverwenden.

Beispiel 6.1-5:
Wir betrachten dasselbe Netz wie in Beispiel 6.1-3.

Mit dem Algorithmus von Floyd-Warshall ergeben sich die folgenden Matrizen:

D0 =











0 4 2 ∞
∞ 0 ∞ 2

∞ 1 0 5

∞ ∞ ∞ 0











D1 =











0 4 2 ∞
∞ 0 ∞ 2

∞ 1 0 5

∞ ∞ ∞ 0











D2 =











0 4 2 6

∞ 0 ∞ 2

∞ 1 0 3

∞ ∞ ∞ 0











D3 =











0 3 2 5

∞ 0 ∞ 2

∞ 1 0 3

∞ ∞ ∞ 0











D4 = D3
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Die nach einer Anwendung des Algorithmus von Floyd-Warshall zuletzt erhaltene
Matrix Dn kann auch dazu genutzt werden, eine Ecke des gegebenen Graphen zu
bestimmen, die möglichstzentral in dem Netzwerk liegt: der weiteste Abstand zuzentrale Ecke

irgendeiner der anderen Ecken soll möglichst klein sein. Dies bedeutet, dass zuerst
in Dn das Maximum in jeder Zeile zu bestimmen ist und der kleinste dieser Werte
herausgesucht werden muss. Diese Anwendung ist natürlich am interessantesten für
Netze, bei denen es zwischen je zwei Ecken einen Weg gibt.

Beispiel 6.1-6:
Wir wenden den Algorithmus von Floyd-Warshall auf den folgenden Graphen
an, der - wie schon oft an früherer Stelle - ein Datennetz darstellen möge. Jede
Kante sei mit1 bewertet.

Als erste und letzte Matrix ergeben sich:

D0 =























0 1 1 ∞ ∞ ∞ ∞
1 0 ∞ 1 ∞ ∞ 1

1 ∞ 0 1 1 ∞ ∞
∞ 1 1 0 1 1 ∞
∞ ∞ 1 1 0 1 ∞
∞ ∞ ∞ 1 1 0 1

∞ 1 ∞ ∞ ∞ 1 0























D7 =























0 1 1 2 2 3 2

1 0 2 1 2 2 1

1 2 0 1 1 2 3

2 1 1 0 1 1 2

2 2 1 1 0 1 2

3 2 2 1 1 0 1

2 1 3 2 2 1 0























3

2

3

2

2

3

3

NebenD7 sind die Maxima der jeweiligen Zeilen notiert. Wie man sieht, sind
die Ecken2, 4 und5 zentral.

Man kann den Algorithmus von Floyd-Warshall natürlich auchablaufen lassen für
ein Netz, welches einen negativen Kreis enthält. Allerdings stimmt dann die Aus-
sage des Satzes Satz 6.1-5 nicht mehr - es ist ja nicht einmal der Abstand|i, j| für
alle Eckenpaare definiert. Offenbar gibt es in(G,w) genau dann einen negativen
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Kreis durch die Eckei, wenn im Algorithmusdk(i, i) < 0 wird. Mit der folgenden
Abwandlung des Algorithmus von Floyd-Warshall kann also für ein beliebiges Netz

• entweder|i, j| für alle Eckeni, j berechnet werden

• oder festgestellt werden, dass ein negativer (gerichteter) Kreis existiert. (In die-
sem Fall bricht der Algorithmus vorzeitig ab, oder es wird bei k = n ein
dn(i, i) < 0.)

Algorithmus : Algorithmus von Floyd-Warshal

begin

for i = 1 to n do
for j = 1 to n do

if i 6= j then setze d0 (i, j) := w ij

else setze d0 (i, j) := 0;

setze k := 0;

while dk (i, i) ≥ 0 für alle i und k < n do
begin

setze k := k + 1;
for i = 1 to n do

for j = 1 to n do

setze
dk (i, j) := min { dk−1 (i, j), dk−1 (i, k) + dk−1 (k, j) };

end
end

Bei den Algorithmen dieses Abschnitts haben wir uns bisher mit der Berechnung
kürzester Abstände begnügt. Dazu gehörige kürzeste Wege können in verschiedener
Weise bestimmt werden - z. B. steckt eine Idee dazu in der bei Satz 6.1-3 verwende-
ten Konstruktion . Es ist jedoch auch einfach, die kürzestenWege in den Algorith-
men gleich mitzunotieren. Exemplarisch zeigen wir dies anhand der soeben behan-
delten Variante des Algorithmus von Floyd-Warshall. Es wird entweder ein negati-
ver Kreis angegeben, oder nach dem Ablauf des Algorithmus ist für alle Eckenpaare
i, jvij eine Vorgängerecke vonj in einem kürzesten Weg voni nachj; die kürzesten
Wege können daraus sofort rekonstruiert werden. (Es istvij = ∞, falls kein Weg
von i nachj existiert, undvij = 0 für i = j.)

Algorithmus : Algorithmus von Floyd-Warshal

begin
for i = 1 to n do

for j = 1 to n do
if i 6= j then setze d0 (i, j) := w ij

else setze d0 (i, j) := 0;

if i 6= j then
if w ij < ∞ then setze v ij := i

else setze v ij := ∞
else setze v ij := 0;

setze k := 0;

while dk (i, i) ≥ 0 für alle i und k < n do
begin
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setze k := k + 1;

for i = 1 to n do
for j = 1 to n do

if dk−1 (i, k) + dk−1 (k, j) < dk−1 (i, j)

then setze v ij := v kj

und dk (i, j) := dk−1 (i, k) + dk−1 (k, j)

else setze dk (i, j) : = dk−1 (i, j);
end

end

Beispiel 6.1-7:
Wir behandeln nochmals das Beispiel 6.1-5. Im Folgenden isteine Übersicht
gegeben, wie sich nach der Initialisierungvij = i dievij-Werte mit der Iteration
überk ändern:

k = 1 : (vij) =











0 1 1 ∞
∞ 0 ∞ 2

∞ 3 0 3

∞ ∞ ∞ 0











k = 2 : (vij) =











0 1 1 2

∞ 0 ∞ 2

∞ 3 0 2

∞ ∞ ∞ 0











k = 3 : (vij) =











0 3 1 2

∞ 0 ∞ 2

∞ 3 0 2

∞ ∞ ∞ 0











k = 4 : (vij) =











0 3 1 2

∞ 0 ∞ 2

∞ 3 0 2

∞ ∞ ∞ 0











Aus der ersten Zeile der letzten Matrix lässt sich z. B. rekonstruieren, dass ein
kürzester Weg von1 nach4 den Verlauf1→ 3→ 2→ 4 hat. Der Eintragv14 =

2 besagt zunächst, dass2 der Vorgänger von4 auf dem gesuchten kürzesten Weg
ist; v12 = 3 undv13 = 1 führen dann zu dem Weg1→ 3→ 2→ 4.

Es wurde oben schon einmal darauf hingewiesen, dass es auch bei der Existenz
negativer Kreise stets kürzesteWegegibt - wenn auch für einige Eckenpaare keine
kürzesten Kantenfolgen. Einen guten Algorithmus zur Bestimmung kürzester Wege
in diesen Fällen hat man allerdings bisher nicht gefunden.
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Es gibt Anwendungen, bei denen man für ein Netzwerk nicht nuran einem kür-
zesten Weg zwischen zwei Ecken, sondern beispielsweise an den zwei kürzesten
Wegen interessiert ist. Ein solches Problem stellt sich etwa, wenn in einem Kommu-
nikationsnetz eine Station zum Verschicken von Nachrichten an eine andere Station
- wegen möglicher Ausfälle von Leitungen oder Zwischenpunkten - zwei Wege zu
diesem Ziel zur Verfügung haben soll.

Definition 6.1-3: Mit Hilfe der bisher behandelten Algorithmen ist es leicht,für
jedes Eckenpaar die beiden kürzesten Wege zu bestimmen. Jedoch kann es - je nach
dem betrachteten Kommunikationsprotokoll - nun zu weiteren Komplikationen kom-
men, etwa dem Kreisen von Nachrichten im Netz. Mit solchenRouting-Problemen
werden wir uns im zweiten Teil des Kurses beschäftigen.Routing-Probleme

Beispiel 6.1-8:
Für das in dem Diagramm dargestellte Kommunikationsnetz sei ein Kommuni-
kationsprotokoll vereinbart, bei dem jede Ecke (in der Praxis ein Vermittlungs-
rechner) eine nicht für ihn bestimmte Nachricht entsprechend der von ihr getra-
genen Zieladresse zu einem seiner Nachbarn sendet. Diesen Nachbarn bestimmt
er nach einer von ihm gespeicherten Routing-Tafel, die nachdem Prinzip der
zwei kürzesten Wege erstellt wurde.

Für das ZielZ haben die PunkteA, B, C die folgenden Tafeln:

A : Z,B B : Z,C C : Z,A 6.1-1

(Dies bedeutet:A schickt eine fürZ bestimmte Nachricht nachB, falls die
direkte Leitung nachZ ausgefallen ist, usw.)

Fallen nun alle anZ angeschlossenen Leitungen aus, und initiiertA eine Nach-
richt mit ZielZ, so kreist diese Nachricht im Netz (A→ B → C → A→ . . .),
sofern das Protokoll keine Vorkehrungen enthält, die dies ”bemerken”und die
Nachricht eliminieren.

In einem Netz(G,w) versteht man unter einemlängsten Wegvon Eckea nach Eckelängster Weg

b einen Weg mit der Eigenschaft, dass kein Weg vona nachb eine größere Länge
hat. Im Prinzip kann das Problem der Bestimmung längster Wege durch Übergang



6.1 Kürzeste Wege 111

zu der Bewertung−w mit den im vorigen Abschnitt behandelten Methoden ange-
gangen werden, denn ein längster Weg in(G,w) entspricht einem kürzesten Weg in
(G,−w). Es ist allerdings zu beachten, dass beim Übergang vonw zu−w negative
Kreise entstehen können. Die von negativen Kreisen herrührenden Komplikationen
bei kürzesten Wegen entsprechen natürlich den von positiven Kreisen kommenden
bei längsten Wegen.

Beispiel 6.1-9:
Wir gehen noch einmal zu Beispiel 6.1-4, wo in einem Datennetz mit Wahr-
scheinlichkeitenp(k) für das Nicht-Versagen der Kantenk nach den verläss-
lichsten Wegen zwischen den Punkten gefragt wurde. Durch Übergang zu der
Bewertunglog p(k) gelangte man zu der Frage nach längsten Wegen. (Die
Bewertung−log p(k) führte schließlich zu kürzesten Wegen.)

Die Bestimmung längster Wege in kreisfreien Digraphen ist auch in der Projekt-
planung (als Teilgebiet von Operations Research) von Interesse. Wir betrachten die
folgende spezielle Problemstellung: Ein Projekt bestehe aus Teilaufgaben, deren
Bearbeitung jeweils eine gewisse Zeit benötigt. Gewisse Teilaufgaben können nicht
vor der Beendigung anderer Aufgaben begonnen werden. Gefragt wird nach der
kürzest möglichen Gesamtdauer des Projekts. Man ordnet jeder dern vielen Tei-
laufgaben eine Eckei(1 ≤ i ≤ n) eines DigraphenG zu, wobei eine gerichtete
Kante ij existiert, wenni vor Beginn vonj beendet sein muss. Eine zusätzliche
Eckes wird mit alleni verbunden, die keinen Vorgänger haben, eine andere zusätz-
liche Eckez ist Endpunkt von Kanteniz für alle i, die sonst keinen Nachfolger
haben. Schließlich werden die Kantenij mit der Bearbeitungsdauer voni bewertet
(dabei istj = z eingeschlossen), die Kantensi mit 0.

Definition 6.1-4: Es ist nun offensichtlich, dass die Längen aller Wege (damitauch
die eines längsten Weges) vons nachz untere Schranken für die Gesamtdauer des
Projekts sind. Deshalb nennt man die längsten Wege in diesemZusammenhang auch
kritische Wege. kritischer Weg

In Operations Research gibt es verschiedene Vorgehensweisen zur Bestimmung
kritischer Wege bei solchen und ähnlichen Fragestellungen, wo die Probleme oft
noch durch Fragen wie ”Wann kann Teilaufgabei frühestens begonnen werden?”
angereichert sind. Man spricht hier allgemein von der Methode der kritischen Wege
(”critical pathmethod”).

Beispiel 6.1-10:
In der Montageabteilung einer Fahrradfabrik wird der Zusammenbau eines Fahr-
rads in die folgenden Tätigkeiten aufgespalten:

KF - Kettenführung an Rahmen montieren (2 min.)
ZR - Zahnrad an Kurbel montieren (2 min.)
KR - Zahnrad/Kurbel am Rahmen montieren (2 min.)
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LP - Linke Pedale anbringen (8 min.)
RP - Rechte Pedale anbringen (8 min.)
GS - Gangschaltung an Hinterrad montieren (3 min.)
HR - Hinterrad montieren (7 min.)
VR - Vorderrad montieren (7 min.)
RV - Rahmen vorbereiten (Gabel, Schutzblech etc.) (7 min.)
EM - Endmontage (Sattel, Bremsen etc.) (18 min.)

Es ist jeweils angegeben, welche Zeit ein Monteur für die Tätigkeit benötigt.
Durch Berücksichtigung der Einschränkungen in der Reihenfolge kommt man
zu folgendem Digraphen mit Kantenbewertung:

s → RV → V R → EM → z ist ein längster (und damit kritischer) Weg von
s nachz, seine Länge ist32. Dies bedeutet: die Montage eines Fahrrads dauert
mindestens 32 Minuten, auch wenn einzelne Tätigkeiten - sofern dies möglich
ist - von mehreren Monteuren parallel verrichtet werden.

Selbsttestaufgabe 6.1-1:

Erläutern Sie die Problematik der Existenz kürzester Wege bzw. Kantenfolgen in
einem Netz mit einem negativen Kreis.

6.2 Minimale Gerüste

In Beispiel 5.1-2 haben wir ein Beispiel kennengelernt, wo man für einen bewer-
teten Graphen an einem Gerüst interessiert ist, für das die Summe der Bewertun-
gen der zu dem Gerüst gehörenden Kanten möglichst klein ist.Ein solches Gerüst
heißtmimimales Gerüst. Hauptthema dieses Abschnitts sind Algorithmen, mini-mimimales Gerüst

male Gerüste zu bestimmen. Alle Graphen werden als ungerichtet vorausgesetzt.
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Wir wollen uns auch hier klarmachen, dass es unbedingt lohnend ist, nach guten
Algorithmen zur Bestimmung minimaler Gerüste zu suchen. Wir zeigen, dass die
Anzahl der Gerüste der vollständigen GraphenKn eine exponentielle Funktion der
Eckenzahln ist:

Satz 6.2-1: Satz von Cayley

Für beliebigesn hat der vollständige GraphKn genaunn−2 viele Gerüste.

Beweis: Im Beweisgang folgen wir Ideen von Prüfer, die in einer Arbeit von
1918 enthalten sind. (Der Originalbeweis von Cayley stammtaus dem Jahre
1889.) Es wird gezeigt, dass es auf der Eckenmenge{1, 2, . . . , n}nn−2 viele
verschiedene Bäume gibt - dies ist offenbar äquivalent zu der Behauptung
des Satzes. Es seiBn die Menge dieser Bäume. Wie üblich, bezeichnet
{1, . . . , n}n−2 die Menge aller(n − 2)-tupel von Zahlen zwischen1 undn,
wovon es natürlichnn−2 viele gibt. Wir konstruieren nun eine bijektive Abbil-
dung zwischenBn und{1, . . . , n}n−2. Damit ist dann der Satz gezeigt.

Mithilfe der folgenden beiden Algorithmen konstruieren wir zu gegebenem
BaumB ∈ Bn eine Folgef(B) ∈ {1, . . . n}n−2 und zu gegebener Folge
x ∈ {1, . . . n}n−2 einen Baumg(x) ∈ Bn. Es ist danng(f(B)) = B und
f(g(x)) = x, womit f und g als bijektive Abbildungen nachgewiesen sind.
Definition vonf :
Gegeben sei ein BaumB ∈ Bn. Es wird eine Folgex = f(B) ∈
{1, . . . , n}n−2 konstruiert.

Algorithmus :

begin
Setze i := 1;

while i < n − 2 do
begin

sei j die Endecke des verbliebenen Baums

mit kleinster Nummer, entferne j und
die Kante jk aus dem Baum,

setze x i := k und i := i + 1;
end

end

Definition vong:
Gegeben sei eine Folgex = (x1, . . . , xn−2) ∈ {1, . . . , n}n−2. Es wird ein
BaumB = g(x) ∈ Bn konstruiert.

Algorithmus :

begin

for t = 1 to n do
setze d(t) := 1+ (Anzahl der r mit xr = t);

setze i := 1;

while i < n− 2 do
begin

sei j die kleinste Ecke mit d(j) = 1, ziehe
eine Kante von j nach x i und setze
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d(j) := 0, d(x i) := d(x i) − 1 und i := i + 1;

end
verbinde die beiden Ecken mit d-Wert 1

durch eine Kante;

end

Den nun noch zu erbringenden Nachweisg(f(B)) = B und f(g(x)) = x

wollen wir dem Leser als Übung überlassen.

Beispiel 6.2-1:
Wir gehen zunächst von folgendem BaumB aus:

Die Anwendung des ersten Algorithmus ergibt die Folgex = f(B) =

(1, 6, 1, 3): Zunächst ist2 die kleinste Endecke, deren Nachbar ist1, folglich
wird x1 = 1, usw. Anwendung des zweiten Algorithmus auf die Folge(1, 6, 1, 3)

ergibt nun wieder den BaumB alsg(x) = g(f(B)):
Zuerst ist2 die kleinste Endecke mitd-Wert 1, sie wird mitx1 = 1 verbunden;
danach wird4 mit 6, dann5 mit 1 und1 mit 3 verbunden; im letzten Schritt wird
die Kante von3 nach6 gezogen.

Umgekehrt kann von einem beliebigenx ∈ {1, . . . , 6}4 ausgegangen werden,
z. B.x = (4, 4, 3, 6). Mit dem zweiten Algorithmus ergibt sich folgender Baum
B alsg(x):

Anwendung des ersten Algorithmus ergibt wiederx = f(B) = f(g(x)).

Wir wollen die Frage nach Gerüsten hier auch zum Anlass nehmen, noch einmal
auf die Suchprinzipien ”Breadth first search” und ”Depth first search” einzuge-
hen. Wenn wir bei dem Algorithmus Breath first search des vorrigen Kapitels die
Berechnung derd-Werte herausnehmen und stattdessen ein Gerüst konstruieren, so
kommen wir zu dem folgenden Algorithmus. Er unterscheidet sich von dem oben



6.2 Minimale Gerüste 115

behandelten Algorithmus nur dadurch, dass die Reihenfolgedes Hinzunehmens von
Ecken genauer beschrieben wird.

Algorithmus ”Gerüst mit Breadth first search” Algorithmus ”Gerüst
mit Breadth first
search”Gegeben sei ein zusammenhängender GraphG = (E,K) auf der Eckenmenge

{1, . . . , n}, N(e) ⊆ E sei zue ∈ E die Menge der Nachbarecken,s ∈ E fest
gewählt. Es wird ein Gerüst(E,K ′) konstruiert.

Der Algorithmus verwendet als Datenstruktur eine ListeL.

Algorithmus :

begin
Setze L := { s }, E’:= { s }, K’:= ∅;
while E’ 6 = E do

begin
entferne die erste Ecke v von L aus L;

for w ∈ N(v) do
begin

if w 6∈E’

then setze E’:=E’ ∪ { w },
K’:=K’ ∪ { vw },

füge w ans Ende von L an;
end

end
end

In Kontrast zu obigem Algorithmus, der den Graphen ”in die Breite” untersucht
und so ein Gerüst konstruiert, steht der folgende Algorithmus, der ”in die Tiefe”
geht. Der wesentliche Unterschied im Ablauf ist, dass die ListeL, an die Elemente
angefügt werden, auch wieder von hinten abgebaut wird:

Algorithmus ”Gerüst mit Depth first search” Algorithmus ”Gerüst
mit Depth first search”

Algorithmus : Gerüst mit Depth first search

begin

Setze L:= { s }, E’ := { s }, K’ := ∅;
while E’ 6= E do

begin
repeat

entferne den letzten Punkt v
von L aus L

until N(v) 6⊆ E’;

sei w die kleinste Ecke
mit w ∈ N(v), w 6∈ E’;

setze E’:= E’ ∪ { w }, K’:= K’ ∪ { vw },
füge w ans Ende von L an;

end

end
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Man kann die Situation folgendermaßen beschreiben: funktioniert die ListeL nach
dem Prinzip ”first in - first out” (dem Prinzip einer Warteschlage), so macht man
Breadth first search; arbeitetL nach ”last in - first out” (Stapelspeicher), so ergibt
sich Depth first search.

Die beiden unterschiedlichen Algorithmen werden an einem Beispiel illustriert.

Beispiel 6.2-2:
Gegeben sei der vollständige GraphK6 mit Eckenmenge{1, . . . , 6}, die Ecke1
sei alss gewählt.

Mit Breadth first search erhält man das GerüstG1, mit Depth first searchG2.

Wir wenden uns nun der Bestimmung minimaler Gerüste in beliebig bewerteten
Graphen zu. Zuerst sollen jedoch Charakterisierungen minimaler Gerüste gegeben
werden, mit deren Hilfe man sich dann später von der Korrektheit der angegebenen
Algorithmen überzeugen kann.

Es seiB ein Gerüst in dem GraphenG und s eine nicht zuB gehörende Kante,
also eine Sehne. Bereits in Definition 1.3-5 hatten wir festgestellt, dass durch das
Hinzufügen vons zuB genau ein (fundamentaler) Kreis entsteht, den wir nun mit
CB(s) bezeichnen wollen.

Satz 6.2-2: Es sei(G,w) ein Netz undG zusammenhängend,B sei ein Gerüst
vonG. B ist genau dann minimal, wenn für jede Sehnes gilt:
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w(s) ≥ w(t) für alle Kantent in CB(s).

Beweis: Zunächst seiB als minimal vorausgesetzt. Angenommen, es gibt eine
Sehnes0 und eine Kantet0 in CB(s0) mit w(s0) < w(t0). Wenn wirnun aus
B t0 entfernen und statt dessens0 hinzufügen, so erhalten wir einen BaumB0

vonG mit kleinerem Gewicht, und dies ist ein Widerspruch. Also muss für
jede Sehnes geltenw(s) ≥ w(t) für alle Kantent in CB(s).
Umgekehrt sei nunw(s) ≥ w(t) für jede Sehnes und allet in CB(s) erfüllt.
Es seiB′ ein minimales Gerüst. Wir zeigen, dass

∑

k∈B

w(k) =
∑

k∈B′

w(k) gilt

und somitB ebenfalls minimal ist. Gehört jede Kante vonB′ auch zuB, so
mussB = B′ sein, und es ist nichts zu beweisen. Es sei nunk′ eine Kante
in B′, die nicht zuB gehört. Entfernt mank′ ausB′, so zerfälltB′ in zwei
TeileB′

1 undB′
2; nimmt man nun die Kanten vonCB(k′) (mit Ausnahme von

k′) wieder hinzu, so werdenB′
1 undB′

2 verbunden, d. h. es kann eine Kante
k ausCB(k′)\{k′} gewählt werden, die eine Ecke vonB′

1 mit einer vonB′
2

verbindet. So sind wir also vonB′ durch Herausnahme vonk′ und Hinzufügen
vonk zu einem GerüstB′′ gekommen, und wegen der Minimalität vonB′ gilt
w(k) ≥ w(k′).
Andererseits muss nach der gemachten Voraussetzung aber auch w(k′) ≥
w(k) gelten, d. h. es ist auchB′′ als minimales Gerüst nachgewiesen, denn es
gilt

∑

k∈B′′

w(k) =
∑

k∈B′

w(k).

B′′ hat mitB eine Kante mehr gemeinsam alsB′. Mit Induktion folgt jetzt,
dass auchB ein minimales Gerüst ist.

Auch mit Hilfe fundamentaler Schnitte können die minimalenGerüste charakteri-
siert werden. Dazu verwenden wir die folgende Bezeichnung:
IstB ein Gerüst in dem GraphenG undz ein Zweig vonB, so istSB(z) der zuge-
hörige fundamentale Schnitt.

Satz 6.2-3: Es sei(G,w) ein Netz undG zusammenhängend,B sei ein Gerüst
vonG. B ist genau dann minimal, wenn für jeden Zweigz vonB gilt:

w(z) ≤ w(t) für alle Kantent in SB(z).

Beweis: Zunächst seiB als minimal vorausgesetzt. Angenommen, es gibt einen
Zweig z0 und eine Kantet0 in SB(z0) mit w(z0) > w(t0). Man erhält durch
Entfernen vonz0 ausB und Hinzufügen vont0 ein Gerüst mit geringer Kan-
tenbewertungssumme, ein Widerspruch zur Minimalität vonB.
Umgekehrt gelte nun für jeden Zweigz

w(z) ≤ w(t) für alle Kantent in SB(z).

Wir führen den Beweis auf Satz 6.2-2 zurück, indem wir zeigen, dass für jede
Sehnes die Ungleichung

w(s) ≥ w(t) für jede Kante t inCB(s) gilt.
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Es sei alsos eine Sehne bezüglichB undt ein Kante inCB(s). Wir betrachten
den von dem Zweigt induzierten SchnittSB(t). Da s zu SB(t) gehört, gilt
aufgrund der Voraussetzungw(t) ≤ w(s), was auch gezeigt werden sollte.

Die folgende Bezeichnung wird im weiteren verwendet: istE ′ eine Teilmenge der
EckenmengeE eines Graphen, so ist[E ′, E\E ′] der zugehörige Schnitt, also die
Menge aller Kanten, die eine Ecke vonE ′ mit einer ausE\E ′ verbinden.

Algorithmus von Prim Gegeben sei ein Netz(G,w) auf dem zusammenhängendenAlgorithmus von Prim

GraphenG = (E,K), s ∈ E sei eine Ecke. Es wird ein minmales Gerüst(E,K ′)

bestimmt.

Algorithmus : Algorithmus von Prim

begin

Setze E’:= { s }, K’:= ∅;
while E’ 6 = E do

begin

sei k eine Kante aus [E’,E \E’] mit mini-
maler

Bewertung w(k), e ihre Endecke in E \E’;

setze E’:=E’ ∪ { e }, K’:= K’ ∪ { k };
end

end

Satz 6.2-4: Der Algorithmus von Prim bestimmt ein minimales Gerüst mit Kom-
plexitätO(|E|2).

Beweis: Dass mit dem Algorithmus ein Gerüst aufgebaut wird, leuchtet sofort
ein, denn es wird bei jedem Schritt von dem bereits konstruierten Baum eine
Kante zu einer noch nicht erfassten Ecke gezogen. Mit Satz 6.2-3 folgt, dass
es sich bei dem Ergebnis um ein minimales Gerüst handelt, denn die Auswahl
der Kanten im Algorithmus erfolgt gerade so, dass die Bedingungin Satz 6.2-
3 erfüllt ist. Die Komplexitätsaussage ist ebenfalls offensichtlich.

Beispiel 6.2-3:
Wir greifen das Netz aus Beispiel 5.1-2 noch einmal auf, die EckeC sei als
Starteckes gewählt.
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Die folgenden Diagramme zeigen die Folge der Bäume, wie sie beim Durchlau-
fen des Algorithmus von Prim produziert werden (mit der Zusatzregel, dass bei
mehreren Möglichkeiten die alphabetisch erste Ecke genommen wird). Endre-
sultat ist dasselbe minimale Gerüst wie in Beispiel 5.1-2.

Die Grundidee des Algorithmus von Prim ist es, von einer Eckeausgehend einen
Baum schrittweise zu einem Gerüst wachsen zu lassen, indem man in jedem Schritt
einen möglichst kurzen Zweig neu hinzufügt. Beim nun zum Abschluss behandelten
Algorithmus von Kruskal können die Zwischenergebnisse Wälder sein, die sich erst
zum Schluss zu einem Gerüst zusammenfügen; er hat oft eine geringere Laufzeit als
der Algorithmus von Prim, geht aber von ”der Größe nach” geordneten Kanten aus:

Algorithmus von Kruskal Gegeben sei ein Netz(G,w) auf dem zusammenhän-Algorithmus von
Kruskalgenden GraphenG = (E,K) mit K = {k1, . . . , km}, und es geltew(k1) ≤

w(k2) ≤ . . . ≤ w(km). Es wird ein minimales Gerüst(E,K ′) bestimmt.

Algorithmus : Algorithmus von Kruskal

begin

Setze K’:= ∅;
for i = 1 to m do

if k i bildet mit den Kanten in K’ keinen Kreis

then setze K’:=K’ ∪ { k i };
end

Satz 6.2-5: Der Algorithmus von Kruskal bestimmt ein minimales Gerüst.

Beweis: Der Beweis dieses Satzes ergibt sich sofort aus Satz 6.2-2, denn durch
die Auswahl der Kanten im Algorithmus ist sichergestellt, dass die Bedingung
für die Sehnen in Satz 6.2-2 erfüllt ist.
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Mit gutem Grund haben wir in Satz 6.2-5 keine Komplexitätsaussagen gemacht. Um
dies tun zu können, müsste nämlich der in dem Algorithmus verwendete Test, obki

mit den bereits gewählten Kanten einen Kreis bildet, genauer beschrieben werden.
Wir wollen darauf an dieser Stelle nicht näher eingehen und nur erwähnen, dass
man bei geschicktem Vorgehen so zu einer Komplexität vonO(|K|log|K|) für den
Algorithmus von Kruskal kommen kann. Dies ist für Graphen mit relativ wenigen
Kanten (”dünne Graphen”) besser alsO(|E|2) beim Algorithmus von Prim.

Es wird nochmals das Beispiel 6.2-3 aufgegriffen, die Kanten seien wie im folgen-
den Bild numeriert. Die weiteren Diagramme zeigen dann die erhaltenen Teilgra-
phen mit einem minimalen Gerüst als Endresultat.

(e5 wurde nicht gewählt, denn es führt zu einem Kreis)
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Selbsttestaufgabe 6.2-1:

Erläutern Sie den Unterschied zwischen den Algorithmen vonPrim und Kruskal.
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7 Flüsse

7.1 Einführung

Bei der Untersuchung von Flüssen in Netzen geht es um die folgende Grundfrage:
Wieviel kann von einer ”Quelle”q zu einer ”Senke”s transportiert werden, wenn
obere Kapazitätsbeschränkungen für die einzelnen Verbindungen gegeben sind?
Dabei werden wir im folgenden stets von einem Digraphen ausgehen, die Ergeb-
nisse lassen sich in der Regel leicht auf den ungerichteten Fall übertragen. Ein
Beispiel für einen Fluss in einem Netz haben wir bereits bei der Einführung von
Bewertungen in Kapitel 4 kennengelernt. Es folgt nun die formale Definition.

Definition 7.1-1: Es seiG = (E,K) ein Digraph undc : K → IR
+
0

eine Kanten-
bewertung (Kapazität) mit Werten aus den nicht-negativen reellen Zahlen;q und
s seien Ecken inG derart, dasss von q aus erreichbar ist (auf einem gerichteten
Weg), jedoch kein Bogen vons nachq führt. Die StrukturN = (G, c, q, s) wird ein
Fluss-Netzgenannt. EinFluss aufN ist eine Kantenbewertungf : K → IR

+
0

mitFluss-Netz
Fluss den folgenden Eigenschaften:

i. 0 ≤ f(k) ≤ c(k) für allek ∈ K;

ii. für jede Eckee mit e 6= q, e 6= s gilt
∑

k+=e

f(k) =
∑

k−=e

f(k).

Die beiden Bedingungen besagen, dass der Fluss auf keiner Kante die Kapazität
überschreitet, und dass (von Quelleq und Senkes abgesehen) in jede Ecke genauso
viel hineinfließt wie herauskommt. Die Voraussetzung, dasses keine Kantesq gibt,
ist für die nächsten Überlegungen nicht nötig, jedoch ist sie in den Anwendungen
meist gegeben und hilft außerdem, eine schärfere Abgrenzung zu den später behan-
delten Zirkulationen vorzunehmen.

Beispiel 7.1-1:
In dem folgenden Diagramm gibt bei jeder Kante die in Klammern gesetzte Zahl
die Kapazität, die davor stehende Zahl den Fluss auf der betreffenden Kante an:
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Fluss-NetzN1 mit Flussf1.

Beim zweiten Beispiel haben alle Kanten dieselbe Kapazität1:

Fluss-NetzN2 mit Flussf2.

Bei beiden obigen Beispielen fließt ausq ebensoviel heraus wie ins hinein, nämlich
hier jeweils ein Gesamtfluss von3. Dies ist kein Zufall, wie die folgende Überle-
gung zeigt:

Hilfssatz 7.1-1: Für einen Flussf auf einem Fluss-NetzN = (G, c, q, s) gilt
stets

∑

k−=q

f(k)−
∑

k+=q

f(k) =
∑

k+=s

f(k)−
∑

k−=s

f(k).

Beweis: Da der Fluss auf jeder Kante aus einer Ecke heraus und in eine
zweite hineinfließt, gilt

∑

e∈E

∑

k+=e

f(k) =
∑

e∈E

∑

k−=e

f(k)

oder
∑

e∈E\{q,s}

∑

k+=e

f(k)+
∑

k+=q

f(k)+
∑

k+=s

f(k) =
∑

e∈E\{q,s}

∑

k−=e

f(k)+
∑

k−=q

f(k)+
∑

k−=s

f(k).

Aufgrund von Bedingung (ii) in der Definition eines Flusses sind die
Doppelsummen auf beiden Seiten der Gleichung identisch, und die
Behauptung folgt.
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Definition 7.1-2: Der in obigem Hilfssatz betrachtete Wert heißt derWert des Flus-
sesf und wird mitw(f) bezeichnet. Ein Flussf wird maximal genannt, wenn fürWert eines Flusses

maximaler Fluss jeden anderen Flussf ′ auf demselben Netz giltw(f ′) ≤ w(f).

Das Hauptproblem, mit dem wir uns als nächstes beschäftigen, ist die Konstruk-
tion eines maximalen Flusses für ein gegebenes Fluss-Netz.Es sei jedoch darauf
hingewiesen, dass - abgesehen von dem Problem der effektiven Konstruktion - aus
unserer bisherigen Darstellung selbst die Existenzeines maximalen Flusses nicht
klar ist; zwar wird das gegebene Netz mit den Kapazitäten alsendlich vorausge-
setzt, aber es wäre ja auch denkbar, dass eine Folgef1, f2, . . . fk, . . . von Flüssen
existiert mitw(fi) < w(fi+1) für alle i, ohne dass eine Art ”Grenzwertfluss” exis-
tiert. Es wird jedoch in Kürze gezeigt werden, dass es stets einen maximalen Fluss
gibt.

Im zweiten Beispiel von Beispiel 7.1-1 hat der Fluss auf den Kanten immer den
Wert 0 oder1, und es giltw(f2) = 3. Man kann daraus drei kantendisjunkte Wege
(d. h. Wege ohne gemeinsame Kanten) vonq nachs konstruieren: vonq ausgehend
wählt man einen Weg nachs, der aus lauter Kantenk mit f2(k) = 1 besteht; dann
ändert man auf diesen Kanten den Flusswert zu0 - so entsteht ein Flussf ′

2 mit
w(f ′

2) = 2 - und verfährt genauso usw. In unserem Beispiel können sich so etwa die
Wegeq → b→ f → s, q → c→ e→ h→ s undq → d→ e→ g → s ergeben.

Hat man umgekehrtm viele kantendisjunkte Wege von einer Eckeq zu einer Eckes
in einem beliebigen Digraphen, so induzieren diese Wege einen Flussf mit w(f) =

m in dem Netz, welches entsteht, wenn allen Kanten des Digraphen die Kapazität1
zugeordnet wird.

Beispiel 7.1-2:

Im obigen Diagramm sind mitA undB zwei kantendisjunkte Wege vonq nachs
in dem Digraphen angegeben. Sie führen zu dem im folgenden Bild dargestellten
Fluss-Netz bzw. Fluss:
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Einen Fluss, der die Kanten des gegebenen Fluss-Netzes nur mit den Werten0 oder
1 bewertet, nennt man0-1-Fluss. Der soeben skizzierte Zusammenhang zwischen0-1-Fluss

0-1-Flüssen und kantendisjunkten Wegen ist bei der Frage der Zuverlässigkeit von
Kommunikationsnetzen von Interesse. Gibt es nämlich in einem Digraphenm kan-
tendisjunkte Wege von einer Eckeq zu einer Eckes, so bedeutet dies, dass beliebige
m− 1 Verbindungen (Kanten) ausfallen können und dann immer nochein Weg von
q nachs (auf dem z. B. Nachrichten gesendet werden können) intakt ist. Ein Maß
für die Zuverlässigkeit des Netzes (bezüglich der Wege vonq nachs) ist also die
maximale Anzahl kantendisjunkter Wege, und diese entspricht - wie oben gezeigt -
dem maximalen Wert eines0-1-Flusses. Wie wir bald sehen werden, kann man für
ein Fluss-Netz mit identischer Kapazitätsbewertung1 für alle Kanten einen maxi-
malen Fluss konstruieren, der0-1-Fluss (und damit auch maximaler0-1-Fluss) ist.
Damit ist dann das geschilderte Problem der Zuverlässigkeitsanalyse gelöst.

Wir werden auf diesen Zusammenhang an späterer Stelle noch einmal zurückkom-
men.

In Kapitel 4 wurden Zirkulationen als solche Kantenbewertungenf definiert, bei
denen jede Eckee sozusagen eine ausgeglichene Bilanz hat, d. h. es gilt

∑

k+=e

f(k) =
∑

k−=e

f(k).

Bei einem Fluss auf einem Fluss-Netz fordern wir dies für dieEcken außerq unds,
und wir haben Hilfssatz 7.1-1 gezeigt, dass dann genauso viel ausq heraus wie ins
hineinfließt. Dies bedeutet: fügen wir dem DigraphenG = (E,K) eine Kanteksq

vons nachq hinzu, und erweitern wir einen gegebenen Flussf aufN = (G, c, q, s)

zu einer Abbildungf ′ : K ′ = K ∪ {ksq} → IR
+
0

, indem wir

f ′(ksq) = w(f)

setzen, so istf ′ eine Zirkulation aufG′ = (E,K ′).

Durch den Übergang von den Flüssen zu den Zirkulationen fällt die Sonderrolle der
Eckenq und s weg, wodurch die mathematische Behandlung oft etwas einfacher
und durchsichtiger wird. Auch darauf wird an späterer Stelle noch einmal einge-
gangen.

Eine Zirkulation, die Kapazitätsbeschränkungen der Kanten respektiert, wirdzuläs-
sige Zirkulation genannt. Beim soeben beschriebenen Übergang von einem Fluss zulässige Zirkulation
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zu einer Zirkulation setzt manc′(ksq) groß genug an, um eine zulässige Zirkulation
zu erhalten (z. B.c′(ksq) :=

∑

k∈K

|c(k)|).

Beispiel 7.1-3:
Die folgenden beiden Diagramme zeigen zu den in Beispiel 7.1-1 dargestellten
Flüssen die erweiterten Digraphen mit den zulässigen Zirkulationen:

Selbsttestaufgabe 7.1-1:

Erläutern Sie den Zusammenhang zwischen Flüssen und Zirkulationen.
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7.2 Die Sätze von Ford und Fulkerson

Definition 7.2-1: Es seiN = (G, c, q, s) ein Fluss-Netz. Der Wertw(f) eines Flus-
sesf kann offenbar nicht größer sein als die Summe der Kapazitäten der Kanten,
die ausq hinausführen. Dies ist nur ein Spezialfall der folgenden Situation.[Q, S]

sei ein Schnitt vonG = (E,K) mit q ∈ Q unds ∈ S. Einen solchen Schnitt nennt
man einenSchnitt des Fluss-NetzesN . Die Kapazitätdes Schnittes[Q, S] ist die Schnitt eines

Fluss-Netzes
Kapazität eines
Schnittes

Zahl

c(Q, S) =
∑

k−∈Q

k+∈S

c(k).

Der Schnitt[Q, S] heißtminimal, wenn er die kleinstmögliche Kapazität hat, d. h.minimaler Schnitt

wenn giltc(Q, S) ≤ c(Q′, S ′) für jeden Schnitt[Q′, S ′] vonN .

Der folgende Satz ist von grundsätzlicher Wichtigkeit. Er besagt insbesondere, dass
die Kapazität eines minimalen Schnitts eine obere Schrankefür den Wert eines
maximalen Flusses ist.

Hilfssatz 7.2-1: N = (G, c, q, s) sei ein Fluss-Netz,[Q, S] ein Schnitt undf ein
Fluss. Dann gilt

w(f) ≤ c(Q, S).

Beweis: Nach Definition ist

w(f) =
∑

k−=q

f(k)−
∑

k+=q

f(k).

Da für alle Eckene ∈ Q mit e 6= q gilt
∑

k−=e

f(k)−
∑

k+=e

f(k) = 0,

können wir auch schreiben

w(f) =
∑

e∈Q

(

∑

k−=e

f(k)−
∑

k+=e

f(k)

)

.

Da die Kanten, die innerhalb vonQ verlaufen, bei dieser Summation gerade
herausfallen, denn ihr Flusswert wird einmal positiv und einmal negativ mit-
gezählt, ergibt sich

w(f) =
∑

k−∈Q

k+∈S

f(k)−
∑

k+∈Q

k−∈S

f(k).

Wegen der Ungleichungenf(k) ≤ c(k) für die Kantenk mit k− ∈ Q und
k+ ∈ S und f(k) ≥ 0 für die Kantenk mit k+ ∈ Q und k− ∈ S folgt
schließlichw(f) ≤ c(Q, S).

Es wird sich nun herausstellen, dass der Wert eines maximalen Flusses sogar gleich
der Kapazität eines minimalen Schnittes ist. Um dies zeigenzu können, wird der
Begriff des zunehmenden Weges benötigt.
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Definition 7.2-2:N = (G, c, q, s) sei ein Fluss-Netz,f ein Fluss. Ein ungerich-
teter WegW von q nachs heißtzunehmender Weg(bezüglichf ), wenn für jedezunehmender Weg

Vorwärtskantek auf diesem Wegf(k) < c(k) und für jede Rückwärtskantek′ auf
diesem Wegf(k′) > 0 gilt.

Beispiel 7.2-1:
Der ungerichtete Wegq− a− d− s im ersten Beispiel aus Beispiel 7.1-1 ist ein
zunehmender Weg:

Man kann den Wert des Flusses hier offenbar erhöhen, indem man dief -Werte
auf qa undds um1 erhöht und aufda um1 erniedrigt.

Allgemein gilt der

Satz 7.2-1: Ein Flussf auf einem Fluss-NetzN ist genau dann maximal, wenn
es keinen zunehmenden Weg (bezüglichf ) gibt.

Beweis: f sei ein maximaler Fluss. Wir nehmen an, es gebe einen zunehmenden
WegW . Wir betrachten nun auf diesem Weg die Zahlenf(k)− c(k) für die
Vorwärtskanten undf(k′) für die Rückwärtskanten,wmin sei die kleinste aller
dieser Zahlen. Nach Definition eines zunehmenden Weges folgt wmin > 0.
Wir erklären nun einen neuen Flussf ′ : K → IR

+
0

, indem wir auf dem Weg
W dief -Werte verändern:

f ′(k) :=







f(k) + wmin, falls k Vorwärtskante vonW ist
f(k)− wmin, falls k Rückwärtskante vonW ist
f(k), sonst.

Es ist leicht zu sehen, dassf ′ ein Fluss ist mit Wertw(f ′) = w(f) +

wmin > w(f), und dies widerspricht der Maximalität vonf . Folglich war
die Annahme der Existenz eines zunehmenden Weges falsch.

Nun sei umgekehrt vorausgesetzt, dass es keinen zunehmenden Weg vonq
nachs gibt.Q sei die Menge aller Punktee, für die es einen zunehmenden
Weg vonq nache gibt (dabei istq eingeschlossen), undS := E\Q. [Q, S] ist
wegens /∈ Q bzw.s ∈ S ein Schnitt vonN . Es folgt, dass für jede Kantek
mit k− ∈ Q undk+ ∈ S gelten mussf(k) = c(k), denn im Fallef(k) < c(k)

würde es einen zunehmenden Weg vonq nachk+ geben im Widerspruch zur
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Definition vonQ bzw.S. Genauso folgt, dass für jede Kantek mit k− ∈ S

undk+ ∈ Q gelten mussf(k) = 0. Wegen

w(f) =
∑

k−∈Q

k+∈S

f(k)−
∑

k+∈Q

k−∈S

f(k)

(vgl. Beweis zu Hilfssatz 7.2-1 ) hat manw(f) = c(Q, S). Daraus folgt, dass
f maximal ist, denn für einen Flussf ′ mit w(f) < w(f ′) würde mit dem
hier betrachteten Schnitt[Q, S] geltenc(Q, S) < w(f ′) im Widerspruch zur
Aussage von Hilfssatz 7.2-1.

Dem letzten Schluss im obigem Beweis liegt das folgende allgemeinere Prinzip
zugrunde: Es seienA undB Mengen reeller Zahlen, wobei inA ein größtes Element
maxA und inB ein kleinstes ElementminB existieren. Ferner geltea ≤ b für
alle a ∈ A und b ∈ B. Gibt es nun einA undB gemeinsames Elementx (also
x ∈ A ∩ B), so folgtA ∩ B = {x} undx = maxA = minB. In Worten heißt
dies: liegtA vollständig ”links” vonB, und überschneiden sichA undB, so haben
sie genau einen Punkt gemeinsam, der das Maximum vonA und das Minimum von
B ist. Auf diesem Prinzip und Verallgemeinerungen davon beruhen eine Reihe von
Sätzen in der Mathematik, man spricht hier auch vonmin-max-Sätzen. min-max-Sätze

Aus dem Beweis von Satz 7.2-1 lässt sich unmittelbar eine Folgerung ableiten.
Dabei wird für einen Flussf auf einem Fluss-NetzN = (G, c, q, s) die folgende
Bezeichnung verwendet:Qf sei die Menge aller vonq aus auf einem zunehmenden
Weg erreichbaren Ecken (einschließlichq) undSf = E\Qf .

Folgerung 7.2-1: Für einen Flussf auf einem Fluss-NetzN sind die folgenden
Bedingungen äquivalent:

i. f ist maximal.

ii. Es gilt s ∈ Sf .

iii. [Qf , Sf ] ist ein Schnitt vonN mit w(f) = c(Qf , Sf ).

Bereits im vorigen Abschnitt wurde das Problem der Existenzeines maximalen
Flusses angesprochen, welches nun angegangen werden soll.Die bisherigen Ergeb-
nisse liefern nur Aussagen, unter welchen Bedingungen ein gegebener Fluss maxi-
mal ist. Satz 7.2-1 legt es nahe, einen gegebenen Fluss mit Hilfe zunehmender Wege
so lange zu vergrößern, bis kein zunehmender Weg mehr existiert - der erhaltene
Fluss muss dann maximal sein. Die entscheidende Frage ist aber, wieso man bei die-
ser Vorgehensweise nach endlich vielen Schritten in die Situation kommt, dass kein
zunehmender Weg mehr existiert. Ein erstes wichtiges Ergebnis in der gewünschten
Richtung liefert der folgende Satz:

Satz 7.2-2: N = (G, c, q, s) sei ein Netz, bei dem alle Kapazitätenc(k) ganz-
zahlig sind. Dann gibt es einen maximalen Flussf aufN derart, dass alle
Wertef(k) ganzzahlig sind.

Beweis: Wir zeigen, wie ein solcher maximaler Fluss in endlich vie-
len Schritten mit Hilfe zunehmender Wege konstruiert werden kann.
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Zunächst wird durchf0(k) := 0 für alle k ein Fluss mit Wert0 defi-
niert. Ist f0 nicht maximal, so muss es nach Satz 7.2-1 einen zuneh-
menden WegW0 (bezüglichf0) geben. Die im Beweis von Satz 7.2-1
vorkommende Zahlwmin ist jetzt eine positive ganze Zahl, die - wie dort
dargestellt - Anlass gibt zur Vergrößerung des Flusses zu einem Flussf1

mit w(f1) = wmin, wobei alle Wertef1(k)(k ∈ K) ganzzahlig sind. Ist
f1 nicht maximal, so muss wieder ein zunehmender WegW1 existieren
usw. Da bei diesem Verfahren in jedem Schritt der Wert des Flusses um
eine positive ganze Zahl erhöht wird, muss nach endlich vielen Schritten
ein Flussf erhalten werden, für den es keinen zunehmenden Weg mehr
gibt. f ist dann ein maximaler Fluss der gewünschten Art.

Beispiel 7.2-2:

f0 mit zunehmendem WegW0, wmin = 2,

f1 mit zunehmendem WegW1, wmin = 2,
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f2 mit zunehmendem WegW2, wmin = 1,

f3 ist maximal, es gibt keinen zunehmenden Weg (vonq nachs) bezüglichf3.
Es gilt sogarQf = {q} (s. Folgerung 7.2-1).

Wir können mit dem soeben bewiesenen Satz an die obigen Bemerkungen zu0-1-
Flüssen anknüpfen und erhalten:

Folgerung 7.2-2: N = (G, c, q, s) sei ein Fluss-Netz derart, dassc(k) für jede
Kante k den Wert0 oder 1 hat. Dann gibt es einen maximalen Fluss, der
0-1-Fluss ist.

Der obige Satz ist auch die Basis für das im folgenden formulierte zentrale Ergebnis
zu Flüssen in Netzen. Locker gesprochen, besagt das Ergebnis: ”maximaler Fluss=
minimaler Schnitt”. Im Englischen spricht man vom ”max-flowmin-cut theorem”.

Satz 7.2-3: IstN ein Fluss-Netz, so ist der maximale Wert eines Flusses aufN

gleich der minimalen Kapazität eines Schnittes inN .

Beweis: Sind alle Kapazitäten ganzzahlig, so folgt die Aussage des Sat-
zes aus Satz 7.2-2 und Folgerung 7.2-1. Sind alle Kapazitäten rationale
Zahlen (also Brüche), so kann das Problem durch Multiplikation aller
vorkommenden Zahlen mit ihrem Hauptnenner in ein äquivalentes Pro-
blem umgeformt werden, bei dem alle Kapazitäten ganzzahligsind, d. h.
auch für diesen Fall ist somit der Satz bewiesen. Es bleibt der Beweis zu
führen für den Fall, dass beliebige reelle (also auch irrationale) Kapazi-
täten auftreten. Ein mathematischer Beweis könnte hier z. B. Stetigkeit-
sargumente verwenden und wäre sehr anspruchsvoll. Wir wollen jedoch
den im nächsten Abschnitt behandelten Satz von Edmonds und Karp
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abwarten, mit dem ebenfalls die hier noch bestehende Lücke geschlos-
sen werden kann.

Obiger Satz wurde im Jahre 1956 von L.R. Ford und D.R. Fulkerson bewiesen
(s. auch deren im Literaturverzeichnis aufgeführtes Buch). Die noch bestehende
Beweislücke spielt in der Praxis keine Rolle, da in einem Rechner ohnehin nur
rationale Zahlen dargestellt werden können. Der im nächsten Abschnitt behandelte
Satz von Edmonds und Karp hat außer dem Schließen der Beweislücke auch die
Funktion, den Algorithmus zur Bestimmung eines maximalen Flusses zu verbes-
sern, dem wir uns als nächstes zuwenden.

Die Beweise von Satz 7.2-2 und Satz 7.2-3 stellen sicher, dass man bei vorgege-
benem Fluss-NetzN durch wiederholte Flussvergrößerung mit Hilfe zunehmender
Wege nach endlich vielen Schritten zu einem maximalen Flussgelangt. Will man
dies als Algorithmus formulieren, so muss man sich allerdings darüber Gedanken
machen, wie man am geschicktesten jeweils einen zunehmenden Weg findet. Die
Grundidee des Algorithmus von Ford und Fulkerson ist es, vonq ausgehend schritt-
weise diejenigen Ecken zu markieren, zu denen es (vonq aus) einen zunehmenden
Weg gibt. Wirds markiert, so kann der vorliegende Fluss vergrößert werden.Die
Markierung der Ecken wird so vorgenommen, dass (fallss markiert wurde) ein
zunehmender Weg vons aus zurückverfolgt und die zugehörige Zahlwmin, die zur
Abänderung der Wertef(k) benötigt wird, direkt an der Markierung vons abgele-
sen werden kann.

Markierungsalgorithmus von Ford und FulkersonMarkierungsalgorith-
mus von Ford und

Fulkerson
Gegeben sei ein Fluss-NetzN = (G, c, q, s) mit ganzzahliger (oder rationaler)
Kapazitätsfunktionc. Es wird ein maximaler Flussf und der zugehörige minimale
Schnitt[Qf , Sf ] mit w(f) = c(Qf , Sf) bestimmt.

Die Funktionumit den Werten0 oder1 dient dazu festzuhalten, welche markierten
Ecken bereits abgesucht wurden; das Absuchen einer Ecke besteht darin, ihre noch
nicht markierten Nachbarn zu markieren.

Algorithmus : Markierungsalgorithmus von Ford und Fulkerson

begin

for k ∈ K do setze f(k) := 0;
markiere q mit (− , ∞ );

for e ∈ E do setze u(e) := 0, d(e) := ∞;

repeat
wähle eine markierte Ecke e mit u(e) = 0; *
for k ∈ { k ∈ K | k− = e } do if g = k+ ist nicht markiert

und f(k) < c(k)

then setze d(g) := min { c(k) − f(k), d(e) }, und

markiere g mit (e, +, d(g));
for k ∈ { k ∈ K | k+ = e } do

if g = k− ist nicht markiert und f(k) > 0

then setze d(g) := min { f(k), d(e) }, und

markiere g mit (e, −, d(g));

setze u(e) := 1;
if s ist markiert
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then

d sei die letzte Komponente der Markierung von
s;

setze e := s;

while e 6= q do
begin

finde die erste Komponente g der Markierung
von e;

if die zweite Komponente der Markierung
von e ist +

then setze f(k) := f(k) + d für die Kante k = ge

else setze f(k) := f(k) − d für die Kante
k = eg;

setze e := g;
end

lösche alle Markierungen, außer der von q;

for e ∈ E do setze d(e) := ∞ und u(e) := 0

until u(e) = 1 für alle markierten Ecken e;

Qf sei die Menge der markierten Ecken und
S f := E \ Qf ;

end

Die Korrektheit dieses Algorithmus ergibt sich, wie bereits gesagt, aus den vor-
angegangenen Sätzen und ihren Beweisen. Diese Korrektheitsaussage, dass also
der Markierungsalgorithmus einen maximalen Fluss und einen minimalen Schnitt
bestimmt, wird oft auch als eigenständiger Satz formuliert, und zwar ebenfalls unter
dem NamenSatz von Ford und Fulkerson. Satz von Ford und

Fulkerson

Beispiel 7.2-3:
Wir wollen den Algorithmus an dem bereits mehrfach betrachteten Beispiel
illustrieren. Nach der Initialisierung hat man Flusswert0 auf allen Kanten, und
q ist mit (−,∞) markiert. Neben den Diagrammen sind dieu- und d-Werte
dargestellt.

u d

q 0 ∞
a 0 ∞
b 0 ∞
c 0 ∞
d 0 ∞
s 0 ∞
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u d

q 1 ∞
a 0 2
b 0 3
c 0 ∞
d 0 ∞
s 0 ∞

s ist noch nicht markiert. Da nicht alle markierten Ecken abgesucht wurden
(bzw. u-Wert 1 haben), kann in Zeile* nun z. B. die Eckeb gewählt werden.
Dies führt zur Markierung vonc undd:

u d

q 1 ∞
a 0 2
b 1 3
c 0 2
d 0 3
s 0 ∞

s ist noch nicht markiert. Markierte, noch nicht abgesuchte Ecken sinda, c und
d. Wird nun in Zeile* die Eckea gewählt, so führt dies zu keinen neuen Mar-
kierungen; der einzige Effekt ist die änderung vonu(a):

u d

q 1 ∞
a 1 2
b 1 3
c 0 2
d 0 3
s 0 ∞

Beim nächsten Schritt wählen wirc als markierte Ecke mitu(c) = 0; dies führt
zu folgendem Diagramm:
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Nun wurdesmarkiert. Dies führt zur Flussvergrößerung entlang des Wegesq →
b → c → s, der vons aus rückwärts ermittelt wird. Mit dem neuen Fluss wird
wieder der Beginnzustand hergestellt (Löschen der Markierungen usw.), man
hat die inm folgenden Diagramm dargestellte Situation:

u d

q 0 ∞
a 0 ∞
b 0 ∞
c 0 ∞
d 0 ∞

Nun gibt es wieder eine markierte Ecke mitu-Wert 0, nämlich q, und der
Markierungs- und Absuchprozess startet von neuem. Wir wollen die Beschrei-
bung des Beispiels hier abkürzen und stellen im nächsten Diagramm eine Situa-
tion dar, wie sie sich nach zwei Flussvergrößerungen (bei entsprechender Wahl
in Zeile * des Algorithmus) darstellen kann:

u d

q 0 ∞
a 0 ∞
b 0 ∞
c 0 ∞
d 0 ∞

Nun kann in Zeile* wieder nurq gewählt werden, was jedoch nicht zu weiteren
Markierungen führt. Dau(q) = 1 gesetzt wird, ist die until-Bedingung erfüllt,
die zum Abbruch der repeat-Schleife führt, und es wirdQf = {q} undSf =

{a, b, c, d, s} gesetzt. Der vorliegende Fluss mit Wert5 ist maximal,[Qf , Sf ] ist
ein minimaler Schnitt mitc(Qf , Sf) = 5.
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In dem soeben behandelten Beispiel ist deutlich geworden, dass die getroffene Aus-
wahl einer markierten, noch nicht abgesuchten Ecke (Zeile* im Algorithmus) den
weiteren Ablauf des Algorithmus - etwa die Anzahl der noch auszuführenden Itera-
tionen - beeinflusst. In der Tat kann man an Beispielen aufzeigen, dass der Algorith-
mus in der bisher beschriebenen Form, also mit dem Freiheitsgrad in Zeile* , nicht
polynomial ist. Bei einer Kapazitätsfunktion, die auch irrationale Werte annimmt,
muss das Verfahren weder abbrechen noch gegen einen maximalen Fluss konver-
gieren - ein Beispiel hierfür ist in dem Buch von Ford und Fulkerson zu finden.
All diese Probleme werden wir im nächsten Abschnitt lösen, wo die Zeile* des
Algorithmus durch eine präzisere Anweisung ersetzt wird.

Zum Markierungsalgorithmus wollen wir schließlich noch anmerken, dass selbst-
verständlich nicht unbedingt - wie in unserer Formulierung- mit dem0-Fluss (d. h.
f(k) = 0 für jede Kantek) begonnen werden muss. Stattdessen kann mit einem
beliebigen Flussf initialisiert und dann der identische Algorithmus angewendet
werden.

Selbsttestaufgabe 7.2-1:

Gegeben sei das folgende Fluss-NetzN :

Bestimmen Sie den maximalen Fluss-Wert aufN durch Betrachtung aller Schnitte
und Anwendung des "max-flow min-cut"-Theorems. Warum führtdiese Vorgehens-
weise nicht zu einem guten Algorithmus?
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7.3 Der Satz von Edmonds und Karp

Wir betrachten nun die folgende Modifikation des Markierungsalgorithmus von
Ford und Fulkerson: die Zeile* des Algorithmus wird durch den Schritt

e sei unter allen Ecken mitu(e) = 0 die am frühesten markierte Ecke;**

ersetzt. Diese Modifikation wurde von J. Edmonds und R.M. Karp 1972 in einer
Arbeit vorgeschlagen, der so modifizierte Algorithmus wirdalsAlgorithmus von
Edmonds und Karp bezeichnet. Algorithmus von

Edmonds und Karp
Es liegt auf der Hand, dass bei dieser Variante des Algorithmus immer ein zuneh-
mender Weg mit möglichst wenig Kanten bestimmt und zur Flussvergrößerung ver-
wendet wird. Der Grund ist, dass wie beim ”Breadth first search”-Verfahren stets
zunächst dort weitergesucht wird, wo man zuerst markiert hat.

Satz von Edmonds und KarpDer Algorithmus von Edmonds und Karp bestimmt
einen maximalen Flussf und einen minimalen Schnitt[Qf , Sf ] für ein beliebiges
Fluss-NetzN mit reeller Kapazitätsfunktionc. Der Algorithmus hat Komplexität
0(|E| · |K|2).

Beweis: Der Algorithmus werde auf ein beliebiges Fluss-NetzN = (G, c, q, s)

mit reeller Kapazitätsfunktionc angewandt. Der Algorithmus geht aus von
dem Null-Flussf0, die weiteren dann erhaltenen Flüsse bezeichnen wir mit
f1, f2, . . . , fi, . . .. xe(i) sei die kürzeste Länge (hinsichtlich Kantenanzahl)
eines zunehmenden Weges vonq nache bezüglichfi. Entscheidend für den
Beweis ist nun die folgende Behauptung, die wir zuerst zeigen wollen: es gilt

xe(i+ 1) ≥ xe(i) für alle i unde.

Angenommen, es giltxe(i + 1) < xe(i) für eine Eckee und eine Zahli.
Wir können o.B.d.A. auch voraussetzen, dassxe(i + 1) minimal ist unter
allen Zahlen der Formxg(j + 1), die obige Ungleichung verletzen (d. h.
für die xg(j + 1) < xg(j) gilt). k sei die letzte Kante in einem kürzes-
ten zunehmenden Weg vonq nache bezüglichfi+1. k sei eine Vorwärts-
kante, alsok = he für eine Eckeh; es muss nunfi+1(k) < c(k) sein. Es
gilt xe(i + 1) = xh(i + 1) + 1, und nach den Voraussetzungen übere ist
xh(i+1) ≥ xh(i), womit sich insgesamt die Beziehungxe(i+1) ≥ xh(i)+1

ergibt. Es ist nun aberfi(k) = c(k), denn sonst müsstexe(i) ≤ xh(i) + 1

und somit dochxe(i+ 1) ≥ xe(i) sein. Wegenfi+1(k) < c(k) bedeutet dies,
dass die Kantek beim Schritt vonfi nachfi+1 als Rückwärtskante verwendet
worden sein muss. Da der gewählte zunehmende Weg bezüglichfi kürzeste
Länge hatte, ergibt sich darausxh(i) = xe(i) + 1 undxe(i + 1) ≥ xe(i) + 2

im Widerspruch zu unseren Voraussetzungen.

In ähnlicher Weise verläuft der Beweis, wenn die Kantek eine Rückwärts-
kante ist. Damit ist die Allgemeingültigkeit der Ungleichungxe(i+1) ≥ xe(i)

gezeigt.

Analog wird die Ungleichung

ye(i+ 1) ≥ ye(i)
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bewiesen, wobeiye(i) die Länge eines kürzesten zunehmenden Weges vone

nachs bezüglichfi ist.

Aus all diesen abgeleiteten Ungleichungen lässt sich nun eine obere Schranke
für die Anzahl der durch den Algorithmus vorgenommenen Flussvergröße-
rungen herleiten. Dazu beobachten wir zunächst, dass bei jeder änderung des
Flusses mindestens eine Kante des zunehmenden Weges ”kritisch” ist in dem
Sinne, dass der Fluss durch diese Kante entweder bis zur Kapazität erhöht
oder auf0 gesenkt wird.

Es seik = he eine kritische Kante im zunehmenden Weg bezüglichfi; dieser
Weg besteht ausxe(i) + ye(i) = xh(i) + yh(i) vielen Kanten. Wennk beim
nächsten Mal (etwa bezüglichfj) in einem zunehmenden Weg verwendet
wird, mussk in umgekehrter Richtung verwendet werden: war es fürfi eine
Vorwärtskante, so ist es fürfj eine Rückwärtskante (und umgekehrt). Ange-
nommen,k war für fi eine Vorwärtskante. Wir schließenxe(i) = xh(i) + 1

undxh(j) = xe(j)+1. Aus den gezeigten Ungleichungen folgtxe(j) ≥ xe(i)

undyh(j) ≥ yh(i) und somit

xh(j)+yh(j) = xe(j)+1+yh(j) ≥ xe(i)+1+yh(i) = xh(i)+yh(i)+2.

Der zunehmende Weg bezüglichfj ist also um mindestens zwei Kanten län-
ger als der zunehmende Weg bezüglichfj . Ein analoger Schluss lässt sich
natürlich ziehen, wennk bezüglichfi eine Rückwärtskante war.

Da ein zunehmender Weg nicht mehr als|E|−1 viele Kanten enthalten kann,
kann folglich jede Kante in höchstens|E|−1

2
vielen Flussvergrößerungen kri-

tisch sein, was insgesamt bedeutet: der Fluss kann in dem Algorithmus höchs-
tens0(|E| · |K|)-mal vergrößert werden. Der Algorithmus muss also abbre-
chen, auch bei irrationalen Kapazitätswerten.

Da das Auffinden eines zunehmenden Weges und die entsprechende Flussver-
größerung jeweils0(|K|) viele Schritte erfordern, ergibt sich insgesamt eine
Komplexität von0(|E| · |K|2).

Beispiel 7.3-1:
Wir wollen den Algorithmus von Edmonds und Karp an folgendemBeispiel
illustrieren, wo der0-Fluss und die Kapazitäten der Kanten im Diagramm ein-
getragen sind:
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Damit bei der Bestimmung eines zunehmenden Weges die neue Zeile ** des
Algorithmus ausgeführt werden kann, muss die Reihenfolge der Markierungen
der Ecken festgehalten werden. Am einfachsten realisiert man das (auch bei
einer Implementierung) mit Hilfe einer Warteschlange. Beider Behandlung des
Beispiels werden wir (neben dem Diagramm) die markierten Ecken untereinan-
derschreiben und aus dieser Spalte von oben jeweils die nächste abzusuchende
Ecke bestimmen - nach dem Absuchen (d. h. der Markierung der Nachbarn) wird
die Ecke ”abgehakt”. So entsteht beim ersten Schritt folgendes Bild:

q
√

a
√

b
√

e
√

c
√

d
√

f
√

h
√

g

s

Der zunehmende Weg istq → a → e → d → h → s, man kommt zum hier
dargestellten Fluss:

Beim zweiten Schritt bekommt man folgendes Bild:

q
√

b
√

c
√

d
√

e
√

f
√

a
√

g
√

s
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Der ermittelte zunehmende Weg istq → b → c → d ← e → f → g → s, man
kommt zu folgendem Fluss:f2 = f :

Der Fluss ist maximal: der Algorithmus stoppt beim nächstenSchritt, und man
hatQf = {q}, Sf = {a, b, . . . , h, s} mit c(Qf , Sf) = 2 undw(f) = 2.

Nach dem Satz und dem Algorithmus von Edmonds und Karp wollenwir das Pro-
blem der Bestimmung maximaler Flüsse vorerst nicht weiter behandeln. Auf Vari-
anten bzw. andere Aspekte dieses Problems wird in den nächsten Abschnitten ein-
gegangen.

Zum Abschluss sollte jedoch noch erwähnt werden, dass nebenden Algorithmen
von Ford und Fulkerson bzw. Edmonds und Karp weitere Verfahren untersucht wur-
den, die von der Komplexität her zwar schlechter dastehen, in konkreten Fällen (mit
nicht zu großen Netzen) jedoch mitunter schneller zum Ziel kommen; z. B. besteht
ein solches Verfahren darin, stets einen zunehmenden Weg zusuchen, der zu einer
größtmöglichen Erhöhung des Flusses führt. Näher Interessierte müssen wir hier
auf die umfangreiche Literatur zu diesem Thema verweisen.

Selbsttestaufgabe 7.3-1:

Erläutern Sie die Vorteile des Algorithmus von Edmonds und Karp gegenüber dem
Algorithmus von Ford und Fulkerson.

7.4 Eine kombinatorische Anwendung: Der Satz
von Menger

Bereits im ersten Abschnitt wurden kantendisjunkte Wege zwischen zwei Ecken in
einem Digraphen betrachtet, und es wurde auf den Zusammenhang mit0-1-Flüssen
hingewiesen. Wir wollen nun einenmin-max-Satz über die Anzahl kantendisjunk-
ter Wege beweisen, der sich auf das ”max-flow min-cut theorem” Satz 7.2-3 stützt.
Dabei heißt eine MengeA ⊆ K von Kanten in einem Digraphen(E,K) eineq und
s trennende Kantenmenge(q, s sind beliebige Ecken), wenn jeder gerichtete Wegtrennende

Kantenmenge von q nachs eine Kante ausA enthält.
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Satz 7.4-1: G = (E,K) sei ein Digraph,q und s seien Ecken inG. Dann ist
die Maximalzahl gerichteter kantendisjunkter Wege vonq nachs gleich der
minimalen Elementeanzahl in einerq unds trennenden Kantenmenge.

Beweis: Wir betrachten das Fluss-NetzN aufG, bei dem jede Kante Kapazität
1 hat. Dabei ist vorausgesetzt, dasss von q aus erreichbar ist, sonst ist die
Behauptung ohnehin erfüllt. Wie wir bereits bemerkt haben,liefern i kan-
tendisjunkte Wege vonq nachs in G einen0-1-Flussf aufN vom Wert i,
und umgekehrt können jedem0-1-Flussf aufN mit Wert i ebensoviele kan-
tendisjunkte Wege vonq nachs in G zugeordnet werden (allerdings nicht in
eindeutiger Weise). Die Maximalzahl kantendisjunkter Wege von q nachs
ist also gleich dem maximalen Wert eines0-1-Flusses aufN , welcher nach
Folgerung 7.2-2 mit dem Wert eines maximalen Flusses übereinstimmt. Nach
Satz 7.2-3 ist dies die minimale Kapazität eines Schnitts inN . Wir zeigen
nun, dass die minimale Elementeanzahl einerq und s trennenden Kanten-
menge inG gleich der Kapazität eines minimalen Schnitts inN ist, womit
dann die Behauptung folgt.

Jeder Schnitt[Q, S] von N liefert offenbar die trennende Kantenmenge
A = {k ∈ K|k− ∈ Q, k+ ∈ S} mit |A| = c(Q, S). Umgekehrt sei nunA
eine minimaleq unds trennende Kantenmenge.QA sei die Menge derjenigen
Eckene, die vonq aus auf einem gerichteten Weg ohne Kanten ausA erreich-
bar sind,SA := E\QA. [QA, SA] ist ein Schnitt inN . Es muss nun jede Kante
k mit k− ∈ QA undk+ ∈ SA inA enthalten sein - dabei ist o.B.d.A. vorausge-
setzt worden, dasss von jeder Ecke aus, insbesondere vonk− aus, erreichbar
ist. Wegen der Minimalität vonA folgt A = {k ∈ K|k− ∈ QA, k

+ ∈ SA},
und |A| ist die Kapazität des (minimalen) Schnitts[QA, SA]. Damit ist der
Beweis erbracht.

Wir behandeln nun den Satz von Menger, bei dem es um eckendisjunkte Wege
geht. Entsprechend werden trennende Eckenmengen betrachtet: bei gegebenem
G = (E,K) und q, s ∈ E heißtB ⊆ E eineq und strennende Eckenmenge, trennende

Eckenmengewenn jeder gerichtete Weg vonq nachs eine Ecke ausB enthält. Der folgende
berühmte Satz wurde von K. Menger im Jahre 1927 bewiesen. Wirbedienen uns
hier im Beweis allerdings des Satzes Satz 7.4-1, der erst 1956 von L.R. Ford und
D.R. Fulkerson veröffentlicht wurde.

Satz 7.4-2: Satz von Menger

Satz von Menger:Es seiG = (E,K) ein gerichteter Graph,q, s ∈ E seien Satz von Menger

nicht-benachbarte Ecken. Dann ist die Maximalzahl eckendisjunkter Wege
von q nachs gleich der minimalen Elementeanzahl einerq und s trennen-
den Eckenmenge.

Beweis: Wir konstruieren vonG ausgehend einen DigraphenG′, indem wir jede
Eckee vonG (außerq unds) durch zwei neue Eckene′ unde′′ ersetzen. Die
Kantenk in G mit k+ = e kommen inG′ bei e′ an (alsok+ = e′), im Falle
k− = e in G wird k− = e′′ in G′. Ferner führt für jedese in G eine Kante von
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e′ nache′′ in G′. Ein Beispiel des Übergangs vonG nachG′ ist im folgenden
Diagramm dargestellt:

Wir wenden nun denSatz 7.4-1 über trennende Kantenmengen auf G′ an.
Zunächst kann festgestellt werden, dass eckendisjunkte Wege inG kantendis-
junkten Wegen inG′ entsprechen. Damit folgt, dass die Maximalzahl ecken-
disjunkter Wege inG gleich der minimalen Elementeanzahl einerq und s
trennenden Kantenmenge inG′ ist. Da man sich nun darauf beschränken
kann, solche trennenden Kantenmengen vonG′ zu betrachten, die nur Kanten
der Forme′e′′ enthalten (eine Kante der Forma′′b′ kann man immer durch
a′a′′ ersetzen), und da solche trennenden Kantenmengen wiederumtrennen-
den Eckenmengen inG entsprechen, ist damit der Beweis abgeschlossen.

Wir wollen das Problem der Zuverlässigkeit von Wegen in Kommunikationsnetzen
noch einmal im Lichte der hier in Satz 7.4-1 und Satz 7.4-2 behandelten Sätze
betrachten. Beide Sätze sind übrigens - bei entsprechenderÜbertragung der Begriffe
- in identischer Formulierung auch für ungerichtete Graphen richtig. Ob man nun
das Augenmerk auf Kanten- oder auf Eckendisjunktheit der Wege legt - Ergebnis
der Sätze ist, dass sich die Zuverlässigkeit (oder maximaleAnzahl disjunkter Wege)
in jedem Falle nach der minimalen Anzahl von Leitungen bzw. Zwischenstationen
richtet, die so ausgewählt sind, dass jeder Weg (von der Anfangs- zur Zielstation)
eine von ihnen benutzen muss.

Selbsttestaufgabe 7.4-1:

Ein GraphG stelle ein Datennetz dar,A undB seien Stationen (Ecken). Beschrei-
ben Sie, wie man feststellen kann, wieviele Leitungen (Kanten) maximal ausfallen
dürfen, so dass auf jeden Fall immer noch ein Weg vonA nachB genutzt werden
kann.
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7.5 Weitere kombinatorische Anwendungen

Im Abschnitt 7.4 wurde mit dem Satz von Menger ein kombinatorischermin-max-
Satz über Wege in Graphen behandelt, wobei der Beweis sich auf die zuvor erhal-
tenen Ergebnisse über Flüsse - insbesondere den Satz von Ford und Fulkerson -
stützte. In diesem Abschnitt werden wir den Satz von Menger dazu nutzen, zwei
weitere ”klassische” Sätze der Graphentheorie abzuleiten, nämlich den Satz von
König und Egerváry und den Satz von Hall. Bei diesen beiden Sätzen geht es um
Korrespondenzen in bipartiten Graphen.

Es seiG = (E1 ∪ E2, K) ein (ungerichteter) bipartiter Graph. Nach Definition
(s. Definition 1.2-8) hat jede Kante einen Endpunkt inE1 und den anderen inE2,
wobei die EckenmengenE1 undE2 disjunkt sind. Eine MengeM ⊆ K von Kanten
heißt eineKorrespondenz(oder:Paarung), wenn keine Kanten ausM benachbart Korrespondenz

Paarungsind. Die Bezeichnung ”Korrespondenz” erklärt sich so, dass mittels der Kanten
ausM einige Ecken ausE1 zu gewissen Ecken ausE2 korrespondieren bzw. diesen
eindeutig zugeordnet sind.

Beispiel 7.5-1:

In den folgenden beiden Diagrammen sind KorrespondenzenM1 bzw.M2 durch
verstärkt gezeichnete Kanten herausgehoben:

BeiM1 korrespondierte1 zu e5 unde2 zu e6; beiM2 lauten die Paarungene1e4,
e2e5 unde3e6.

In obigem Beispiel bestehtM1 aus zwei,M2 aus drei Kanten. DaG nur sieben
Ecken hat, kann es offenbar keine Korrespondenz mit mehr alsdrei Kanten geben.
Allgemein wird eine KorrespondenzM in G = (E1 ∪ E2, K) maximal genannt, maximale

Korrespondenzwerden für jede KorrespondenzM ′ gilt |M ′| ≤ |M |. Wir wollen uns nun mit



144 7 Flüsse

dem Problem beschäftigen, für einen beliebig vorgegebenenbipartiten Graphen eine
maximale Korrespondenz zu finden.

Die Frage nach maximalen Korrespondenzen spielt in vielen Anwendungen eine
Rolle. Zum Beispiel können die Ecken des bipartiten GraphenPersonen (etwa in
einer Abteilung einer Firma) und Arbeitsplätze repräsentieren, wobei eine Kante
existiert, wenn eine Person für einen gewissen Arbeitsplatz qualifiziert ist. Die
Frage nach einer maximalen Korrespondenz bedeutet dann, dass man möglichst vie-
len Personen einen der für sie in Frage kommenden Arbeitsplätze zuordnen möchte.
Eine andere denkbare Situation ist folgende: In einem aus DV-Stationen und
Peripherie-Einheiten (wie z. B. Drucker, Plotter) bestehenden Netz liegen für jede
der DV-Stationen Anforderungen zur Nutzung gewisser Peripherie-Einheiten vor,
wobei keine Peripherie-Einheit gleichzeitig von mehrerenStationen genutzt werden
kann. Sollen die Ressourcen möglichst gut genutzt werden, so muss stets einer mög-
lichst großen Anzahl von DV-Stationen jeweils eine der gewünschten Peripherie-
Einheiten zugeordnet werden.

Der Satz von König und Egerváry liefert einemin-max-Aussage über die Größe
einer maximalen Korrespondenz. Wir erinnern an den Begriffeiner Knotenüberde-
ckung (siehe Abschnitt 3.3 in 3.3.3): eine MengeU ⊆ E von Ecken eines Graphen
(E,K) ist eine Knotenüberdeckung, wenn für jede Kante{e, f} ∈ K gilt e ∈ U

oderf ∈ U .

Satz 7.5-1: König und Egerváry

G = (E1 ∪ E2, K) sei ein bipartiter Graph. Dann ist die maximale Mächtig-Satz von König und
Egerváry keit einer Korrespondenz inG gleich der minimalen Mächtigkeit einer Kno-

tenüberdeckung vonG.

Beweis: Der Satz wurde im Jahre 1931 unabhängig voneinander von D. König
und E. Egerváry bewiesen. Wir leiten den Satz direkt aus dem Satz von Men-
ger ab.

Dazu erweitern wir den GraphenG zu einem DigrapheñG, indem wir zwei
neue Eckenq und s sowie neue Bögenqe für e ∈ E1 und fs für f ∈ E2

hinzunehmen. Die Kanten zwischenE1 undE2 werden vonE1 nachE2 hin
gerichtet. Auf diese Weise entsteht z. B. aus dem in Beispiel7.5-1 verwende-
ten GraphenG der hier dargestellte Digraph̃G:
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Es liegt nun auf der Hand, dass eine ausp Kanten bestehende Korrespondenz
in G p vielen eckendisjunkten Wegen vonq nachs in G̃ entspricht. Anderer-
seits entspricht eine Knotenüberdeckung vonG in eindeutiger Weise einerq
unds trennenden Eckenmenge iñG. Damit folgt die Behauptung unmittelbar
aus dem auf̃G angewendeten Satz von Menger.

Die Beweise der Sätze von Menger bzw. König und Egerváry zeigen auch auf, wie
- letztlich basierend auf dem Algorithmus von Ford und Fulkerson - eine maximale
Korrespondenz auf einem bipartiten Graphen effektiv bestimmt werden kann: Es
wird wie oben der Digraph̃G betrachtet, dort jede Kantek mit c(k) = 1 bewertet,
sodann wird für das Fluss-Netz(G̃, c, q, s) ein maximaler0-1-Fluss bestimmt; die
zum ursprünglichenG gehörenden Kanten, auf denen der Fluss den Wert1 hat,
bilden nun eine maximale Korrespondenz inG.

Es ist natürlich auch möglich, das soeben beschriebene Verfahren direkt als Algo-
rithmus fürG zu formulieren, ohne den Umweg über die Konstruktion vonG̃ zu
gehen. Es ist dann allerdings nicht mehr ersichtlich, dass es sich im Grunde um eine
spezielle Anwendung des Algorithmus von Ford und Fulkersonhandelt. Die genaue
Formulierung eines Algorithmus soll an dieser Stelle dem Leser überlassen werden.

Bisher wurde nicht vorausgesetzt, dass in dem betrachtetenbipartiten GraphenG =

(E1 ∪ E2, K) die MengenE1 undE2 die gleiche Anzahl von Elementen haben. Ist
dies der Fall, so ist es möglich, dass eine maximale KorrespondenzM alle Ecken
erfasst, d. h. dass jede Ecke zu einer Kante vonM gehört. In diesem Falle spricht
man von einervollständigen Korrespondenz vollständige

Korrespondenz

Die in G2 hervorgehobene Korrespondenz ist vollständig, die inG1 nicht - jedoch
gibt es auch inG1 eine vollständige Korrespondenz. Auch die fürG3 eingezeichnete
Korrespondenz ist nicht vollständig;G3 besitzt keine vollständige Korrespondenz.



146 7 Flüsse

Die Aussage, dassG3 in obigem Beispiel keine vollständige Korrespondenz besitzt,
lässt sich leicht begründen: die Eckena und b haben zusammen nur eine Nachba-
recke und können daher niemals beidevon den Kanten einer Korrespondenz erfasst
werden.

Die an diesem Beispiel gewonnene Einsicht lässt sich zu einer notwendigen Bedin-
gung für die Existenz einer vollständigen Korrespondenz verallgemeinern. Dazu
führen wir die folgende Schreibweise ein: istG = (E1 ∪ E2, K) ein bipartiter
Graph undA ⊆ E1, so ist

Φ(A) := {b ∈ E2| es gibt eina ∈ A mit {a, b} ∈ K},

d. h.Φ(A) besteht aus den Ecken vonE2, die mit irgendeiner Ecke ausA durch eine
Kante verbunden sind. Die notwendige Bedingung für die Existenz einer vollstän-
digen Korrespondenz, auf die wir hinaus wollen, lautet:

es gilt|Φ(A)| ≥ |A| für jede TeilmengeA ⊆ E1.

Existiert nämlich eine vollständige KorrespondenzM , und istA ⊆ E1 vorgegeben,
so bilden die inΦ(A) enthaltenen Endpunkte der Kanten vonM , deren Endpunkte
in E1 sogar inA liegen, eine zuA gleichmächtige Teilmenge vonΦ(A), mithin
folgt |Φ(A)| ≥ |A|.
Überraschenderweise ist diese notwendige Bedingung auch hinreichend. Es gilt
nämlich der folgende Satz:

Satz 7.5-2: Satz von Hall

G = (E1 ∪ E2, K) sei ein bipartiter Graph mit|E1| = |E2|. Dann gibt esSatz von Hall

in G genau dann eine vollständige Korrespondenz, wenn für jede Teilmenge
A ⊆ E1 gilt |Φ(A)| ≥ |A|.

Beweis: Wir zeigen zunächst, dass jede Knotenüberdeckung mindestens so
viele Ecken enthält wieE1, und wenden dann den Satz von König und Eger-
váry an.

Es seiU eine Knotenüberdeckung,U1 := U ∩ E1 undU2 := U ∩ E2; es soll
|U | ≥ |E1| gezeigt werden.

E ′ := E1\U1 seien die nicht zuU gehörenden Ecken vonE1. Man kann von
E ′ 6= ∅ ausgehen, denn sonst wäreE1 ⊆ U1 ⊆ U , und |E1| ≤ |U | würde
bereits folgen.

Wichtig ist nun die Beobachtung, dassΦ(E ′) ⊆ U2 gelten muss. Gäbe es
nämlich eine Eckeu ∈ Φ(E ′)\U2, so hätte man eine ∈ E ′ mit k = {e, u} ∈
K, e ∈ E1\U1 undu ∈ E2\U2, undU könnte keine Knotenüberdeckung sein.

Mit |U2| ≥ |Φ(E ′)| können wir jetzt schließen

U | = |U1|+ |U2| ≥ |U1|+ |Φ(E ′)| ≥ |U1|+ |E ′| = |E1|,

d. h. |U | ≥ |E1| ist gezeigt.
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Da jede Knotenüberdeckung also mindestens|E1| viele Elemente hat, gilt
dies auch für eine minimale Knotenüberdeckung. Es folgt, dass|E1| die mini-
male Mächtigkeit einer Knotenüberdeckung ist. Nach dem Satz von König
und Egerváry ist dies auch die maximale Mächtigkeit einer Korrespondenz,
d. h. inG muss es eine vollständige Korrespondenz geben.

Der obige Satz wurde im Jahre 1935 von P. Hall bewiesen. Wir wollen nur darauf
hinweisen, dass der Satz von König und Egerváry auch umgekehrt aus dem Satz
von Hall hergeleitet werden kann. In der Literatur findet manauch direkte Beweise
des Satzes von Hall, d. h. ohne Herstellung eines Zusammenhangs mit Flüssen und
min-max-Sätzen.

Oft findet man den Satz von Hall unter dem NamenHeiratssatz. Dieser Name leitet Heiratssatz

sich aus dem folgenden ”Heiratsproblem” ab:

Angenommen, man hatn viele Jungen und gleichviele Mädchen, und jeder der
Jungen kennt einige der Mädchen. Es sollen nun die Jungen mitden Mädchen so
verheiratet werden, dass jeder Junge eines der Mädchen, dieer kennt, heiratet. Der
Heiratssatz sagt nun, dass dies genau dann möglich ist, wennfür beliebigesi mit
1 ≤ i ≤ n gilt: je i viele Jungen kennen insgesamt mindestensi viele Mädchen.

Es gibt ein Teilgebiet der Kombinatorik, die ”Transversalentheorie”, welches sich
mit Problemen dieser Art beschäftigt. Wir gehen darauf hiernicht näher ein.

Beispiel 7.5-2:
Im folgenden bipartiten Graphen seien die Bekanntschaftenzwischen fünf Jun-
gen und fünf Mädchen dargestellt:

Um festzustellen, ob es eine vollständige Korrespondenz gibt, bilden wir
zunächst folgendes Fluss-Netz, wo jede Kantek die Kapazitätc(k) = 1 hat
(dies nehmen wir nicht ins Diagramm auf):
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Mit dem Algorithmus von Ford und Fulkerson kann man z. B. den im folgenden
Bild dargestellten Fluss erhalten. Aus Gründen der Übersichtlichkeit sind die
Fluss-Werte nur bei den mit1 bewerteten Kanten (nicht bei denen mit Fluss-
Wert 0) dazugeschrieben, die mit1 bewerteten Originalkanten sind dabei her-
vorgehoben.

Der vorliegende Fluss ist maximal. Ein weiterer Algorithmusschritt führt zu den
im nächsten Diagramm gezeigten Markierungen, dann stoppt der Algorithmus.
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Es existiert also keine vollständige Korrespondenz - ”nicht alle können hei-
raten”. Die zuletzt erhaltenen Markierungen liefern auch eine MengeA ⊆
{j1, . . . j5}mit |Φ(A)| < |A|: für A = {j1, j3, j4} ist Φ(A) = {m1, m2}.

Selbsttestaufgabe 7.5-1:

Erläutern Sie, wie man mit dem Algorithmus von Ford und Fulkerson eine maximale
Korrespondenz in einem bipartiten Graphen finden kann.

7.6 Zulässige Flüsse und Zirkulationen

Bei der bisherigen Behandlung von Flüssen wurde immer davonausgegangen, dass
die Fluss-Wertef(k) nach unten durch den Wert0 und nach oben durch die Kapa-
zität c(k) beschränkt sind.

Definition 7.6-1: Wir betrachten nun die Situation, dass für ein Fluss-NetzN =

(G, c, q, s) noch eine weitere Kantenbewertungb : K → IR
+
0

gegeben ist undb(k) ≤
c(k) für alle k ∈ K gilt. b(k) wird als untere Kapazitätsschranke aufgefasst, d. h.
für einen Flussf soll gelten

b(k) ≤ f(k) ≤ c(k) für alle k ∈ K.

In diesem Fall wirdf einzulässiger Flussauf dem Fluss-NetzN mit unterer Kapa- zulässiger Fluss

zitätsgrenzeb genannt.

Das Hauptinteresse gilt auch hier der Bestimmung eines maximalen (zulässigen)
Flusses. Neu hinzugekommen ist jedoch nun das Problem, dasses überhaupt kei-
nen zulässigen Fluss (und damit auch keinen maximalen) geben muss. Ein simp-
les Beispiel dafür ist in dem folgenden Bild dargestellt. (Eine Kantek trägt die
Beschriftung (b(k); c(k)).)
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In Abschnitt 7.1 wurde bereits der Zusammenhang zwischen Flüssen und Zirkula-
tionen beleuchtet. Entsprechend kommen wir nun zu der folgenden Begriffsbildung:
Gegeben sei ein DigraphG = (E,K) mit zwei Kantenbewertungenb, c : K → IR

+
0

undb(k) ≤ c(k) für allek ∈ K. Eine Zirkulationf aufG heißtzulässige Zirkula-zulässige Zirkulation

tion, wenn für allek ∈ K

b(k) ≤ f(k) ≤ c(k)

erfüllt ist.

Wie bei den zulässigen Flüssen gilt natürlich auch hier, dass es keine zulässige
Zirkulation geben muss. Wir werden uns nun zunächst dem Problem der Existenz
zulässiger Zirkulationen zuwenden und danach zu den Flüssen zurückkommen.

Ein DigraphG = (E,K) mit b und c wie oben sei gegeben.G wird zu einem
DigraphenG̃ erweitert, indem zusätzliche Eckenq unds hinzugefügt werden sowie
gerichtete Kantenqe und es für alle e ∈ E. Auf den Kanten vonG̃ wird eine
Kapazitätsfunktioñc erklärt:

c̃(k) := c(k)− b(k) für jede Kantek vonG;

c̃(qe) :=
∑

k+=e

b(k) für jede Eckee vonG;

c̃(es) :=
∑

k−=e

b(k) für jede Eckee vonG.

Man hat nun ein Fluss-NetzN = (G̃, c̃, q, s).

Beispiel 7.6-1:

Das Diagramm zeigt einen DigraphenG mit Kapazitätenb undc. Das folgende
Bild stellt das Fluss-NetzN = (G̃, c̃, q, s) dar.
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Für das Fluss-NetzN = (G̃, c̃, q, s) kann ein maximaler Fluss̃f mit Wert w(f̃)

bestimmt werden. Es muss natürlich

w(f̃) ≤
∑

k∈K

b(k)

sein, wobei nach Definition gilt
∑

k∈K

b(k) =
∑

e∈E

c̃(qe) =
∑

e∈E

c̃(es).

w(f̃) nimmt offenbar genau dann diesen Maximalwert an, wenn jede Kante der
Form qe (und jede der Formes) durch f̃ ”gesättigt” ist, d. h.f̃(qe) = c̃(qe) und
f̃(es) = c̃(es) ist. Der folgende Satz sagt aus, dass diese Bedingungen anf̃ zur
Existenz einer zulässigen Zirkulation aufG äquivalent sind.

Satz 7.6-1: Es seiG = (E,K) ein Digraph mit Kapazitätenb und c. N =

(G̃, c̃, q, s) sei das dazu wie oben konstruierte Fluss-Netz. Es gibt genaudann
eine zulässige Zirkulation aufG, wenn der maximale Wert eines Flusses auf
N durch

∑

k∈K

b(k) gegeben ist.

Beweis: Es seif̃ ein Fluss aufN mit w(f̃) =
∑

k∈K

b(k). Wir behaupten, dass

durch

f(k) := f̃(k) + b(k) für k ∈ K

eine zulässige Zirkulation aufG definiert wird. Da fürk ∈ K gilt 0 ≤ f̃(k) ≤
c̃(k) = c(k)− b(k), folgt b(k) ≤ f(k) ≤ c(k). Es muss noch gezeigt werden,
dass für jede Eckee ∈ E

∑

k+=e

f(k) =
∑

k−=e

f(k)

richtig ist, dann istf als Zirkulation nachgewiesen.e sei also vorgegeben. Da
f̃ ein Fluss ist, hat man

f̃(qe) +
∑

k+=e

f̃(k) = f̃(es) +
∑

k−=e

f̃(k).
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Da qe undes durchf̃ gesättigt sind, erhält man
∑

k+=e

b(k) +
∑

k+=e

f̃(k) =
∑

k−=e

b(k) +
∑

k−=e

f̃(k)

und daraus das gewünschte Ergebnis.

Nun sei umgekehrtf eine zulässige Zirkulation aufG. Wir definieren auf den
Kanten vonG̃ die Abbildungf̃ durch

f̃(k) := f(k)− b(k) für jede Kantek vonG;

f̃(qe) :=
∑

k+=e

b(k) für jede Eckee vonG;

f̃(es) :=
∑

k−=e

b(k) für jede Eckee vonG.

Es ist jetzt leicht zu sehen, dassf̃ ein Fluss aufN ist mitw(f̃) =
∑

k∈K

b(k).

Der Satz soll an dem Beispiel Beispiel 7.6-1 illustriert werden. Mit dem Algorith-
mus von Ford und Fulkerson gelangt man z. B. zu dem im folgenden Bild darge-
stellten maximalen Fluss̃f mit w(f̃) = 6.

Daw(f̃) =
∑

k∈K

b(k) gilt, lässt sich - wie im Beweis des Satzes beschrieben - daraus

eine zulässige Zirkulation für den ursprünglich vorgegebenen Digraphen konstruie-
ren. Man erhält mitf(k) := f̃(k) + b(k)(k ∈ K) das folgende Ergebnis:
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Es sei nun wieder ein Fluss-NetzN = (G, c, q, s) mit zusätzlicher unterer Kapazität
b gegeben. Die Bestimmung eines maximalen zulässigen Flusses kann in folgenden
Schritten geschehen:

1. Bestimmung irgendeines zulässigen Flussesf0, sofern ein solcher existiert.

2. Bestimmung eines maximalen zulässigen Flussesfmax, ausgehend vonf0.
Ergibt sich bei Schritt1, dass kein zulässiger Fluss existiert, so ist Schritt2

natürlich gegenstandslos.

Für Schritt1 kann folgendermaßen vorgegangen werden: Zunächst erweitert man
(wie in Abschnitt 7.1) den DigraphenG = (E,K) durch Hinzunahme einer
Kante sq von s nach q, der untere Kapazitätb′(sq) = 0 und obere Kapazität
c′(sq) =

∑

k∈K

c(k) zugeordnet werden, der entstehende DigraphG′ ist mit den

Bewertungenb′ undc′ versehen. VonG′ ausgehend, wird nun (wie oben beschrie-
ben) das Fluss-Netz auf̃G′ konstruiert und durch Bestimmung eines maximalen
Flusses auf diesem Fluss-Netz eine zulässige Zirkulation auf G′ ermittelt oder aber
festgestellt, dassG′ keine zulässige Zirkulation besitzt. Im positiven Falle hat man
mit der so gefundenen zulässigen Zirkulation aufG′ (durch ”Vergessen” der Zusatz-
kante mit ihren Bewertungen) einen zulässigen Flussf0 aufN .

Schritt 2 kann mit dem Algorithmus von Ford und Fulkerson oder dem von
Edmonds und Karp ausgeführt werden. Es sind allerdings kleine Änderungen an
den Stellen nötig, wo die untere Kapazitätsgrenze eine Rolle spielt: eine nichtmar-
kierte Vorgängereckeg = k− einer bereits markierten Eckee = k+ kann dann
markiert werden, wennf(k) > b(k) ist, und zwar mit(e,−, d(g)), wobei hier gilt
d(g) = min{f(k)− b(k), d(e)}.

Beispiel 7.6-2:
Für den folgenden DigraphenG mit Kapazitätenb und c soll ein maximaler
(zulässiger) Fluss vonq nachs bestimmt werden:

Die ErweiterungG′ sieht so aus:
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Nun wird G̃′ gebildet:

Mit dem Algorithmus von Ford und Fulkerson ergibt sich der Fluss f̃ mit
w(f̃) = 5:

Daraus leitet sich die folgende zulässige Zirkulation aufG′ ab:
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Damit hat man als zulässigen Flussf0 von q nachs in G erhalten:

Nun wird (als Schritt2) dieser Fluss mit dem Algorithmus von Ford und Fulker-
son verbessert. Man sieht sofort, dass sich auf dem zunehmenden Wegq−a− s
der Fluss um1 vergrößern lässt, der damit erhaltene Fluss ist bereits maximal:

Die Ausführungen über zulässige Flüsse und Zirkulationen sollen hiermit beendet
werden. Ähnlich wie bei der schon behandelten Bestimmung maximaler Flüsse gibt
es für das Problem der Bestimmung maximaler zulässiger Flüsse (also mit unte-
rer Kapazitätb) zahlreiche weitere Untersuchungen und Ergebnisse, für die auf die
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Literatur verwiesen werden muss. Interessant ist auch, dass hier ebenfalls eine Ver-
bindung von dem Wert eines maximalen zulässigen Flusses zur(geeignet definier-
ten) Kapazität eines Schnitts gezogen werden kann; man kannso eine Verallgemei-
nerung des ”max-flow min-cut” Theorems formulieren.

Eine weitere Verkomplizierung ergibt sich, wenn man für einFluss-NetzN =

(G, c, q, s) mit unterer Kapazitätb noch eineKostenfunktionKostenfunktion

γ : K → IR

gegeben hat. DieKosteneines Flussesf sind definiert alsKosten

γ(f) :=
∑

k∈K

γ(k)f(k).

Man möchte nun einen maximalen zulässigen Fluss mit möglichst geringen Kosten
finden. Auch hierfür wird auf weitere Literatur verwiesen.

Selbsttestaufgabe 7.6-1:

Beschreiben Sie, welchen Einfluss auf die Theorie der Flüssees hat, wenn für Fluss-
Netze auch untere Kapazitätsfunktionen gegeben sind.

7.7 Synthese minimaler Netze

Bisher wurden Flüsse und Zirkulationen auf gegebenen Netzen untersucht. Man
kann sich dem Thema jedoch auch aus einer anderen Richtung nähern: Zwischen
gegebenen Punkten (Ecken) sollen gewisse Flussbedingungen gelten, und es ist auf
dieser Eckenmenge ein Netz gesucht, welches mit möglichst geringen Kosten kon-
struiert werden kann und die Anforderungen an die Flüsse erfüllt.

Es gibt eine Vielzahl von Möglichkeiten, diese Problemstellung zu präzisieren. Wir
wollen hier einen kurzen Einblick geben und nur den Fall betrachten, in dem die
Kosten für die Errichtung einer Kante einfach durch deren Kapazität gegeben sind
und in dem man ein ungerichtetes Netz mit gegebenen Mindestwerten für die maxi-
malen Flusswerte zwischen den Eckenpaaren sucht.

Definition 7.7-1: Fluss-Funktion
Es sei ein Netz(G, c) gegeben, woG = (E,K) ein (ungerichteter) Graph sei und
c : K → IR

+
0

eine nicht-negative Kapazitätsfunktion. (In der Literatur findet man
hierfür auch die Bezeichnung ”symmetrisches Netzwerk”.)

Wir betrachten nun für je zwei Eckene, f ∈ E das Fluss-NetzNef = (G, c, e, f)

mit e als Quelle undf als Senke, den maximalen Fluss-Wert bezeichnen wir mit
w(e, f). (Da die Begriffe und Verfahren bisher nur für Digraphen formuliert wur-
den, muss man hier zu dem Digraphen übergehen, der entsteht,wenn jede Kante
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vonG durch zwei entgegengesetzte Bögen ersetzt wird. Man kann aber die bishe-
rigen Ergebnisse auch leicht direkt übertragen; eine ungerichtete Kante kann dann
in beiden Richtungen ”genutzt” werden.)

Das so definiertew ist offenbar eine symmetrische Funktion, d. h. es giltw(e, f) =

w(f, e) für alle Paaree, f ∈ E. w wird die Fluss-Funktion des Netzes(G, c) Fluss-Funktion

genannt.

Beispiel 7.7-1:

Es ist z. B.w(x, y) = 3, denn der im folgenden Diagramm dargestellte Fluss
vonx nachy mit Wert3 ist maximal:

Insgesamt ergibt sich:

w(x, y) = w(y, x) = 3

w(x, u) = w(u, x) = 2

w(x, v) = w(v, x) = 3

w(y, u) = w(u, y) = 2

w(y, v) = w(v, y) = 4

w(u, v) = w(v, u) = 2
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Neben der Symmetrie hat eine Fluss-Funktion die folgende wichtige Eigenschaft:
für beliebigex, y, z ∈ E gilt stets

w(x, y) ≥ min{w(x, z), w(z, y)}.

Dies kann man etwa so einsehen: Nach dem max-flow min-cut Theorem gibt es
einen Schnitt[X, Y ] mit x ∈ X undy ∈ Y , für denw(x, y) = c(X, Y ) gilt. Ist jetzt
z ∈ X, so folgtw(z, y) ≤ c(X, Y ) und damitw(z, y) ≤ w(x, y), im anderen Falle
z ∈ Y ergibt sich entsprechendw(x, z) ≤ w(x, y).

Die gezeigte Ungleichung kann mit Induktion zu folgender Aussage erweitert wer-
den: für beliebigex1, . . . , xk ∈ E(k ≥ 3) gilt

w(x1, xk) ≥ min{w(x1, x2), . . . , w(xk−1, xk)}.

Wie angekündigt, wenden wir uns nun der Konstruktion eines minimalen Netzes
zu. Dazu sei eine EckenmengeE vorgegeben, ferner eine symmetrische Funktion
r : E×E → IR

+
0
.r soll dieFlussanforderungenfür das zu errichtende Netz darstel-Flussanforderungen

len. Konsequenterweise nennen wir ein Netz(G, c) auf einem zusammenhängenden
GraphenG = (E,K) zulässigfür r, wenn für allee, f ∈ E die Bedingungzulässiges Netz

w(e, f) ≥ r(e, f)

erfüllt ist.

Ein minimales Netzfür r ist ein zulässiges Netz, für welches die Summe der Kapa-minimales Netz

zitäten

c(K) :=
∑

k∈K

c(k)

unter allen zulässigen Netzen minimal ist.

Bei der Konstruktion eines minimalen Netzes geht es also darum, die Ecken auf
eine solche Weise durch bewertete Kanten zu verbinden, dassderen Kapazitäten
insgesamt möglichst gering und gleichzeitig vorgegebene Mindestflüsse zwischen
den Ecken möglich sind.

Im folgenden wird das Konstruktionsverfahren für ein minimales Netz beschrieben,
wie es von R.E. Gomory und T.C. Hu im Jahre 1961 in einer Untersuchung angege-
ben wurde. Um den formalen Aufwand zu begrenzen, wird das Verfahren in Worten
beschrieben und parallel dazu anhand eines Beispiels illustriert.

VonE undr wie oben ausgehend, wird zuerst das dadurch induzierte Netz(Gr, cr)

mit Gr = (E,Kr) gebildet:e undf werden im Faller(e, f) > 0 durch eine Kante
ef verbunden, und es wirdcr(ef) := r(e, f) gesetzt.
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Beispiel 7.7-2:
Wir betrachten als BeispielE = {v, w, x, y, z} mit Flussanforderungen
r(v, w) = 1, r(w, x) = 3, r(x, y) = 2, r(y, z) = 4 und r(z, v) = 5, für alle
anderenr-Werte gelter(e, f) = 0. Es ergibt sich hier folgendes Netz(Gr, cr):

Für (Gr, cr) wird nun ein maximales GerüstB bestimmt. Dazu können die Algo-
rithmen von Kruskal oder Prim (siehe Kapitel 5) verwendet werden. Dann wirdB
in ”uniforme Bäume” zerlegt - also Bäume, deren Kanten die gleiche Bewertung
tragen. Dies ist folgendermaßen zu verstehen: Istp die kleinste inB vorkommende
Bewertung, so ist der zuerst gewählte uniforme Baum identisch mitB, wo jedoch
alle Kanten mitp bewertet sind. Dann wird dieser uniforme Baum vom ursprüng-
lichenB ”abgezogen”, wobei nun mit0 bewertete Kanten wegfallen, und mit dem
übriggebliebenen Wald wird genauso verfahren usw., bis nurnoch uniforme Bäume
übrig sind.

In unserem Beispiel(Gr, cr) hat man als maximales Gerüst:

Als uniformen Baum hat man im ersten Schritt:
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Als ”Rest” ergibt sich der folgende Wald:

Nach einem weiteren Schritt ist man schließlich insgesamt bei folgender Zerlegung
vonB in uniforme Bäume angelangt:

B sei nun in die uniformen BäumeB1, . . . , Bm zerlegt worden. Für jeden BaumBi,
der mindestens drei Ecken enthält, wird auf den Ecken vonBi in beliebiger Reihen-
folge ein einfacher KreisCi gebildet. Die Kanten dieses Kreises werden sämtlich
mit der Hälfte der Bewertung vonBi bewertet. Die BäumeBj mit nur zwei Ecken
werden unverändert (auch mit ihrer Bewertung) alsCj genommen. Schließlich wird
der GraphG = (E,K) gebildet, dessen KantenmengeK die Vereinigung der Kan-
tenmengen vonC1, . . . , Cm ist. Die Kantenbewertungen addieren sich dabei zuc

auf.

Im Beispiel ergeben sich z. B. alsC1, . . . , C4:
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Als (G, c) erhält man schließlich:

Eine andere Wahl des KreisesC1 hätte zu einem anderen Netz(G, c) geführt, jedoch
mit derselben Summe von Kantenbewertungen.

Wir zeigen nun, dass das so konstruierte Netz(G, c) minimal ist.

Satz 7.7-1: Ist E eine Eckenmenge undr eine symmetrische Funktion von
Flussanforderungen, so ist das wie oben konstruierte Netz(G, c) ein mini-
males (zulässiges) Netz fürr. Zur Konstruktion dieses Netzes ist ein Aufwand
von0(|E|2) nötig.

Beweis: Zunächst wird nachgewiesen, dass(G, c) zulässig ist. Dazu bezeichne
bi die (für alle Kanten gleiche) Bewertung inBi, die Bewertung inCi ist dann
bi/2.

Ist ef eine Kante inB, so istw(e, f) ≥ r(e, f) folgendermaßen nachzu-
weisen: In jedemCi, welchese und f enthält, kann ein Fluss von Wertbi
zwischene undf fließen. Überlagerung ergibt dann nach Konstruktion einen
Fluss von Wert

∑

i

e,f∈Bi

bi = r(e, f).

Jetzt seiene undf beliebige Ecken undW der eindeutige Weg vone nachf
in B,

W = e, w1, . . . , wn, f.
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Nach den obigen Ungleichungen fürw(e, f) ist

w(e, f) ≥ min{w(x, y)|xy Kante im WegW},

und nach dem bereits Gezeigten ist dieses Minimum größer oder gleich

min{r(x, y)|xy Kante im WegW}.

Wäre dieses Minimum derr(x, y) kleiner alsr(e, f), so könnteB kein maxi-
males Gerüst von(Gr, cr) sein. Damit folgt

min{r(x, y)|xy Kante im WegW ≥ r(e, f)

und insgesamt

w(e, f) ≥ r(e, f),

was gezeigt werden sollte.(G, c) ist also zulässig. Es bleibt die Minimalität
nachzuweisen.

Für jede Eckee ∈ E sei

u(e) := max{r(e, f)|f 6= e},

u(e) ist also der maximale ause heraus geforderte Flusswert; ferner wird
gesetztu(E) :=

∑

e∈E

u(e). Es wird nun gezeigt, dass für jedesr-zulässige

Netz(G′, c′) gilt

∑

k∈K ′

c′(k) ≥ u(E)

2

und andererseits für(G, c)

∑

k∈K

c(k) =
u(E)

2

ist. Daraus folgt dann die Minimalität von(G, c).

Da für jedese ∈ E [{e}, E\{e}] ein Schnitt ist (auch im Sinne der Definition
in Definition 7.2-1 für Fluss-Netze), folgt für jedesr-zulässige Netz(G′, c′)

c′({e}, E\{e}) ≥ u(e)

und durch Summation über allee
∑

e,f∈E

c′(ef) ≥
∑

e∈E

u(e) = u(E).

(Dabei mussc′(ef) = 0 eingesetzt werden, wenn inG′ keine Kanteef exis-
tiert.) Es muss also

∑

k∈K ′

c′(k) ≥ u(E)

2

sein, denn in
∑

e,f∈E

c′(ef) ist jede Kantek zweimal betrachtet worden.
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Um den letzten Schritt zu machen, setzen wir füre ∈ E

u′(e) := max{r(e, f)|ef Kante inB}.

Selbstverständlich giltu′(e) ≤ u(e). Aus der Konstruktion von(G, c) ergibt
sichc({e}, E\{e}) = u′(e) für jede Eckee ∈ E. Damit hat man schließlich

∑

e,f∈E

c(ef) =
∑

e∈E

u′(e) ≤ u(E),

woraus folgt

∑

k∈K

c(k) ≤ u(E)

2
.

Die Komplexitätsaussage des Satzes ist leicht zu begründen: Ein maximaler
BaumB kann mit dem Algorithmus von Prim in0(|E|2) vielen Schritten
bestimmt werden. Danach lässt sichB auch mit Aufwand0(|E|2) in uniforme
Bäume zerlegen. Die Herstellung von(G, c) benötigt dann ebenfalls0(|E|2)
viele Schritte.

Selbsttestaufgabe 7.7-1:

Die EckenmengeE = {a, b, c, d} mit Flussanforderungenr sei gegeben, es
ergebe sich für(Gr, cr) das im folgenden Bild dargestellte Netz:

Konstruieren Sie dazu ein minimales (zulässiges) Netz(G, c).
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8 Wegauswahl in Netzen

8.1 Das Problem der Wegauswahl im
Kommunikationsnetzen

Es geht in diesem Kapitel um das folgende Problem. Gegeben sei ein Kommuni-
kationsnetz, in dem einzelne Systeme (oder "Stationen") unter Nutzung von Ver-
bindungsleitungen miteinander kommunizieren. Es muss geregelt werden, welche
der Verbindungsleitungen genutzt werden sollen, wenn irgendwelche zwei Systeme
miteinander in Kommunikation treten wollen.

Es ist üblich, bei diesem Problem derWegeauswahlauch vom "Routing-Problem"Wegeauswahl

zu sprechen. Wir werden diese Sprechweise im folgenden ebenfalls verwenden.
Es ist allerdings zu beachten, dass in der Literatur auch im Zusammenhang des
Entwurfs hochintegrierter Schaltungen vom"Routing-Problem" die Rede ist. DortRouting-Problem

geht es um die Plazierung von Bahnen zwischen den Schaltelementen auf einem
Chip. Auf diesen Problemkreis wird in diesem Kurs nicht eingegangen.

Entsprechend demOSI-Schichtenmodell (OSI steht für "Open Systems Inter-OSI-Schichtenmodell

connection") werden die technischen Abläufe in offenen digitalen Kommunika-
tionssystemen in sieben sogenannteSchichten funktional gegliedert. GrundideeSchicht

dabei ist, dass eine Schicht (in Englisch: Layer) für die nächsthöhere Schicht
Dienste erbringt und dazu Dienste der unter ihr liegenden Schicht in Anspruch neh-
men kann. Die logischenAbläufe zwischen gleichen Schichten in verschiedenen
Systemen werden durchProtokolle beschrieben, die Schichten eines Systems ver-Protokoll

ständigen sich untereinander mit Hilfe vonPrimärmeldungen.Primärmeldung

Physikalischfindet die Kommunikation nur auf der untersten Schicht, der Bitüber-
tragungsschicht statt. Je höher eine Schicht angesiedelt ist, desto näher ist sie der
eigentlichen Anwendung. Die Schichten sind im einzelnen:

Schicht 7 Anwendungsschicht

Schicht 6 Darstellungsschicht

Schicht 5 Kommunikationssteuerungsschicht

Schicht 4 Transportschicht

Schicht 3 Vermittlungsschicht

Schicht 2 Sicherungsschicht

Schicht 1 Bitübertragungsschicht

Die Routing-Problematik ist den Aufgaben der Vermittlungsschicht (in Englisch:
Network Layer) zuzuordnen. Insgesamt sind deren Aufgaben die Erstellung und
Unterhaltung von Netzverbindungen (für verbindungsorientierte Datenübertragung)
und von Netzrouten (für verbindungslose Datenübertragung) zwischen Endsyste-
men im Kommunikationsnetz unter Verwendung von gesicherten Teilstrecken (d. h.
unter Verwendung der Schicht 2-Dienste).
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In gewisser Hinsicht hat Schicht 3 die komplexesten Aufgaben, denn hier müssen
(netzübergreifend) außer der Wegesuche u. a. Flussregelung und Optimierung im
Kommunikationsnetz organisiert werden (also z. B. Kostenminimierung, Verzöge-
rungsminimierung, Überlastbehandlung, Blockierungsauflösung).

Das Routing-Problem beinhaltet somit nur einen von mehreren Aufgabenberei-
chen der Schicht 3. Wir werden zunächst vorwiegend die rein graphentheoretischen
Aspekte dieses Problems betrachten. An späterer Stelle kommen wahrscheinlich-
keitstheoretische Methoden hinzu, wenn die (vom gewähltenRouting-Verfahren
abhängige) Zuverlässigkeit eines Netzes untersucht wird.

Im folgenden wird ein Kommunikationsnetz stets durch einenGraphen modelliert,
bei dem die Ecken den einzelnen Systemen (Stationen) und dieKanten den Verbin-
dungsleitungen zwischen ihnen entsprechen. Die Kanten werden meist als gerichtet,
mitunter auch als ungerichtet angenommen. Oft sind die Kanten mit einer Bewer-
tung versehen, wobei dies in der Anwendung verschiedene Bedeutung haben kann:
es kann eine geografische Entfernung gemeint sein, ebenso kann die zum betrach-
teten Zeitpunkt von der Kante getragene Verkehrsbelastung(oder die Länge der
Warteschlange von Nachrichten am Anfang dieser Kante) dahinter stehen.

In der Kommunikationstechnik unterscheidet man grundsätzlich zwischenleitungs-
vermittelter undpaketvermittelter Kommunikation. Bei der Leitungsvermittlung leitungsvermittelte,

paketvermittelte
Kommunikation

wird den Kommunikationspartnern A und B (in der Regel für Kommunikation in
beide Richtungen) für die Dauer des Kommunikationsprozesses ein Weg durch das
Netz exklusiv zur Verfügung gestellt, d. h. die beteiligtenLeitungen (Kanten des
Graphen) sind für jede andere Kommunikation gesperrt. Hingegen werden bei der
Paketvermittlung die von A nach B gesendeten Nachrichten einzeln (mit Zieladresse
versehen) durch das Netz geroutet, so dass verschiedene Nachrichten von A nach
B durchaus auch verschiedene Wege durch das Netz nehmen können. Auch kann
eine Leitung gleichzeitig Nachrichten für verschiedene Partner transportieren, es
finden keine "Reservierungen" der Kanten statt. Sind zusätzlich die Nachrichten in
"Pakete" genormter gleicher Größe aufgeteilt (die u. U. im Ziel wieder zusammen-
gesetzt werden müssen), so spricht man vomDatagramm-Modus. Datagramm-Modus

Bei der paketvermittelten Kommunikation, wie sie soeben beschrieben wurde,
spricht man auch von derverbindungslosen Datenübermittlung. Es gibt aller- verbindungslose,

verbindungsorientierte
Datenübermittlung

dings auch die Variante derverbindungsorientierten Datenübermittlung: hier
wird vor Beginn der Übertragung von Daten von A nach B ein Weg durch das
Netz festgelegt, den dann alle Nachrichten nehmen - man sagt, man habe einevir-
tuelle Verbindung aufgebaut. Dadurch stellt man sicher, dass die Nachrichtenauf virtuelle Verbindung

jeden Fall in ihrer ursprünglichen Reihenfolge das Ziel erreichen, weshalb sie keine
zusätzliche Sequenzierungsinformation tragen müssen. Die beteiligten Leitungen
sind jedoch nicht für zwei Partner reserviert.
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Beispiel 8.1-1:
Den jetzt folgenden Beispielen liegt immer die hier gezeigte Netzstruktur
zugrunde:

System A möchte Nachrichten an F schicken.

Liegt ein leitungsvermitteltes Netz vor, so muss ein Weg vonA nach F durchge-
schaltet werden, z. B. der im folgenden Diagramm herausgehobene. Dieser Weg
steht dann A und F exklusiv zur Verfügung, bis einer der Partner die Verbindung
abbricht.

Hat man ein paketvermitteltes Netz, so müssen bei der verbindungslosen Daten-
übermittlung die Nachrichten durchnumeriert sein, da sie (z. B. durch zeitwei-
lige Störungen im Netz oder durch Lastteilung) bei F in veränderter Reihenfolge
ankommen können.
Im folgenden Diagramm nehmen alle Nachrichten von A nach F den "Normal-
weg" {A→ B → D → F }, sofern keine Störungen vorliegen.
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Fällt z. B. BD zeitweise aus, so mag dann {A→ B → E → F } der Ersatzweg
sein. Im nächsten Bild gibt es bei B eineLastteilung: die für F bestimmten
Nachrichten schickt B abwechselnd nach D und E.

Handelt es sich schließlich um verbindungsorientierte Datenübermittlung, so
wird zunächst ein Weg festgelegt (hier: {A → B → E → F }), den dann
alle Nachrichten nehmen; fällt hier eine der Kanten aus, so muss eine neue Ver-
bindung aufgebaut werden.

Die obigen Beispiele zeigen, dass sich das reine Problem derWegeauswahl immer
in ähnlicher Form stellt - ob es sich nun um ein leitungs- oderein paketvermitteltes
Kommunikationsnetz handelt. Wir werden im folgenden in derRegel von verbin-
dungsloser Paketvermittlung ausgehen, und zwar soll dabeikeine Lastteilung statt-
finden - m. a. W. schickt ein Knoten A alle Nachrichten mit Zieladresse Z immer zu
demselben Nachbarn B, bis wegen einer Netzänderung (z. B. Ausfall einer Kante)
ein anderer Nachbar an die Stelle von B tritt.
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Viele der erzielten Ergebnisse lassen sich leicht auf andere Netztypen übertragen.

Gegeben sei ein Netz(G,w). Eine naheliegende erste Idee ist es, für jede Eckee

als Zielecke einenBaum kürzester WegeBe (vgl. Kapitel 6) zu erstellen und jedeBaum kürzester Wege

Nachricht entsprechend ihrer Zieladressee so zu routen, wie der BaumBe dies
vorschreibt.

Beispiel 8.1-2:
Für die in Beispiel 8.1-1 verwendete Netzstruktur haben alle Kanten die Bewer-
tung 1. Für das Ziel F zeigt das folgende Bild einen möglichenBaum kürzester
WegeBF :

Danach würde also B jedeNachricht für F an D schicken usw..

Dieses Verfahren versagt natürlich, wenn der Anspruch besteht, auch im Falle von
Störungen das Netz leistungsfähig zu erhalten: fällt im obigen Beispiel etwa die
Kante BD aus, so kann B keine Nachrichten mehr an D schicken. Daher muss ent-
weder die Möglichkeit vorgesehen werden, bei einer Netzänderung kürzeste Wege
neu zu berechnen und dann diese zu nutzen, oder aber es müssenZweitwege (bzw.
mehrere Ersatzwege) von vornherein vorgesehen und gespeichert werden. Wie sich
zeigen wird, bergen beide Varianten eine Vielzahl theoretischer und praktischer Pro-
bleme. Man kann sagen, dass hier der eigentliche Kern des Routing-Problems liegt.

In der Literatur findet man eine Reihe von Möglichkeiten, Routing-Verfahren zu
klassifizieren. So kann man etwa vonzentralem oderverteiltem Routing sprechenzentrales, verteiltes

Routing je nachdem, ob die Auswahlen von einem zentralen Knoten getroffen werden oder
aber die einzelnen Knoten rechnen, entscheiden und unter Umständen Informatio-
nen über ihre Entscheidung an ihre Umgebung weitergeben. Eine andere Einteilung
ist die instatischeundadaptiveRouting-Algorithmen: im statischen Fall bleibt einstatisches, adaptives

Routing für ein Ursprung-Ziel-Paar gewählter Weg in Gebrauch, solange er nur intakt ist,
während adaptives Routing auch bei übermäßiger Belastung (die u. U. zu großen
Verzögerungen führt) auf andere Wege umschaltet.

Man muss sagen, dass diese Begriffe (und weitere, die in der Literatur zu finden
sind) nicht ganz scharf definiert und voneinander zu trennensind. Auch können
konkrete Implementierungen eines Routing-Algorithmus sehr verschieden aussehen
und durchaus gegensätzliche Eigenschaften (im Sinne der obigen Begriffe) aufwei-
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sen. Die real existierenden Netze, die wir an späterer Stelle betrachten werden, sind
bezüglich ihrer Routing-Verfahren größtenteils ebenfalls Mischformen.

Im nächsten Abschnitt werden wir uns einigen grundlegendenProblemen des Rou-
ting mit kürzesten Wegen widmen und insbesondere einen häufig verwendeten
Algorithmus für verteiltes adaptives Routing untersuchen.

Wir werden diesen Abschnitt abschließen, indem wir zwei ganz simple Routing-
Verfahren vorstellen, dasrandom routing und dasflooding. Varianten des "floo- random routing

floodingding" werden uns an anderer Stelle noch begegnen; meist wirdes angewendet, um
in einem Netz Managment-Nachrichten zu übertragen, also z.B. die Information
über den Ausfall einer Kante zu streuen.

Random Routing:
Jeder Knoten schickt eine nicht für ihn selbst bestimmte Nachricht zufällig an einen
seiner Nachbarn.Ausgeschlossen ist dabei der Nachbar, vondem er die Nachricht
erhalten hat.

Als Beispiel sei wieder folgendes Netz betrachtet:

Eine Nachricht von A nach F könnte z. B. den Weg {A → B → C → E → B →
C → D → E → F } nehmen oder auch (mit verschwindend geringer Wahrschein-
lichkeit) niemals ankommen.

Flooding: Ein Knoten X schickt eine nicht für ihn bestimmte Nachricht, die er von
Y bekam, an alle seine Nachbarn außer Y. Damit die so ausgelöste "Flut" irgend-
wann stoppt, tragen die Nachrichten einen Zähler; Knoten X erzeugt nur dann neue
Nachrichten (mit um 1 erhöhtem Zählerwert), wenn der Zählerder bei ihm einge-
gangenen Nachricht unter einem Schwellwert lag. Der die Nachrichtenflut initiie-
rende Knoten setzt den Zähler auf 1.

Will (wieder im schon oben als Beispiel gewählten Netz) A eine Mitteilung an F
schicken, so führt das mit Schwellwert 3 zu insgesamt 26 Nachrichten: A schickt
an B und C eine Nachricht mit Zählerwert 1. Mit Wert 2 werden Nachrichten von
B an C,D,E und von C an B,D,E gesendet. Schließlich ergeben sich folgende 18
Nachrichten mit Zählwert 3: B→ A,D,E ; C→ A,D,E ; D→ B,C,2∗E,2∗F ; E→
B,C,2∗E,2∗F.
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Selbsttestaufgabe 8.1-1:

Nennen Sie einige Gründe, warum das Problem der Wegeauswahlin Kommunika-
tionsnetzen nicht durch die einfache Vorschrift gelöst werden kann, dass immer ein
kürzester Weg ausgewählt werden soll.

8.2 Algorithmen zur Bestimmung kürzester Wege

Das in diesem Abschnitt behandelte Thema hat zunächst einenrein mathematischen
Aspekt: hier geht es um die Algorithmen zur effektiven Berechnung der kürzesten
Wege.

Die konkrete Anwendung hat dann zwei weitere Aspekte. Erstens geht es darum
festzulegen, an welcher Stelle im Netz (zentral oder verteilt) die kürzesten
Wege berechnet und Informationen darüber bereitgehalten werden. Zweitens muss
das Kommunikationsprotokoll genau festlegen, nach welchen Regeln Routing-
Informationen (z. B. über den Verlauf kürzester Wege oder Netzänderungen auf-
grund von Ausfällen) ausgetauscht werden.

Im weiteren Verlauf dieses Abschnitts werden die grundlegenden Algorithmen
betrachtet, wobei der Aspekt der zentralen oder verteiltenRealisierung automa-
tisch mit ins Spiel kommt. Die anderen angesprochenen Themen werden dann in
Abschnitt 8.3 und Abschnitt 8.3 behandelt.

Zunächst soll an die im ersten Teil des Kurses verwendete Terminologie erinnert
werden.

Ist ein gerichteter GraphG = (E,K) mit einer Kantenbewertungw : K → IR

gegeben, so wird auch von demNetz(G,w) gesprochen. Der Einfachheit halberNetz

ist im folgendenE = {1, . . . , n} vorausgesetzt. Die Bewertungw induziert eine
Matrix (wij) mit

wij :=







0 , falls i = j ist
w(ij) , fallsG die Kanteij enthält
∞ , sonst.

Wir beginnen mit demAlgorithmus von Floyd-Warshall , der bereits Kapitel 6Algorithmus von
Floyd-Warshall behandelt wurde, und zwar wählen wir zunächst die dort dargestellte Form.

Gegeben sei ein Netz(G,w). Es werden kürzeste Wege zwischen je zwei Ecken
bestimmt. Der Algorithmus bricht ab, sobald ein gerichteter Kreis negativer Länge
gefunden wird.
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Algorithmus : Algorithmus von Floyd-Warshall

begin

for i = 1 to n do
for j = 1 to n do

setze d0 (i, j) := w ij ;
if i 6= j then

if w ij < ∞ then setze v ij := i

else setze v ij := ∞
else setze v ij := 0;

setze k := 0;
while dk (i, i) ≥ 0 für alle i und k < n

do

begin
setze k := k + 1;

for i = 1 to n do
for j = 1 to n do

if dk−1 (i, k) + dk−1 (k, j) < dk−1 (i, j)

then setze v ij := v kj

und dk (i, j) := dk−1 (i, k) +

dk−1 (k, j)

else setze dk (i, j) := dk−1 (i, j);

end
end

Da es von den hier betrachteten Anwendungen her ohnehin nahegelegt ist, werden
wir der Einfachheit halber im folgenden stets voraussetzen, dass in einem gegebe-
nen Netz keine Zyklen negativer Länge existieren.

Der Algorithmus von Floyd-Warshall vereinfacht sich dann zu folgender Form:

Algorithmus : Algorithmus von Floyd-Warshall

begin

for i = 1 to n do
for j = 1 to n do

setze d0 (i, j) := w ij ;
if i 6= j then

if w ij < ∞ then setze v ij := i

else setze v ij := ∞
else setze v ij := 0;

for k = 1 to n do
for i = 1 to n do

for j = 1 to n do

if dk−1 (i, k) + dk−1 (k, j) < dk−1 (i, j)

then setze v ij := v kj

und dk (i, j) := dk−1 (i, k) + dk−1 (k, j)

else setze d (i, j) := dk−1 (i, j);

end
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Wir gehen noch einen Schritt weiter und verzichten darauf, die kürzesten Wegeim
Algorithmus mitzunotieren. Es werden also nur die kürzesten Abständebestimmt.
Dies hat hier wie auch in den weiteren Ausführungen den Vorteil, dass die Algo-
rithmen einfacher und ihre unterschiedlichen Strukturen deutlicher werden.

Der Algorithmus von Floyd-Warshall stellt sich nun wie folgt dar (vgl. in Kapitel 6):

Algorithmus : Algorithmus von Floyd-Warshall

begin
for i = 1 to n do

for j = 1 to n

setze d0 (i, j) := w ij ;
for k = 1 to n

for i = 1 to n do
for j = 1 to n

setze
dk (i, j) := min { dk−1 (i, j), dk−1 (i, k) +

dk−1 (k, j) };
end

Der Beweis der Korrektheit des Algorithmus von Floyd-Warshall wurde in Satz 6.1-
5 geführt. Grundidee dieses Beweises ist eine Iteration über die Ecken, die als Zwi-
schenknoten für kürzeste Wege verwendet werden dürfen. Im Gegensatz dazu ite-
riert derAlgorithmus von Dijkstra (von einer festen Eckes ausgehend) über dieAlgorithmus von

Dijkstra Länge kürzester Wege, die vons aus zu anderen Ecken führen:

Algorithmus von Dijkstra Es geltew(k) ≥ 0 für jede (gerichtete) Kantek. Es
werden die Abstände von1 zu allen anderen Ecken bestimmt. (Dabei muss nicht
jede Ecke von1 aus erreichbar sein.)

Algorithmus : Algorithmus von Dijkstra

]

begin

Setze d(1) := 0, T := E;
for e ∈ E \ { 1 } do setze d(e) := ∞;

while T 6= ∅ do
begin

finde ein f ∈ T , für das d(f) minimal ist;
setze T := T \ { f };
for e ∈ T do

setze d(e) := min { d(e), d(f) + w fe };
end

end
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Bei den bisher behandelten Algorithmen von Floyd-Warshallund von Dijkstra
haben wir stillschweigend angenommen, dass in einer konkreten Anwendung die
den Algorithmus anwendende Instanz über alle relevanten Informationen verfügt,
die das Netz betreffen. Bei demAlgorithmus von Bellman-Ford, der nun als Algorithmus von

Bellman-Fordnächstes vorgestellt werden soll, gehen wir zunächst auch von dieser Annahme aus.
In einem zweiten Schritt werden wir dann eine dezentrale Variante dieses Algo-
rithmus behandeln, bei der die beteiligten Instanzen nur über Teilinformationen
verfügen müssen. Zuerst ist jedoch eine gründliche Analysedes Algorithmus von
Bellman-Ford notwendig.

Algorithmus von Bellman-Ford Gegeben sei ein Netz(G,w) ohne Kreise negati-
ver Länge. Es werden die Abstände von1 zu allen anderen Ecken bestimmt. (Dabei
muss nicht jede Ecke von1 aus erreichbar sein.)

Algorithmus : Algorithmus von Bellman-Ford

begin

for e = 1 to n do setze d1 (e) := w 1e;

for k = 2 to n − 1 do
for e = 1 to n do

setze dk (e) := min { dk−1 (e), min { dk−1(f) + w fe | f 6= e } };
end

Beim Algorithmus von Bellman-Ford verläuft die Iteration über die Anzahl der
Kanten, die in den Wegen verwendet werden dürfen. Dem Beweisder Korrektheit
des Algorithmus stellen wir zwei Beispiele voraus.

Beispiel 8.2-1:
Es sei das im folgenden Bild dargestellte Netz gegeben:
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Die Initialisierung ergibtd1(1) = 0, d1(2) = 4, d1(3) = 2, d1(4) = ∞. Danach
hat man in der for-Schleife nacheinander die folgenden Werte:

k = 2 :d2(1) =0

d2(2) =d1(3) + 1 =3

d2(3) =d1(3) =2

d2(4) =d1(2) + 2 =6

k = 3 :d3(1) =0

d3(2) =d2(2) =3

d3(3) =d2(3) =2

d3(4) =d2(2) + 2 =5

Für jedese ∈ {2, 3, 4} gibt nund3(e) den Abstand|1, e| an.

Beispiel 8.2-2:

Für das hier dargestellte Netz sei für alle Kanten die einheitliche Bewertung1
angenommen.

Man hat also zunächst
d1(1) = 0, d1(2) = 1, d1(3) =∞, d1(4) = 1, d1(5) =∞, d1(6) =∞.
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Die Iterationen liefern:

k = 2 :d2(1) =0

d2(2) = d1(2) =1

d2(3) = d1(2) + 1 =2

d2(4) = d1(4) =1

d2(5) =∞
d2(6) =∞

k = 3 :d3(1) =0

d3(2) = d2(2) =1

d3(3) = d2(3) =2

d3(4) = d2(4) =1

d3(5) =∞
d3(6) = d2(3) + 1 =3

Für k = 4 undk = 5 ändern sich diese Werte nicht mehr, so dass bereits hier
die korrekten Abstände gefunden sind.

Für die späteren Betrachtungen ist es nützlich, den Algorithmus von Bellman-Ford
in der folgenden Form zu verwenden. Man beachte, dass sich die Zeile mit der
Bestimmung vondk(e) dabei vereinfacht.

Algorithmus : Algorithmus von Bellman-Ford

begin

for k = 0 to n − 1 do setze dk(1) := 0;
for e = 2 to n do setze d 0 (e) :=∞;

for k = 1 to n − 1 do

for e = 2 to n do
setze dk (e) := min f {dk−1 (f) + w fe };

end

Der Unterschied zu dem vorigen angegebenen Ablauf liegt erstens in der Zuweisung
für dk(e); dies ist jedoch nicht relevant, da hier fürf = e gilt dk−1(f) + wfe =

dk−1(e).
Ein zweiter Unterschied ist, dassdk(1) = 0 für alle k von vornherein festgelegt ist
- für die vorige Fassung in muss dies erst bewiesen werden.
Drittens ist es schließlich so, dass sich die Anfangsbedingungend1(e) = w1e hier
erst nach dem ersten Iterationsschritt ergeben.

Es soll nun die Korrektheit des Algorithmus von Bellman-Ford nachgewiesen wer-
den:

Satz 8.2-1: Der Algorithmus von Bellman-Ford bestimmt die Abstände derEcke
1 zu allen anderen Ecken. Die Komplexität ist0(n3).
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Beweis: Wir führen den Beweis für den zuletzt beschriebenen Ablauf.Es wird
mit Induktion gezeigt, dassdk(e) die Länge eines kürzesten Weges von1

nache ist, der höchstensk Kanten enthält. Fürk = 0 ist dies offensichtlich.
Es gelte nun die Induktionsvoraussetzung, dass für ein beliebiges festesk ≥ 0

für jede Eckee die Zahldk(e) die Länge eines kürzesten Weges von1 nach
e mit höchstensk Kanten angibt. Eine Eckee sei jetzt ebenfalls fest gewählt.
Es ist zu zeigen, dass unter diesen Voraussetzungen

dk+1(e) = min
f
{dk(f) + wfe}

gleich der LängeL eines kürzesten Weges von1 nache mit höchstensk + 1

Kanten ist.
Es sei1, . . . , g, h, e ein (kürzester) Weg der LängeL von1 nache mit höchs-
tensk + 1 vielen Kanten. Offensichtlich gilt

L = L′ + whe,

wobeiL′ die Länge des Weges1, . . . , g, h bezeichnet. Da dieser Weg höchs-
tens ausk vielen Kanten besteht, folgt nach Induktionsvoraussetzung

L′ ≥ dk(h),

also

L ≥ dk(h) + whe ≥ min
f
{dk(f) + wfe} = dk+1(e).

Es muss also nur noch die Ungleichungdk+1(e) ≥ L gezeigt werden. Dazu
sei die Eckex so gewählt, dassdk(x) + wxe minimal wird, also dass

dk+1(e) = dk(x) + wxe

gilt. 1, . . . , y, x sei ein kürzester Weg von1 nachx mit höchstensk Kan-
ten, seine Länge ist nach Induktionsvoraussetzung gleichdk(x). Ist nun
1, . . . , y, x, e ein Weg (d. h.e liegt nicht schon auf dem Weg1, . . . , y, x), so
hat dieser Weg die Längedk+1(e), und es folgt

dk+1(e) ≥ L.

Liegt abere schon auf dem Weg1, . . . , y, x, so liegt insgesamt ein Weg der
Form

1, . . . , z, e, . . . , x, e

vor, wobeie, . . . , x, e einen gerichteten KreisK der Länge0 bilden muss.
x kann nun in der Argumentation gegenz ausgetauscht werden, denn es ist
auch

dk+1(e) = dk(z) + wze,

und mit Induktion kann schließlich vorausgesetzt werden, dasse nicht schon
auf dem Weg1, . . . , z liegt, womit dann wie oben argumentiert werden kann.
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Es bleibt die Komplexitätsaussage zu zeigen. Da(G,w) keine negativen
Kreise enthält, kann ein kürzester Weg höchstensn − 1 viele Kanten ent-
halten. Nach dem Ablauf des Algorithmus geben demnach die Wertedn−1(e)

die kürzesten Abstände an. Da der Algorithmus aus zwei ineinandergeschach-
telten Schleifen besteht, in deren innerer0(n) viele Vergleiche nötig sind, ist
die Komplexität0(n3).

Es sind zwei weitere Bemerkungen zum Ablauf des Algorithmusvon Bellman-Ford
angebracht.

Wenn sich für eink ≤ n−3 ergibt, dassdk+1(e) = dk(e) für allee gilt, so wird auch
für die noch folgendenj mit k + 1 < j ≤ n− 1 stetsdj(e) jeweils denselben Wert
liefern, m. a. W. werden durchdk(e)(e = 2, . . . , n) bereits die gesuchten Abstände
angegeben. Dass dies so ist, kann im Algorithmus unmittelbar abgelesen werden.
In Beispiel 8.2-2 tritt dieses Phänomen auf.

Der Algorithmus von Bellman-Ford kann beschleunigt werden, wenn in der Zeile

dk(e) := min
f
{dk−1(f) + wfe}

statt dk−1(f) schon der Wertdk(f) verwendet wird, sofern dieser zuvor bereits
berechnet wurde (sofern alsof < e ist). In diesem Fall stimmt allerdings nicht
mehr die Aussage, dassdk(e) stets die Länge eines kürzesten Weges mit höchs-
tensk Kanten von1 nache ist. Löst man sich auch noch von der Numerierung der
Ecken, so kommt man zu der folgenden eleganten Formulierungdes Algorithmus
von Bellman-Ford:

Algorithmus : Algorithmus von Bellman-Ford

begin

Setze d(1) := 0;
for e ∈ E \ { 1 } do setze d(e) := ∞;

repeat
for e ∈ E do setze d’ (e) := d(e);

for e ∈ E do setze

d(e) := min f { d(f) + w fe };
until d(e) = d’ (e) für alle e ∈ E;

end

Die Korrektheit dieser Variante wollen wir jetzt nicht beweisen, da sie eine Konse-
quenz aus den im folgenden betrachteten Eigenschaften der dezentralisierten Form
des Algorithmus von Bellman-Ford sein wird. Es ergibt sich dann auch folgende
Aussage: Sind die Bewertungen aller Kanten positiv, so kannbei der Initialisierung
für jeden der Werted(e) statt ”∞” sogar jede beliebige nichtnegative Zahl genom-
men werden.
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Beispiel 8.2-3:
Der abgewandelte Algorithmus von Bellman-Ford wird auf dasBeispiel 8.2-1
angewendet.
Der erste Schritt ergibtd(1) = 0, d(2) = 4, d(3) = 2, d(4) =∞.
2. Durchlauf der repeat-Schleife:

d(1) = 0 d(2) = d(3) + 1 = 3 d(3) = 2 d(4) = d(2) + 2 = 5

Da sich diese Werte beim 3. Durchlauf der repeat-Schleife nicht mehr ändern,
sind die gesuchten Abstände bereits gefunden.

An der zuletzt präsentierten Form des Algorithmus von Bellman-Ford lässt sich
sofort die Gültigkeit derBellmansche Gleichungenablesen: wenn obiger Algo-Bellmansche

Gleichungen rithmus abbricht, so gilt für die zuletzt erhaltenen d-Werte

d(1) = 0 und d(e) = min
f
{d(f) + wfe}.

In Satz 6.1-2 wurde umgekehrt gezeigt: enthältG nur Kreise positiver Länge, und
gelten für Werted̃(e) (e ∈ E) die Bellmanschen Gleichungen, so gibt zwangsläu-
fig d̃(e) für jedese ∈ E den Abstand von 1 nach e an. Dies ergibt unter diesen
speziellen Vorraussetzungen anG einen Beweis der Korrektheit des oben in Alg.
dargestellten Algorithmus freilich nur, wenn man schon weiß, dass der Algorith-
mus stets abbricht.

Wir gehen jetzt von dem folgenden Szenario aus: Ein Datennetz, modelliert durch
ein Netz(G,w), ist gegeben. Es wird das Problem des Routens von Nachrichten
zum Knoten 1betrachtet, und zwar sollen grundsätzlich kürzeste Wege benutzt wer-
den. Die Komplikation liegt nun darin, dass sich die Kantenbewertungenwij lau-
fend ändern dürfen. Dies ergibt z. B. dann einen Sinn, wenn ein Wertwij die augen-
blickliche Auslastung einer Leitung widerspiegelt; die Wahl eines kürzesten Weges
stellt so eine Möglichkeit dar, eine derzeit wenig belastete Route zu nutzen.

Für die soeben skizzierte Situation lauten die Bellmanschen Gleichungen, wenn
d(e) den (kürzesten) Abstand der Eckee zu1 darstellt,

d(1) = 0 und d(e) = min
f∈N(e)

{wef + d(f)}.

(Wie an früherer Stelle bezeichnetN(e) die Menge der Nachfolgerecken von e.)

Man bekommt nun für den Algorithmus von Bellman-Ford die Iteration

dk+1(1) = 0 und dk+1(e) = min
f∈N(e)

{wef + dk(f)}.

Diese Iteration kann natürlich parallel ausgeführt werdenin dem Sinne, dass jeder
Knotene den Wertdk+1(e) nach obiger Formel berechnet. Freilich musse dazu die
Bewertungenwef (für jeden Nachfolgerf ∈ N(e)) sowie die Wertedk(f) ken-
nen. Eine Lösung könnte also so aussehen, dass die Information überdk(f) von
f an e weitergegeben wird; mit der Art dieser Weitergabe wollen wir uns erst in
Abschnitt 8.4 beschäftigen. Die Bewertungenwef – davon gehen wir aus – mögen
vone selbst ablesbar sein (z. B. durch Messungen).
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Ein Vorteil einer derart dezentralen Vorgehensweise ist esauch, dass einem Knoten
e außer seinen Nachfolgernf ∈ N(e) (und den Wertenwef ) nur die Existenzdes
Knotens 1 bekannt sein muss, nicht jedoch die gesamte Netztopologie (Graphen-
struktur). In einer konkreten Anwendung muss das gesamte Verfahren natürlich für
jeden Zielknoten (nicht nur für 1) zum Einsatz kommen; ein einzelner Knoten muss
dann demnach neben der Kenntnis seiner unmittelbaren Umgebung nur von der
Existenz aller anderen Knoten ausgehen.

Bei einer Realisierung einer wie soeben beschriebenen dezentralen Variante des
Algorithmus von Bellman-Ford ergibt sich allerdings die Schwierigkeit der
Synchronität: einerseits muss (von den Anfangsbedingungend0(1) = 0 und Synchronität

d0(e) = ∞ ausgehend) für das gesamte Netz ein gemeinsamer Start des Algo-
rithmus organisiert werden; andererseits muss bei Änderung eineswij-Wertes ein
Abbruch und gemeinsamer Neustart erfolgen. Zwar lassen sich die Schwierigkei-
ten unter gewissen Bedingungen bewältigen, jedoch hat man es dann insgesamt mit
einem wesentlich komplexeren Algorithmus zu tun.

Eine einfachere Alternative besteht darin, auf die Synchronität zu verzichten und
beliebige Anfangswerted0(e) zuzulassen. Das Problem des Starts bzw. Neustarts
des Algorithmus tritt dann nicht mehr auf.

Bevor derverteilte asynchrone Bellman-Ford Algorithmus genau beschriebenverteilter asynchroner
Bellman-Ford
Algorithmus

und seine Korrektheit nachgewiesen wird, soll die ihm zugrundeliegende Idee grob
umschrieben werden:

Der Algorithmus läuft im Prinzip unbeschränkt lange so ab, dass von Zeit zu Zeit
in jedem Knotene 6= 1 die Iteration

d(e) = min
f∈N(e)

{wef + d(f)}(∗)

ausgeführt wird. Dabei werden die zuletzt von den Nachbarnf ∈ N(e) mitgeteilten
Werted(f) und die zuletzt festgehaltenen Wertewef benutzt. Eine Notwendigkeit
ist, dass jeder Knotene von Zeit zu Zeit seinen aktuellen Schätzwertd(e) an seine
Nachbarn weitergibt. Es müssen weder die Iterationen(∗) noch die gegenseitigen
Benachrichtigungen über died (e)-Werte in irgendeiner Weise synchron für ver-
schiedene Knoten ablaufen.

Wie gezeigt werden wird, ist dieser völlig asynchrone Algorithmus korrekt, und
zwar in dem folgenden Sinne:

Gibt es nach einem Zeitpunktt0, zu dem in den Knotene 6= 1 beliebige nicht-
negative Schätzwerted (e) vorliegen, keine weiteren Änderungen derwij-Werte
mehr, dann hat nach endlicher Zeit (vont0 aus gerechnet) jeder Knotene alsd (e)

den korrekten kürzesten Abstand zum Knoten 1 bestimmt.

Dies bedeutet auch, dass bei einerwij-Änderung kein neuer Start des Algorithmus
nötig ist, denn man hat nichts anderes als einen neuen Start-Zeitpunktt0 und weiß
mit dem obigen Argument, dass die weiteren Iterationen in allen Knoten wieder
zum korrekten Ergebnis laufen.
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Nun soll der verteilte asynchrone Bellman-Ford Algorithmus präzise formuliert und
seine Korrektheit nachgewiesen werden.

Man geht davon aus, dass ein beliebiger Knotene 6= 1 zu einem beliebigen Zeit-
punktt die folgenden Werte verfügbar hat:

de
f (t) : Schätzwert für kleinsten Abstand des

Nachbarn f ∈ N(e) zum Knoten 1, der zuletzt
von f an e übermittelt wurde

de(t) : Schätzwert für kleinsten Abstand von e zum
Knoten 1,der zuletzt mit der Bellman-Ford
Iteration im Knoten e berechnet wurde.

Alle Schätzwerte für den Zielknoten 1 sind gleich Null, also

d1(t) = 0 für t ≥ t0

de
1(t) = 0 für t ≥ t0 und 1 ∈ N(e)

Ferner wird davon ausgegangen, dass ein Knoten e auch alle Bewertungenwef mit
f ∈ N(e) kennt, wobeiwef für t ≥ t0 als positive Konstanteangenommen wird.

Eine weitere grundsätzliche Annahmeist nun, dass sich die Schätzwerte für die
Abstände nur zu bestimmten Zeitpunktent0, t1, t2, ... mit tm+1 ≥ tm und tm →
∞ für m → ∞ ändern. Zu diesen Zeitpunkten findet in jedem Knoten eines der
folgenden drei Ereignisse statt:

1. Knotene aktualisiertde(t) nach der Formel

de(t) = min
f∈N(e)

{wef + de
f(t)}

und lässt die Schätzwertede
f(t) (f ∈ N(e)) unverändert.

2. Knotene empfängt von einem oder mehreren Nachbarn
f ∈ N(e) den dort zu einem früheren Zeitpunkt berechneten Wert fürdf ,
aktualisiert den Schätzwert fürde

f und belässt die übrigen Schätzwerte.

3. Knotene bleibt inaktiv und lässt alle ine verfügbaren Schätzwerte unverän-
dert.

Während die soeben beschriebene Annahme im wesentlichen dazu dient, das Pro-
blem zu "diskretisieren", muss schließlich noch sichergestellt werden, dass in den
Knoten die Schätzwerte gegen die wirklichen Abstände konvergieren. Dazu dienen
die folgende Annahmen:

Annahme 1: Ein Knotene hört niemals auf, seine Schätzwerte zu aktualisieren;
mit anderen Worten: zu unendlich vielen der obigen Zeitpunkte tk führt e die
wie in 1. beschriebene Aktualisierung aus. (T e sei die Menge dieser Zeit-
punkte.)
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Annahme 2: Knoten e empfängt von jedem Nachbarnf ∈ N(e) zu unendlich
vielen der obigen Zeitpunktetk (wie in 2. beschrieben) den dort berechneten
Wert fürdf . (Die Menge dieser Zeitpunkte seiT e

f .)

Annahme 3: Alle Initialschätzwertede(t0) und de
f (t0) (f ∈ N(e)) sind nicht

negativ. Dies gilt auch für alle vort0 verschickten, jedoch erst nacht0 erhal-
tenen Schätzwerte von Nachbarn.

Annahme 4: Ein "alter" Schätzwert kann sich nicht unendlich lange im System
aufhalten, anders gesagt: für jeden Zeitpunktt̄ ≥ t0 gibt es eiñt ≥ t̄ derart,
dass vor dem Zeitpunkt̄t im Knotenf berechnete Schätzwertedf nach dem
Zeitpunktt̃ von keinem Nachbarne(f ∈ N(e)) mehr empfangen werden.

Nachdem alle Annahmen präzise formuliert sind, sind wir nunmehr in der Lage, die
Korrektheit des verteilten asynchronen Algorithmus von Bellman-Ford nachzuwei-
sen, d. h. dass die Schätzwertede(t) nach endlicher Zeit die korrekten Abstands-
werte annehmen:

Satz 8.2-2: Es gibt einen Zeitpunkttm, so dass für jeden Knotene gilt

de(t) = de für t ≥ tm

Dabei ist mitde der korrekte kürzeste Abstand vone zum Knoten 1 bezeichnet.

Dem Beweis des Satzes müssen einige Hilfsüberlegungen vorangestellt werden.

Zunächst halten wir fest, dass die Bellman-Ford Iteration offenbar die folgende
Monotonieeigenschafthat:

gelten für einen Knotene und reelle Zahlen̄df bzw.

d̃f (f ∈ N(e)) die Ungleichungen
d̄f ≥ d̃f (f ∈ N(e)),
so bleibt die Ungleichung durch die Iteration erhalten,
d. h.
min

f∈N(e)
{wef + d̄f} ≥ min

f∈N(e)
{wef + d̃f}.

Als nächstes stellen wir uns vor, es würde der in obene beschriebene synchrone
Bellman-Ford Algorithmus mit der Iterationsregel

dk+1(1) = 0, dk+1(e) = min
f∈N(e)

{wef + dk(f)}

zweimal ablaufen, und zwar

1. Einmal mit den Initialwerten
d0

1 = 0 undd0
e =∞ (e 6= 1),

2. einmal mit den Initialwerten
d0

e = 0 für alle Knotene.

Die im ersten Fall erhaltenen Wertedk(e) bezeichnen wir mit̄dk
e , die beim zweiten

Ablauf erhaltenen mitdk
e .
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Im weiteren wird nun gezeigt, dass die aus diesen beiden extremen Anfangsbedin-
gungen abgeleiteten Folgen alle anderen solchen Folgen –auch eines asynchronen
Ablaufs– sozusagen "einfangen". Zunächst benötigen wir den folgenden

Hilfssatz 8.2-1: Für die soeben definierten Folgen(d̄k
e) und(dk

e) in einem belie-
bigen Knotene gilt

dk
e ≤ dk+1

e ≤ de ≤ d̄k+1
e ≤ d̄k

e

für jedesk, und ab einem gewissenk0 hat man fürk ≥ k0 sogar

dk
e = de = d̄k

e .

(Mit de ist wieder der korrekte Abstand vone nach 1 bezeichnet.)

Beweis: Die Gültigkeit der Ungleichungskette

dk
e ≤ dk+1

e ≤ de ≤ d̄k+1
e ≤ d̄k

e

folgt leicht mit Induktion, wenn man die Monotonieeigenschaft der Bellman-
Ford Iteration und die gewählten Anfangsbedingungen ausnutzt.
Weiter stellen wir fest, dass aus dem Beweis des Satzes Satz 8.2-1 sofort
d̄k

e = de für k ≥ n− 1

geschlossen werden kann (n ist die Gesamtzahl der Knoten), denn die dortige
Initialisierung entspricht derjenigen für diēd-Werte(d0

1 = 0 undd0
e = ∞ für

e 6= 1).
Somit bleibt nur noch zu zeigen, dass

dk
e = de

für genügend großesk gilt. Zu diesem Zweck macht man sich zunächst klar,
dass (für jedese undk) dk

e die Summe von höchstensk vielen Kantenbewer-
tungenwij ist. Dies ist mit Induktion leicht einzusehen und soll hier nicht
detailliert begründet werden. Wegen der Ungleichung

dk
e ≤ de

kann man aber allgemein sagen, dass auch (für beliebigesk) dk
e die Summe

von nicht mehr als

max
e
de

min
(i,j)

wij

vielen Kantenlängen sein kann. Daher ist die Anzahl aller möglichen Werte
für dk

e (mit beliebigene und k) nur endlich. Da (für jedese) die Folge (dk
e )

monoton fällt, muss für eink′ geltendk′

e = dk′+1
e für allee.

Damit erfüllen die Zahlendk′

e (e ∈ E) die Bellmanschen-Gleichungen, die die
korrekten Abständede als einzige Lösung haben. Nun folgt natürlich auch
dk

e = de für k ≥ k′, und der Hilfssatz ist gezeigt.
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Beweis: ( von Satz 8.2-2)
Der Satz wird nun gezeigt, indem durch Induktion nachgewiesen wird, dass
für jedesk ein Zeitpunktt(k) mit den folgenden Eigenschaften existiert:
für alle t ≥ t(k) gilt

dk
e ≤ de(t) ≤ d̄k

e(e ∈ E),

dk
f ≤ de

f(t) ≤ d̄k
f(e ∈ E, f ∈ N(e),

und für allet ∈ T e
f , t ≥ t(k) gilt

dk
f ≤ df(τ

e
f (t)) ≤ d̄k

f(e ∈ E, f ∈ N(e));

dabei istτ e
f (t) ≤ t der späteste Zeitpunkt, zu dem der im Knotene verfüg-

bare Schätzwertde
f(t) im Knotenf gemäß der Iterationsvorschrift berechnet

wurde. M.a.W. istτ e
f (t) der späteste Zeitpunkt inT f , der nicht später alst ist

unddf(τ
e
f (t)) = de

f(t) erfüllt.

Für k = 0 hat t(0) = t0 die verlangten Eigenschaften. Dies liegt an der
Annahme der Nichtnegativität für die Initialschätzwerte bzw. die später alst0
empfangenen Schätzwerte (Annahme 3).

Jetzt wird angenommen, dass die Behauptung für ein gewissesfestesk richtig
ist, d. h. eint(k) mit den obigen Eigenschaften existiert. Es muss daraus die
Existenz eines entsprechendent(k + 1) nachgewiesen werden.

Wegendk
f ≤ de

f(t) ≤ d̄k
f (e ∈ E, f ∈ N(e)) für t ≥ t(k) und der Mono-

tonieeigenschaft der Bellman-Ford Iteration hat man nun zunächst, dass für
t ≥ t(k) undt ∈ T e gilt

dk+1
e ≤ de(t) ≤ d̄k+1

e .

Ist demnacht′(k) der früheste Zeitpunktt ∈ T e mit t ≥ t(k), so hat man

dk+1
e ≤ de(t) ≤ d̄k+1

e (∗∗)

für alle t ≥ t′(k) unde ∈ E.
Da (aufgrund der separat formulierten Annahmen) fürt → ∞ auchτ e

f (t) →
∞ strebt, gibt es einen Zeitpunktt(k + 1) ≥ t′(k) derart, dass

τ e
f (t) ≥ t′(k)

gilt für alle e ∈ E , f ∈ N(e) undt ≥ t(k + 1).
Mit (∗∗) folgt nun fürt ≥ t(k + 1)

dk+1
f ≤ de

f(t) ≤ d̄k+1
f (e ∈ E, f ∈ N(e)),

und für allet ∈ T e
f mit t ≥ t(k + 1) auch

dk+1
f ≤ df(τ

e
f (t)) ≤ d̄k+1

f (e ∈ E, f ∈ N(e))

Damit ist der Beweis vollständig.
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An späterer Stelle werden wir ein real existierendes Netz ansehen, das sich des ver-
teilten asynchronen Bellman-Ford Algorithmus bedient, und auf seine spezifischen
Stärken und Schwächen eingehen.
An dieser Stelle sollen zwei grundsätzliche Schwächen der Methode aufgezeigt
werden. Es handelt sich allerdings um ganz spezielle (fast "exotische") Beispiele,
die über die durchschnittliche Leistungsfähigkeit des Algorithmus wenig aussagen.

Beispiel 8.2-4:

Nimmt man an, dass zum Zeitpunktt0 die Kante(4, 1) ausfällt (w41 = ∞)

und davor in jedem Knoten der kürzeste Abstand zum Zielknoten 1 bekannt war
(dies sind also nun beit0 die Anfangsbedingungen), so wird Knoten 2 ca. 30 Ite-
rationen benötigen, um festzustellen, dass die direkte Kante den kürzesten Weg
nach1 darstellt. In diesem Beispiel wird also eine unnötig groß erscheinende
Anzahl von Iterationsschritten benötigt.

Beispiel 8.2-5:
Bei diesem Beispiel ist eine große Anzahl von Nachrichten zwischen den Kno-
ten nötig; dies liegt an einer ungünstigen Reihenfolge der relevanten Ereignisse
in den beteiligten Knoten.
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Alle Kantenlängen seien1, alle Anfangsschätzwerte für die Abstände zum Kno-
ten1 gleich∞.
Die folgende Folge von Ereignissen mit insgesamtn2−2 vielen Nachrichten ist
möglich:
Knoten2 aktualisiert seinen Abstand (zum Knoten1) und teilt das Ergebnis an
3 mit, dieser aktualisiert ebenfalls und meldet das Ergebnisan 4 etc., schließ-
lich aktualisiertn und gibt das Ergebnis ann + 1. Dies macht insgesamtn − 1

Nachrichten aus. Jetzt aktualisiertn + 1 und informiert darübern + 2 etc., bis
Knoten2n aktualisiert. Auch das ergibtn−1 viele Nachrichten. Nun informiert
Knotene, für e = n − 1, n − 2, ..., 2, jeweilsn + 1 über seine Aktualisierung
und löst die "Kettenreaktion" aus, dass dannn+ 1 den Knotenn+ 2 informiert
usw.; das ergibtn(n− 2) viele Nachrichten.

Selbsttestaufgabe 8.2-1:

Erläutern Sie einige Vorteile des verteilten asynchronen Bellman-Ford Algorithmus.

8.3 Das Stabilitätsproblem bei der Nutzung
kürzester Wege

Wird in einem Kommunikationsnetz auf kürzesten Wegen "geroutet", und stellen
die Kantenbewertung des Graphen die aktuellen Verkehrsbelastungen der einzelnen
Verbindungsleitungen dar, so ergibt sich das folgende grundsätzliche Problem: Die
Nutzung eines Weges hat die Tendenz, seine Länge zu vergrößern. Ist das Routing
adaptiv (z. B. wie im vorigen Abschnitt beschrieben), so kann dies zuOszillationen Oszillation

führen, d. h. es wird dauernd zwischen verschiedenen Wegen hin- und hergeschal-
tet, ohne dass der dazu benötigte Aufwand sich in einer erhöhten Transportleistung
des Netzes niederschlagen würde.



186 8 Wegauswahl in Netzen

Im weiteren Verlauf dieses Abschnitts wird dieses Problem zunächst verdeut-
licht, anschließend werden mögliche Gegenmaßnahmen skizziert. Es ist hier ange-
zeigt, zwischen verbindungsloser und verbindungsorientierter Datenübermittlung
zu unterscheiden.

Verbindungslose Datenübermittlung

In dem folgenden Beispiel wird der gesamtefür ein gewisses Ziel bestimmte Ver-
kehr ständig zwischen zwei möglichen Wegen hin- und hergeschaltet, obwohl das
Verkehrsaufkommen für das Ziel nahezu völlig homogen über das Netz verteilt
erzeugt wird.

Beispiel 8.3-1:
Für das folgende ringförmige Netz mit 16 Knoten möge (paketförmiger) Verkehr
nur für das Ziel 16 auftreten. Jede Kante kann in beiden Richtungen Verkehr
tragen.

Wir machen folgende Annahmen:

• In jedem der Knoten1, 2, ..., 7, 9, ..., 15 wird pro Sekunde eine Datenmenge
gleicher Größe für das Ziel16 erzeugt, diese Größe sei auf "1" normiert. Im
Knoten8 entsteht nur Verkehr vonǫ > 0, wobeiǫ nahe bei0 liegt.

• Die Längewij einer Kanteij ist gleichVij , wobeiVij den Datenverkehr auf
der Kanteij bezeichnet; dieser Verkehr kann voni erzeugt sein, oder es kann
sich um Transferverkehr handeln. (Man beachte: i.a. istwij 6= wji).

• Jeder Knoten berechnet alleT Sekunden seinen kürzesten Weg zum Ziel
16, wobei als Kantenlängen die WerteVij aus den vergangenenT Sekunden
genommen werden, und routet für die nächstenT Sekunden entsprechend
diesem kürzesten Weg. Eine weitere realistische Annahme besagt:T ist min-
destens so groß, dass innerhalb vonT Sekunden mehrere Pakete von einem
Knoten verschickt werden, der eine Datenmenge von1 erzeugt.

• Zu Beginn routen die Knoten1 bis 7 im Uhrzeigersinn,8 bis 15 entgegen
dem Uhrzeigersinn. (Dieses Routing ist sicher nicht das schlechteste, da es
eine gewisse Balance zwischen den beiden Seiten des Rings beinhaltet.)
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Das erste der folgenden Diagramme zeigt noch einmal das Netzmit seinem
Muster des Verkehrsaufkommens. Die weiteren Bilder zeigendann die Belas-
tungen der Kanten (in jeweils beiden Richtungen) im Initialrouting und den
nächsten Schritten, wobei jedes Routing aufgrund der obigen Regeln aus der
zuletzt beobachteten Verkehrsstruktur abgeleitet wurde.
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Wie man sieht, stellt sich nach drei Aktualisierungen ein ständiges Oszillieren
zwischen zwei völlig gegensätzlichen Verkehrsmustern ein.

Bei dem hier vorliegenden Problem hat man es mit einemRückkopplungseffekt Rückkopplungseffekt

(Feedback-Effekt) zu tun: die Verkehrsbelastungen der Kanten hängen vom gewähl-
ten Routing ab, und dieses richtet sich wiederum nach den aktuellen Verkehrsbe-
lastungen. Es würde hier zu weit führen, tiefer in die Theorie solcher Phänomene
einzusteigen, wie sie in derRegelungs- und Steuerungstheorie(Control theory) Regelungs- und

Steuerungstheoriebetrieben wird. Es soll an dieser Stelle nur erwähnt werden,dass das hier betrachtete
Stabilitätsproblem gemildert werden kann, wenn einBiasfaktor eingeführt wird: Biasfaktor

dies ist einfach eine Konstanteα > 0, die zu allen Kantenlängen dazuaddiert wird,
so dass auch eine Kante, die keinen Verkehr trägt, immer nochdie Längeα (statt0)
hat.

Beispiel 8.3-2:
Setzt man in dem oben (in Beispiel 8.3-1) betrachteten Beispiel einen Biasfaktor
von α = 1 an, so wird beim 2. Routing Knoten9 nicht auf den Uhrzeigersinn
umschalten, denn hier ergäbe sich jetzt eine Weglänge von37 gegenüber
35 + 7ǫ entgegen dem Uhrzeigersinn. Im weiteren pendelt nur Knoten8 mit
seinem Verkehr zwischen den Nachbarn7 und9, im wesentlichen bleibt es also
beim Initialrouting.

Es liegt auf der Hand, dass die Wahl eines sehr großenα dazu führt, dass der aktuelle
Verkehr für das Routing nur wenig oder gar keine Bedeutung hat und nur noch
auf Wegen mit möglichst wenigen Kanten geroutet wird. Das Stabilitätsproblem
ist dann vermieden, jedoch sind auch die Vorteile der Anpassung an den aktuellen
Verkehr damit vergeben. Bei der Beschreibung des Routing imInternet werden wir
diesen Punkt noch einmal aufgreifen.

Verbindungsorientierte Datenübermittlung

Das soeben geschilderte Stabilitätsproblem bei der verbindungslosenDatenüber-
mittlung (und adaptivem Routing mit kürzesten Wegen) trittauf, weil nach einer
Aktualisierung der kürzesten Wege sofort der gesamte Verkehr auf die neuen (nun
kürzeren) Wege umgestellt wird. Da bei der verbindungsorientiertenDatenübermitt-
lung eine einmal aufgebaute virtuelle Verbindung für die Dauer der "Sitzung" (engl.



190 8 Wegauswahl in Netzen

Session) bestehen bleibt und nicht etwa geändert wird, wennsich im Netz andere
kürzere Wege ergeben, leuchtet sofort ein, dass hier das Stabilitätsproblem nicht so
gravierend sein wird. Dadurch, dass nach einer Routing-Aktualisierung nur neue
virtuelle Verbindungen die neuen Wege nutzen, wird die Gefahr von Oszillationen
von vornherein gemildert. Inwieweit das Problem trotzdem auftritt, hängt allerdings
vom Verhältnis einiger relevanter Parameter zueinander ab. Wir wollen dies anhand
eines Beispiels genauer erläutern.

Beispiel 8.3-3:
Gegeben sei das folgende Netz, in dem Knoten A auf zwei KantenNachrichten
zum Knoten Z schicken kann. (Ausnahmsweise betrachten wir hier also einen
Multidigraphen.)

Adaptives Routing mit kürzesten Wegen läuft dann folgendermaßen ab, sowohl
im verbindungslosen wie im verbindungsorientierten Fall:
Die Zeitachse wird in Intervalle von jeweils T Sekunden Länge eingeteilt. In
jedem Intervall wird auf beiden Kanten die Verkehrsbelastung (in bit/sec) beob-
achtet, und der gesamte Verkehr (also entweder Datagramme oder neue virtuelle
Verbindungen) wird in einem T-Sekunden-Intervall derjenigen Kante zugeord-
net, die im vorhergehenden Intervall geringer belastet war. Es wird nun ange-
nommen, dass vom Punkt A aus virtuelle Verbindungen aufgebaut werden, und
zwar nach einem Poisson-Prozess mit einer Rate vonλ pro Sekunde. Die Dauer
einer virtuellen Verbindung sei exponentiell verteilt miteinem Mittelwert von
1/µ Sekunden. Aus der Warteschlangentheorie weiß man, dass dann die Anzahl
der bestehenden virtuellen Verbindungen Poisson - verteilt ist mit λ/µ als Mit-
telwert. Ist nunγ die durchschnittliche Bitrate, die eine virtuelle Verbindung in
Anspruch nimmt, und istr die insgesamt in Punkt A (für das Ziel Z) erzeugte
Bitrate, so muss

r = (
λ

µ
)γ oder γ =

rµ

λ

gelten.
Eine weitere Annahme ist jetzt, dass die Zeit T klein ist gegenüber der mittle-
ren Dauer1/µ einer virtuellen Verbindung. Dann wird ein Anteil von etwaµT
der virtuellen Verbindungen, die eine Kante zu Beginn einesT-Intervalls beher-
bergte, am Schluss des Intervalls beendet sein. Im Mittel werden der zuletzt
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weniger belasteten KanteλT viele virtuelle Verbindungen in einem Intervall
neu zugeordnet; dies ergibt eine zusätzliche Belastung vonγλT bit/sec bzw.
rµT bit/sec.
Mithin werden die mittleren Bitratenxk

1 undxk
2 auf den beiden Kanten imk−ten

Intervall folgendem Gesetz gehorchen:

xk+1
i =

{

(1− µT )xk
i + rµT, falls xk

i ≤ xk
j und{i, j} = {1, 2},

(1− µT )xk
i sonst.

Die folgenden Diagramme, bei denenr = 10 kbit/sec gewählt wurde, zeigen die
zeitliche Entwicklung der mittleren Belastung von Kantek1 in den jeweiligen
T-Intervallen. Entscheidend ist die Größe vonµT bzw. das zwischenµ undT
bestehende Verhältnis.

a.

T = 1 sec,1/µ = 50 sec
Hier istµT als klein angenommen: virtuelle Verbindungen bleiben lange
bestehen, das Routing wird oft aktualisiert.

b.

T = 1 sec,1/µ = 25 sec
µT hat einen mittleren Wert mit großemµ und kleinemT .
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c.

T = 5 sec,1/µ = 125 sec
µT hat einen mittleren Wert mit kleinemµ und großemT .

d.

T = 5 sec,1/µ = 25 sec
Hier istµT groß: virtuelle Verbindungen dauern nur kurz, es wird selten
aktualisiert.

Man sieht schon an der oben fürxk+1
i angegebenen Formel, dass die Ratenx1

undx2 für k →∞ jeweils umr/2 oszillieren, wobei die Größe der Schwankung
bei rµT liegt. Fall a) im 1. Bild bestätigt: IstµT klein (also das Verhältnis von
1/µ zu T groß), so wird der Verkehr fast gleichmäßig auf die beiden Kanten
aufgeteilt. Fall d) liefert wie erwartet das Ergebnis, dassbei größer werdendem
µ sich die Oszillationen denen bei der verbindungslosen Übermittlung annähern.

Das sich im obigen Beispiel zeigende Verhalten tritt in ähnlicher Form in jedem
Netz mit verbindungsorientierter Datenübermittlung auf.An einem tieferen Ein-
stieg interessierte Leser seien auf die im Literaturverzeichnis zitierte Arbeit von E.
M. Gafni und D. P. Bertsekas verwiesen. Allgemein stellt sich heraus: ist die mitt-
lere Dauer1/µ einer virtuellen Verbindung groß, so bewegt sich das Routing nur
langsam auf eine optimale Aufteilung hin; ist jedoch1/µ klein (d. h.µ groß), so
muss auchT klein sein, damit sich die Oszillationen ebenfalls nur in einem kleinen
Bereich bewegen.
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Selbsttestaufgabe 8.3-1:

Erläutern Sie für die verbindungslose Datenübermittlung einige der Nachteile, die
durch Oszillationen beim Routing entstehen.

8.4 Zur Übertragung von Routing-Informationen

Bei jeder Art von Wegeauswahl in einem Netz ist man stets mit dem folgenden
zusätzlichen Grundproblem konfrontiert: es müssen die Informationen über ausge-
fallene oder übermäßig belastete Subsysteme zu den Stellengelangen, wo sie für die
nächsten anstehenden Routing-Entscheidungen benötigt werden. Für die Übertra-
gung dieserRouting-Informationen wird jedoch das gleiche Netz genutzt, so dassRouting-

Informationenes mitunter unmöglich ist, die Informationen wie gewünschtzu verteilen. Solche
und ähnliche Schwierigkeiten müssen von den verwendeten Protokollen möglichst
gut abgefangen werden.

Arbeitet ein Netz mit zentralem Routing, so werden alle Netzänderungen an eine
Zentrale Z gemeldet, wo die Entscheidungen über die zu wählenden Routen gefällt
werden. Z muss jedem Knoten die ihn betreffenden Informationen zukommen las-
sen. Eine Schwierigkeit besteht nun darin, dass Z ausfallenoder unter Umständen
gewisse Teile des Netzes nicht mehr erreichen kann. Wenn dasProblem des Ausfalls
von Z auch gemildert werden kann (z. B. durch Redundanz, etwaDopplung relevan-
ter Komponenten), so dürfte doch deutlich sein, dass die zweitgenannte Schwierig-
keit gegebenenfalls zu einer hohen Leistungseinbuße im Netz führen kann.

Ein anderes Problem liegt bei einem Netz mit relativ häufigenNetzänderungen (und
folglich häufigem Austausch von Routing-Informationen) inder Unterscheidung
zwischen aktueller und bereits veralteter Routing-Information. Um das Problem zu
verdeutlichen, stellen wir uns ein Netz vor, in dem jeder Knoten alle von ihm weg-
führenden Kanten beobachtet und im Falle einer Änderung dieInformation durch
"Flooding" (s. Abschnitt 8.1) im ganzen Netz verbreitet. Folgendes Beispiel zeigt
die Problematik auf, die sich im Falle mehrerer Änderungen ergeben kann:
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Angenommen, die Kante k ist zunächst intakt, fällt dann für eine kurze Weile aus
und ist anschließend wieder funktionsfähig. Weiter sei angenommen, dass die bei-
den von C erzeugten Nachrichten über den Ausfall bzw. die Wiederherstellung von
k den Weg CBA schneller zurücklegen als die erste Nachricht den Weg CA, und
dass die Kante CA ausfällt, nachdem A diese Nachricht von C (über den Ausfall von
k) erhalten hat. In diesem Falle kann A über einen längeren Zeitraum der falschen
Ansicht sein, dass k nicht funktionsfähig ist. Wir werden uns in Kürze Mechanis-
men ansehen, die solche Situationen weitgehend verhindern.

In dem ersten betrachteten Szenario wurde davon ausgegangen, dass eine Routing-
Information jeweils von einem Knoten an alle anderen Knotenim Netz (und
nicht nur an einen bestimmten) weitergegeben werden soll. Man spricht hier von
Broadcasting- oderRundspruch-Verfahren. Es bietet sich natürlich an, dafür eineBroadcasting

Rundspruch Form des Flooding zu nutzen.

Wenn nicht explizit anders vermerkt, werden wir im folgenden stets davon ausge-
hen, dass die Routing-Informationen durch Broadcasting imNetz bekanntgegeben
werden sollen.

Ferner wird folgende Sprachregelung eingeführt: wir sprechen von einerNachricht,Nachricht

wenn damit eine allgemeine für das Routing relevante Information (z. B. über den
Ausfall einer bestimmten Kante) gemeint ist. Physikalischschlägt sich eine Nach-
richt in (u. U. mehreren)Meldungen nieder – z. B. erzeugt beim Flooding eineMeldung

Nachricht zahlreiche Meldungen.

An dieser Stelle muss erwähnt werden, dass in der Praxis beimBroadcasting-
Verfahren oft auch unter Verwendung eines minimalen Gerüsts "geroutet" wird, und
zwar insbesondere dann, wenn ein zentraler Knoten regelmäßig per Rundspruch
Nachrichten im Netz zu verteilen hat; es werden dann dazu nurdie Kanten eines
minimalen Gerüsts mit Z als Wurzel genutzt. Auch bei anderenAnwendungen sind
Gerüste von Interesse, z. B. wenn Knoten eine Nachricht nur zu einigenanderen
senden wollen - man spricht hier im Englischen von "multicast communications".
Es gibt hierzu zahlreiche theoretische Untersuchungen. Wir wollen hierauf jedoch



8.4 Zur Übertragung von Routing-Informationen 195

nicht näher eingehen und stellvertretend auf die Arbeit vonL. Berry (siehe Litera-
turverzeichnis) verweisen.

Das Verfahren zur Übertragung von Routing - Informationen und der Routing -
Algorithmus (zur Wegeauswahl) müssen so aufeinander abgestimmt sein, dass der
Routing - Algorithmus neue Informationen, die während seiner Ausführung eintref-
fen, in sinnvoller Weise integriert und irgendwann zum Tragen kommen lässt. Bei
dem in Abschnitt 8.2 behandelten verteilten asynchronen Bellman-Ford Algorith-
mus ist dies durch die periodische Anwendung des Algorithmus in den einzelnen
Knoten und unter Verwendung der aktuellsten vorliegenden Informationen gewähr-
leistet.

Ein weiteres Problem besteht schließlich darin, dass auch bei der Reparatur einer
zuvor ausgefallenen Kante die Abläufe garantieren sollten, dass möglichst schnell
die neue Situation netzweit bekannt gemacht wird, damit dasNetz optimal genutzt
werden kann. Es liegt auf der Hand, dass dieses Problem z. B. dann besonderes
Gewicht hat, wenn durch die Reparatur der Kante zwei zuvor getrennte Teile des
Netzes wieder zusammenhängen - jeder Teil wird über den Zustand des anderen
völlig veraltete Informationen haben.

Die soeben geschilderten Probleme der Übertragung von Routing-Informationen
beziehen sich sowohl auf den Fall, dass diese Informationendie reine Netztopologie
betreffen (d. h. welche Knoten und Kanten derzeit intakt sind), als auch darauf, dass
mit diesen Informationen Verkehrsbelastungen von Kanten oder ähnliche Größen
ausgetauscht werden. Im zweiten Fall stellen sich die obigen Probleme nicht ganz
so gravierend, da sie u. U. nur zu einer nicht optimalen Ausnutzung der Netzressour-
cen führen. Da jedoch in jedem Fall Reaktions- und Übertragungszeiten mitspielen,
muss eines grundsätzlich festgehalten werden: Es ist unmöglich, dass jeder Kno-
ten des Netzes zu jedem beliebigen Zeitpunkt über alle korrekten für ihn relevanten
Informationen verfügt. Man kann bestenfalls erwarten, dass wenn endlich viele Net-
zänderungen eintreten und sich ab einem Zeitpunktt0 nichts mehr ändert, es stets
einen Zeitpunktt1 > t0 gibt, zu dem alle Knoten einer Zusammenhangskomponente
des Netzes den richtigen Zustand jeder Kante in ihrer Komponente kennen. (Man
vergleiche dazu nochmals den Beweis der Korrektheit des verteilten asynchronen
Bellman-Ford Algorithmus, bei dem eine anologe Forderung aufgestellt wurde.)

Um überhaupt Aussagen über einige Verfahren zur Übertragung von Routing-
Informationen machen zu können, wird meist von einigen Annahmen über das
Netz und dessen Protokolle ausgegangen. In der Praxis sind bei einem Netz, das
die Gültigkeit dieses Annahmen "im Prinzip" garantiert, immer Fehlersituationen
(theoretisch) konstruierbar, bei denen eine Annahme doch nicht greift. Im konkreten
Beispiel muss natürlich untersucht werden, wie häufig mit dieser Art von Fehlern
gerechnet werden muss und wie gravierend die Konsequenzen sind.

Annahme 1: Auf den Netzkanten werden die Nachrichten korrekt
und in der richtigen Reihenfolge übertragen. In den Knoten
gespeicherte Nachrichten werden nicht verfälscht.
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Annahme 2: Der Ausfall einer Kante wird (nicht notwendig gleich-
zeitig) von beiden Endknoten bemerkt. Erst danach kann
die Kante von einem der Knoten als wieder repariert
erkannt werden.

Annahme 3: Mit Hilfe eines Schicht-2-Protokolls können beide
Seiten eine Kante als funktionsfähig erkennen. Falls
eine Seite die Kante für intakt erklärt, so tut dies nach
endlicher Zeit die andere Seite ebenfalls, es sei denn, die erste
Seite erklärt sie wieder für defekt.

Annahme 4: Fällt ein Knoten aus, so wird nach endlicher Zeit
jede an ihn angeschlossene Kante von der anderen Seite für
defekt erklärt.

Als nächstes wollen wir uns das bereits in Abschnitt 8.1 eingeführte "Flooding"
mit verschiedenen Varianten bzw. Verfeinerungen ansehen.Schon an früherer Stelle
wurde als Beispiel das folgende Netz betrachtet:

Es wurde dort davon ausgegangen, dass Knoten A eine Mitteilung an F schicken
möchte. Flooding mit Zählern und Schwellwert 3 führte dazu,dass insgesamt 26
Nachrichten entstanden. Durch die Einführung des Zählers hat man zwar ein unend-
liches Kreisen der Nachricht im Netz verhindert, jedoch sendet z. B. immer noch
Knoten D zwei zu der gleichen Nachricht gehörende Meldungenan seinen Nach-
barn E (ausgelöst durch Empfang einer Meldung von B bzw. C). Dies kann ver-
hindert werden, indem statt mit den Zählern mitFolgenummern gearbeitet wird.Folgenummern
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Die Folgenummern werden wie folgt gehandhabt. (Es ist dabeiunerheblich, ob nur
eine Mitteilung zwischen zwei Partnern ausgetauscht oder ein Rundspruch gemacht
werden soll.) Jeder Knoten versieht die Routing-Nachrichten, die er initiiert, mit
fortlaufenden Folgenummern. Empfängt ein Knoten Y eine Meldung, die zu einer
in X erzeugten Nachricht gehört, so prüft Y nach, ob die in dieMeldung eingetra-
gene Folgenummer größer ist als die Folgenummer der Nachricht, die Y zuletzt von
X bekam. Ist dies der Fall, so speichert Y die Nachricht mit ihrer Folgenummer und
sendet außerdem entsprechende Meldungen an alle Nachbarn mit Ausnahme desje-
nigen, von dem Y diese Nachricht bekommen hat (und mit Ausnahme von X). Im
anderen Fall wird die Nachricht von Y verworfen.

Wir betrachten wieder das obige Beispiel, bei dem A eine Nachricht nach F schicken
möchte. Es wird angenommen, dass jeder Knoten von A zuletzt eine Nachricht mit
Folgenummer 4 erhalten (und diese abgespeichert) hat. A sendet nun für die neue
hier betrachtete Nachricht Meldungen mit Folgenummer 5 an Bund C. Man sieht,
dass die nun folgenden Aktionen von der zeitlichen Reihenfolge gewisser Ereig-
nisse (Ankünfte von Meldungen) abhängen. Beispielhaft werden für eine mögliche
Reihenfolge die Ereignisse dargestellt. Sowohl B als auch Cmögen nahezu gleich-
zeitig die Meldung von A erhalten, was dazu führt, dass B Meldungen an C, D, E
und C solche an B, D, E sendet. Danach haben B und C die Nachrichten mit Folge-
nummer 5 von Knoten A abgespeichert und ignorieren folglichdie nun vom jeweils
anderen erhaltenene. Es sei nun angenommen, dass D zuerst die Meldung von B
(und danach die von C) erhält, E erhalte zunächst die von C unddann die von B.
Resultat davon ist, dass D Meldungen an C, E, F und E solche an B, D, F sendet,
womit die "Flut" stoppt. Insgesamt wurden 14 Meldungen versendet.

Man sieht, dass sich nur ein geringfügiger Unterschied ergibt, wenn A eine Routing-
Nachricht per Broadcasting im Netz verteilen will: in diesem Fall sendet noch
zusätzlich F eine Meldung an denjenigen seiner beiden Nachbarn, von dem er die
Nachricht nicht zuerst bekommen hat.

Der Gebrauch von Folgenummern stellt sicher, dass jeder Knoten nur einmal eine
zu einer Nachricht gehörenden Meldungsflut an seine Nachbarn schickt. Auch das
Problem der Unterscheidung aktueller und veralteter Routing-Informationen stellt
sich so nicht mehr - der zu Anfang dieses Abschnitts geschilderte Fall kann nun
nicht mehr auftreten. Allerdings gibt es auch eine Reihe vonSchwächen, die nun
kurz geschildert werden.

Das erste Problem liegt schon darin, dass das in den Meldungen enthaltene Daten-
feld für die Folgenummmer nur eine begrenzte Länge hat und irgendwann der maxi-
mal mögliche Eintrag erreicht ist, so dass bei der Addition von 1 der Wert wieder
auf 0 umschlägt. (Dies bedeutet: stehen k Bits für die Folgenummer zur Verfügung,
so wird modulo2k gerechnet.) Will man diese Situation nicht extra im Protokoll
berücksichtigen, so muss man die Festlegung treffen, dass die Folgenummer 0 grö-
ßer ist als die Nummer2k − 1.
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Beispiel 8.4-1:
Es sei ein beliebiges Netz gegeben. Wir nehmen an, dass die Routing-
Nachrichten von den einzelnen Knoten per Broadcasting gestreut werden und
dazu Flooding mit Folgenummern verwendet wird, für die in den Nachrichten 3
Bits vorgesehen sind. A sei ein beliebiger Knoten, der zuletzt die Folgenummer
7 (also binär in Bits 111) verwendet hat. Initiiert A nun eineweitere Nachricht
(bzw. Flut von Meldungen), so tragen diese Meldungen die Folgenummer 000;
ein Nachbar von A muss diese Nachricht natürlich akzeptieren und weiterrei-
chen, mithin 0 als größer als 7 ansehen.

In der Praxis wird die Anzahl k der für die Folgenummer reservierten Bits oft so
groß gewählt, dass das obige Problem ohne Bedeutung ist. Ernster ist jedoch der
Fall, wenn eine teilweise Reinitialisierung des Netzes stattfinden muss. Z.B. könnte
die Situation eintreten, dass einige Knoten nach einem Ausfall wieder in Betrieb
gehen. Sinnvollerweise sollten diese Knoten bei den von ihnen erzeugten Nach-
richten wieder mit der Folgenummer 0 beginnen, jedoch könnte dies in anderen
Netzteilen zu unerwünschten Konsequenzen führen. Ein weiteres Problem kann
dadurch entstehen, dass (z. B. aufgrund eines Hardware- oder eines Übertragungs-
fehlers) eine "falsche" Folgenummer übertragen wird; einemögliche Folge (etwa
wenn diese Nummer zu groß war) ist, dass die nächsten von demselben Knoten
erzeugten Nachrichten im Netz ignoriert werden. Im nächsten Abschnitt werden
anhand des ARPANET Möglichkeiten aufgezeigt, wie diese Schwierigkeiten weit-
gehend in den Griff zu bekommen sind.

Selbsttestaufgabe 8.4-1:

Es sei das folgende Netz gegeben:

Betrachtet wird die folgende Situation: A möchte eine Nachricht per Broadcasting
verschicken. Es wird Flooding mit Folgenummern angewendet, wobei vorausgesetzt
sei, dass jeder Knoten von A zuletzt die Folgenummer 4 erhalten hat.

Erläutern Sie, was geschieht, wenn die von A nach B gesendeteNachricht irrtümlich
mit der Folgenummer 2 versehen ist.
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8.5 Das Routing im Internet

Das ARPANET als Vorläufer des Internet war eines der ersten großen Netze zur
Datenkommunikation, die geographisch verteilte Rechner mit Nutzern und Peri-
pheriegeräten verbinden. Es ging um 1970 in den USA in Betrieb. Das ARPA-
NET wurde ursprünglich konzipiert von der US Defense Advanced Research Pro-
ject Agency (DARPA, später nur ARPA), zunächst als reines Forschungsnetz. Zu
Anfang noch basierend auf konventionellen Festverbindungen zwischen Endpunk-
ten, hat das Netz eine Vorreiterrolle für Paketnetze gespielt. Später (um 1980)
wurde das ARPANET zum Backbone des neuen Internets und für die frühen Expe-
rimente mit TCP/IP benutzt. Das ARPANET selbst wurde späterin zwei eigenstän-
dige Netze aufgeteilt: Der Forschungsteil behielt den Namen ARPANET, der Mili-
tärabschnitt wurde unter dem Namen MILNET bekannt. Der militärische Ursprung
des ARPANET ist kein Zufall: gerade das Bedürfnis nach besonders zuverlässi-
gen Netzen hat zur Entwicklung von Paketnetzen (mit ihren sehr flexiblen Mög-
lichkeiten des Routing) geführt. Auf diese Aspekte kommen wir an späterer Stelle
zurück. Mittlerweile ist das Internet weltweit zum dominierenden Kommunikati-
onsnetz geworden, über das nicht nur geschäftliche Kommunikation abgewickelt
wird – auch für die privaten Nutzer sind E-Mail-Kommunikation und das "Sur-
fen" im World Wide Web zur Selbstverständlichkeit geworden. Die Dominanz der
TCP/IP-Protokolle wirkt heute auch in die Unternehmensnetze hinein (unter dem
Begriff Intranet), und selbst das konventionelle Telefonnetz wird zunehmend mit
der TechnikVoice over IPdurch das Internet ersetzt.

Wie funktioniert das Routing im Internet?

Das für das Routing auf Schicht 3 zuständigeIP-Protokoll arbeitet grundsätzlich im
Datagramm-Modus. Dies bedeutet, dass ein Rechner im Internet ein Datenpaket,
welches nicht für ihn selbst bestimmt ist, entsprechend derin dem Paket eingetra-
genen Zieladresse an denjenigen von ihm direkt erreichbaren Rechner weitersendet,
der ihm für dieses Ziel am günstigsten erscheint. Im allgemeinen wird das ein Rech-
ner sein, der auf dem (bzw. allgemeiner: einem) kürzesten Weg zum Ziel liegt. Da
jeder Zwischenrechner auf dem Weg vom ursprünglichen Absender zum endgülti-
gen Empfänger seine Routing-Entscheidung (also: An wen schicke ich das Paket
weiter?) aufgrund der ihm vorliegenden Informationen (auch über den aktuellen
Netzzustand) selbständig trifft, "weiß" der Absender nicht, welchen konkreten Weg
sein Paket zu dem von ihm gewünschten Ziel nehmen wird. Auch ist es durch-
aus möglich, dass zwei von demselben Absender kurz hintereinander verschickte
Pakete zum selben Ziel trotzdem auf unterschiedlichen Wegen laufen.3 In den ersten
zehn Jahren des Betriebes wurde im ARPANET der verteilte asynchrone Bellman-
Ford Algorithmus für die Ermittlung kürzester Wege verwendet. Die Länge einer
Kante steht dabei zu ihrer aktuellen Belastung in Beziehung, genauer: ein Kno-
ten A bemisst die Länge der Kante zum Nachbarn B mit Hilfe der Länge der

3 Auf das optional möglicheSource Routing, bei dem der Versender eines Datenpakets die
genaue Route im vorhinein festlegen kann, gehen wir nicht ein. Es wird z. B. für den Test von
Routen verwendet.
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Warteschlange von Nachrichten, die im Punkt A auf die Übertragung längs die-
ser Kante warten. (Die Kanten haben folglich verschiedene Längen für die beiden
Richtungen.) Benachbarte Knoten tauschen bei dieser Realisierung alle 625 msec
ihre geschätzten Abstände zu allen Zielen aus. Das Hauptproblem, das dann zur
Änderung des Routing-Verfahrens im ARPANET führte, lag hier bei der mangeln-
den Stabilität (vgl. Abschnitt 8.3): dadurch, dass die Warteschlangenlängen sich
laufend ändern, wurde ein optimaler "Endzustand" durch denAlgorithmus so gut
wie nie erreicht, das Resultat waren ständige Oszillationen. Die Addition eines Bias-
faktors zu den Kantenlängen verhinderte dies, hatte aber den Effekt, dass das Netz
nun nicht mehr sensibel genug auf Verkehrsstaus reagieren konnte. Im Jahre 1980
wurde ein neues Routing-Verfahren ins ARPANET eingeführt.Zur Bestimmung der
kürzesten Wege gibt es keine "Kooperation der Knoten" mehr,vielmehr berechnet
jeder Knoten für sich die kürzesten Wege zu allen anderen (mit dem Algorithmus
von Dijkstra). Jeder Knoten beobachtet die Längen der von ihm ausgehenden Kan-
ten und teilt diese per Rundspruch mit dem Flooding-Verfahren allen anderen Kno-
ten mit, und zwar mindestens einmal alle 60 Sekunden. Doch dies ist alles "Schnee
von gestern". Wie im folgenden erläutert wird, erlaubt die heutige komplexe Struk-
tur des Internet die Anwendung mehrerer Routing Verfahren auf unterschiedlichen
Ebenen. Für die folgenden Abschnitte wird beim Leser die Kenntnis der einfachsten
Grundlagen derTCP/IP-Protokolle vorausgesetzt, insbesondere sollte die Form der
IP-Adressen bekannt sein.

Beispiel 8.5-1:
Das Grundprinzip des aktuell verwendeten Routing im Internet wird am besten
vorab durch ein Beispiel illustriert. Im folgenden Bild sind vier Kommunikati-
onsnetze dargestellt, die durchRoutermiteinander verbunden sind und so einen
typischen kleinen Ausschnitt des Internet darstellen. Unter den vier Netzen kann
man sich z. B. jeweils ein auf derEthernet-Technikbasierendes Unternehmens-
netz vorstellen.

Netz

45.0.0.0

Netz

112.0.0.0

Netz

11.0.0.0

Netz

23.0.0.0

45.0.0.7

112.0.0.7

23.0.0.7112.0.0.5

11.0.0.723.0.0.5

R SQ

Zwischen den vier Netzen sind RouterQ, RundSeingezeichnet. Ferner sindIP-
Adressen eingetragen, deren vier Bytes (entsprechend Version IPv4von IP) wie
üblich dezimal angegeben sind. Beispielsweise ist dem links eingezeichneten
Netz die Netzadresse 45.0.0.0 zugeordnet, was bedeutet, dass die zu diesem
Netz gehörenden Hosts Adressen der Form 45.0.0.1, 45.0.0.2etc. besitzen. Die
Router haben mehrereIP-Adressen, da sie in beiden Netzen beheimatet sind,
die von ihnen verbunden werden - beispielsweise hatQ als IP-Adressen sowohl
45.0.0.7 als auch 112.0.0.7.
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Im folgenden Bild ist dieRouting-Tabelledes RoutersR gezeigt:

Ziel in Netz Routing-Entscheidung
23.0.0.0 direkte Zustellung
112.0.0.0 direkte Zustellung
45.0.0.0 an 112.0.0.7
11.0.0.0 an 23.0.0.7

Da R zu den beiden Netzen 112.0.0.0 und 23.0.0.0 gehört, kann dieser Router
Pakete für Hosts in diesen beiden Netzen direkt zustellen (entsprechend den dort
vorhandenen Protokollen und Adressen, z. B. nach Ethernet-Standard). Emp-
fängt R jedoch ein Datagramm mit Zieladresse 45.0.0.3 bzw. will selbst ein
solches verschicken (was hinsichtlich des Routing keinen Unterschied macht),
so sagt ihm seine Tabelle, dass er dieses Paket an die Adresse112.0.0.7 weiter
schickt, denn dies ist der zuständige nächste Router, den erdirekt erreichen kann
(weil dieser wie er selbst zum Netz 112.0.0.0 gehört).

Zunächst eine Begriffsklärung: In dem Beispiel 8.5-1wird zwischenHostrechnern
undRouternunterschieden. Ein Hostcomputer ist in der Regel direkt an ein einzel-
nes physisches Netz angeschlossen, wie z. B. ein Rechner in einem Ethernet-LAN.
Es gibt jedoch auch sogenannteMulti-Homed-Hosts, die an mehrere Netze ange-
schlossen sind. Ein Router ist immer an zwei oder mehr Netze angeschlossen, um
seinen Zweck erfüllen zu können: Pakete von einem Netz in einanderes zu übertra-
gen. Da auch ein Host Routing-Entscheidungen treffen muss (nämlich an welchen
der im gleichen Netz angeschlossenen Router ein Datenpaketzu schicken ist), ist die
Trennung zwischen Hosts und Routern nicht ganz scharf. Auf den Punkt gebracht
kann man jedenfalls sagen: Ein Host überträgt keine Pakete von einem Netz in ein
anderes.

Das Beispiel 8.5-1 wirft eine Reihe von Fragen auf, die direkt mitten in das Thema
des Routing im Internet führen:

1. Muss jeder Host und jeder Router alle an das Internet angeschlossenen Netze
kennen, um über vollständige Routing-Tabellen zu verfügen?

2. Wie werden die Routing-Tabellen erstellt? Wie werden sieaktualisiert (z. B.
bei Ausfällen von Routern oder Verbindungen)?

Es leuchtet ein, dass es unmöglich wäre, Routing-Informationen für viele Millio-
nen Zieladressen in jeder Routing-Tabelle eines beliebigen Rechners zu speichern
und diese laufend zu aktualisieren. Hier hilft diehierarchische Strukturdes Inter-
net sowie die Möglichkeit, Hierarchien durch die Bildung von Subnetzenin den
IP-Adressen abzubilden – darauf gehen wir in Kürze ein. Zunächst müssen wir uns
den Aufbau des heutigen Internet noch einmal genauer ansehen.

Das Internet besteht aus einer Reihe vonAutonomen Systemen(Teilnetzen), die
sich im Laufe der Zeit entwickelt haben, und dem sogenanntenCore Network
(Kernnetz), das für die Verbindung der Autonomen Systeme untereinander sorgt.
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Ein Autonomes System, das in der Regel aus mehreren Netzen besteht, unterliegt
einer lokalen Administration. Beispiele für Autonome Systeme sind das Netz von
T-Online oder das Deutsche Forschungsnetz, an dem alle Universitäten angeschlos-
sen sind. Die Netze eines Autonomen Systems sind untereinander mit Hilfe von
internen Gatewaysverbunden, die auchRouterheißen. Ferner verfügt ein Auto-
nomes System über einexternes Gateway, das die Verbindung zum Core Network
herstellt. In der folgenden Grafik ist ein fiktiver Ausschnitt des Internet mit zwei
Autonomen Systemen dargestellt:

Autonomes System Autonomes System

Core Network

(Kernnetz)

Netz

Internes Gateway (Router)

Externes Gateway

Mit Hilfe der Subnetz-Adressierung, durch dieIP-Adressen flexibler gehandhabt
werden können, ist es nun möglich, die hierarchische Struktur des Internet in den
IP-Adressen abzubilden. Das Prinzip ist im nächsten Bild am demselben fiktiven
Beispiel wie oben dargestellt.
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R

Autonomes System Autonomes System

Core Network

(Kernnetz)

10.1.1.8

10.1.1.0

10.1.2.8

10.1.1.12

10.1.4.12

10.1.4.0 10.1.2.0

10.1.1.5

10.1.3.5

10.1.4.8

10.1.3.8

10.1.2.7

10.1.3.7

10.1.3.0

10.1.0.0

20.3.0.020.3.1.0

20.3.2.0

20.3.0.0

H

10.1.3.100

Die Routing-Tabelle des RoutersR könnte nun folgendermaßen aussehen:

Ziel in Netz Routing-Entscheidung
10.1.1.0 direkte Zustellung
10.1.3.0 direkte Zustellung
10.1.2.0 an 10.1.3.7
10.1.4.0 an 10.1.3.8

nicht in 10.1.0.0 10.1.3.100

Der HostH könnte mit folgender Routing-Tabelle arbeiten:

Ziel in Netz Routing-Entscheidung
10.1.4.0 direkte Zustellung
10.1.1.0 an 10.1.4.12
10.1.2.0 an 10.1.4.12
sonstiges an 10.1.4.8
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Man sieht an diesem Beispiel: Durch die Ausnutzung der Struktur können die
Routing-Tabellen recht schlank gehalten werden. Der hier betrachtete Router muss
die jenseits des externen Gateways liegenden Rechner des Internet überhaupt nicht
"kennen" – er muss nicht einmal wissen, aus welchen einzelnen Rechnern das zu
seinem eigenen Autonomen System gehörende Netz 10.1.2.0 besteht! HostH muss
noch weniger wissen! Wir fassen noch einmal zusammen:

• Endgeräte eines Netzes benötigen nur die Routing-Informationen, um Data-
gramme an andere Endssyteme oder interne Gateways des eigenen Netzes schi-
cken zu können.

• Interior Gateways können Datenpakete nur an Endgeräte oderGateways schi-
cken, die innerhalb des gleichen Autonomen Systems liegen.

• Exterior Gateways besitzen Routing-Informationen, die esihnen gestattet,
Nachrichten an Interior Gateways ihres Autonomen Systems oder an andere
Exterior Gateways zu versenden.

Diese Punkte haben die wichtige Konsequenz, dass innerhalbder verschiedenen
Autonomen Systeme durchaus unterschiedliche Routing-Protokolle zum Aufbau
und zur Pflege der Routing-Tabellen verwendet werden können- solange der Kon-
takt zur "Außenwelt" über das externe Gateway ordentlich funktioniert, ist der
Innenverkehr eines Autonomen Systems für diese Außenwelt nicht von Belang.
Man unterteilt daher die Routing-Protokolle in die folgenden Kategorien

• dasAddress Resolution Protocol(ARP) für Endsysteme;

• die Interior Gateway Protocols(IGPs) wie z. B.
- dasRouting Information Protocol(RIP),
- dasOpen Shortest Path First Protocol(OSPF)
für die Verwendung innerhalb Autonomer Systeme;

• dieExterior Gateway Protocols(EGPs) wie z. B.
- dasspezielle Exterior Gateway Protocol(EGP),
- dasBorder Gateway Protocol(BGP)
für Exterior Gateways.

Aus Sicht der Graphentheorie sind besonders dieIGPsvon Interesse, weshalb die
beiden obengenannten VertreterRIP und OSPF im folgenden skizziert werden.
Das ARP-Protokoll wird benötigt, damit ein Rechner ein Internet-Paket (mit IP-
Zieladresse) an den richtigen Computer innerhalb seines eigenen Netzs senden kann
- durch ARP wird die zu derIP-Adresse gehörende physische Hardwareadresse
ermittelt. BeiEGPhandelt es sich eigentlich nicht um ein Routing-Protokoll,viel-
mehr müsste man von einem Erreichbarkeits-Protokoll sprechen. Es wird verwen-
det, um dem Core Network und den Exterior Gateways anderer Autonomer Sys-
teme Informationen über die Erreichbarkeit seiner eigenenNetze mitzuteilen. Mit
der Weiterentwicklung zumBGPwerden neben der Erreichbarkeit weitere Informa-
tionen ausgetauscht (wie z. B. der nächste Router, den man auf dem Weg zu einem
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bestimmten Ziel nutzen sollte), auf deren Basis bessere Routing-Entscheidungen
möglich sind. Auf Details gehen wir hier nicht ein.

Das Routing Information Protocol (RIP)DasRIP ist das am häufigsten innerhalb
Autonomer Systeme verwendete Routing-Protokoll. Es handelt sich um ein ver-
teiltes Protokoll, das einenDistance Vector Algorithmus(DVA) verwendet. Typisch
für einen solchen Algorithmus ist, dass eine Metrik zur Bestimmung des Abstands
zweier Router verwendet wird; die Metrik kann dabei auf dem graphentheoretischen
Abstand beruhen (Anzahl der Zwischen- knoten auf einem kürzesten Weg) oder auf
der Übertragungszeit zwischen den Routern. SolcheDVAsbenutzen jedoch in jedem
Fall einen verteilten Algorithmus: Mit Hilfe von Broadcast-Nachrichten werden
Routing-Informationen ausgetauscht, aufgrund derer jedem Router des Autonomen
Systems der Aufbau seiner Routing-Tabelle ermöglicht wird, in der für jedes Ziel
der günstigste direkt erreichbare Nachbarrouter eingetragen ist. BeimRIP-Protokoll
wird als Metrik die Anzahl der Router verwendet, die bei der Übertragung von
Paketen auf dem Weg zum Ziel durchlaufen werden müssen. (Manspricht auch von
Hop Counts.) Es ist hierfür ein maximaler Wert von 15 Hop Counts vorgesehen,
d. h. ein Netz mit einem größeren Wert gilt als unerreichbar.Von seiten der Netzad-
ministration besteht die Möglichkeit, den Hop Count für einen Weg künstlich zu
erhöhen und so diesen Weg anders zu gewichten - dies mag z. B. für eine Satelli-
tenstrecke sinnvoll sein, auf der längere Übertragungszeiten entstehen. Resultat des
RIP-Protokolls ist jedoch stets nur ein Weg zu einem bestimmtenZiel.

Beispiel 8.5-2:
Den Ablauf desRIP-Protokolls zum Aufbau und der ständigen Aktualisierung
der Routing-Tabellen illustrieren wir zunächst anhand eines Beispiels für ein
Autonomes System, das im nächsten Bild dargestellt ist.

R1

R2R4

R3

Netz 1 Netz 2

Netz 4 Netz 3
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Bei der Initialisierung der Routing-Tabellen trägt jeder Router für die bei ihm
direkt angeschlossenen Netze die Distanz 0 ein:

R1

Netz Distanz
1 0
2 0

R2

Netz Distanz
2 0
3 0

R3

Netz Distanz
3 0
4 0

R4

Netz Distanz
4 0
1 0

Nach dieser Initialisierung beginnt der Austausch der Routing-Informationen,
mit dem die Tabellen vervollständigt bzw. danach ständig aktualisiert werden.
DasRIP-Protokoll verwendet dazu einen Broadcast-Mechanismus, mit dem ein
Router den anderen Routern in regelmäßigen Abständen (alle30 Sekunden)
seine neuen Tabellen mitteilt. Jeder Router vergleicht diein den Broadcast-
Nachrichten propagierten Routen mit den bisherigen eigenen und korrigiert ggf.
seine Tabellen. Für unser Beispiel sind bereits nach dem ersten Broadcast die
Tabellen vollständig wie folgt aufgebaut. (Dabei ist zusätzlich notiert, über wel-
chen direkt erreichbaren Router die angegebene Distanz zu realisieren ist.)
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R1

Netz Distanz / über Router
1 0 /R1

2 0 /R1

3 1 /R2

4 1 /R4

R2

Netz Distanz / über Router
1 1 /R1

2 0 /R2

3 0 /R2

4 1 /R3

R3

Netz Distanz / über Router
1 1 /R4

2 1 /R2

3 0 /R3

4 0 /R3

R4

Netz Distanz / über Router
1 0 /R4

2 1 /R1

3 1 /R3

4 0 /R4

Wie man an dem Beispiel sieht, istRIP ein recht einfaches Protokoll. Allerdings
hat es einige Schwächen, aufgrund derer zusätzliche Mechanismen eingeführt wur-
den. Eine Schwäche ist die derlangsamen Konvergenz: Nach einer Veränderung im
Netz - z. B. dem Ausfall einer Leitung - kann es übermäßig lange dauern, bis sich
stabile neue Routing-Tabellen herausgebildet haben (siehe auch in Abschnitt 8.4, in
dem derartige Probleme diskutiert werden). Das Problem kann am folgenden Bild
verdeutlicht werden:

Netz 1 R1 R3R2
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Es sind drei Router mit einer Route zu Netz 1 gezeigt. Fällt nun die Verbindung
vonR1 zu Netz 1 aus, so bekommtR1 möglicherweise noch vonR2 die Broadcast-
Nachricht, dass er Netz 1 mit einem Hop erreichen könne, worauf R1 seine Tabelle
dahingehend aktualisiert, dass er nun Netz 1 mit 2 Hops erreichen kann usw. Wie
man leicht sehen kann, "schaukeln" die beiden Router nun ihre Abstände zu Netz 1
gegenseitig bis zum maximalen Hop Count von 16 hoch, worauf Netz 1 schließlich
als unerreichbar eingetragen wird.

Um dieses Problem zu umgehen, hat man dieSplit Horizon Technikeingeführt:
Danach wird eine Routing-Information nicht anallebenachbarten Router geschickt.
Dadurch wird verhindert, dass eine Information an einen Router (zurück) über-
tragen wird, von dem diese Information stammt. Für bestimmte Situationen dient
Split Horizon dem schnelleren Aufbau von stabilen Routing-Tabellen. Eine andere
Technik zur Vermeidung der langsamen Konvergenz ist das sogenannteHold Down.
Bei diesem Verfahren ignorieren Router für eine bestimmte Zeit (ca. 60 Sekunden)
Nachrichten, die einen zuvor als nicht erreichbar gekennzeichneten Router für über
eine andere Route erreichbar erklären. Damit soll erreichtwerden, dass alle Router
"in Ruhe" die Nachricht über eine ausgefallene Verbindung verarbeiten können und
nicht immer wieder Wege angepriesen bekommen, die die ausgefallene Verbindung
nutzen.

Das Open Shortest Path First Protocol

DasOSPFhat historischRIP als Standard Interior Gateway Protocol abgelöst, ins-
besondere bei großen Netzen.

Im Gegensatz zuRIP, dass wie oben gesagt zu denDistance VectorProtokollen
zählt, handelt es sich beiOSPFum einLink StateProtokoll. Prinzipieller Unter-
schied ist, dass hierbei zwar jeder Router die gesamte Netztopologie (also den gan-
zen Graphen) "kennen" muss, dass er als Routing-Informationen jedoch nur den
Zustand der direkt an ihn angeschlossenen Verbindungen verbreitet. Aus den erhal-
tenen Informationen baut jeder Router dann seine Routing-Tabelle auf bzw. aktua-
lisiert diese immer wieder.

Der genauere Ablauf ist folgendermaßen:

Jeder Router testet den Status aller zu ihm benachbarten Router (genauer gesagt:
untersucht die Schnittstelle aus seiner Sicht) – zwei Router sind dabei im zugehö-
rigen Graphen benachbart, wenn sie an einem gemeinsamen Netz angeschlossen
sind. Ist der Nachbar erreichbar, so ermittelt er einen dazugehörenden Kostenwert,
der zu der nutzbaren Bandbreite umgekehrt proportional ist; die entsprechende Gra-
phenkante bekommt also eine Bewertung. Ferner verbreitet jeder Router periodisch
per Broadcast die Informationen über die von ihm getestetenLinks an alle ande-
ren Router. Immer dann, wenn ein Router eine solcheLink Status Nachrichterhält,
aktualisiert er seine eigene "Karte" des Netzes (bzw. Autonomen Systems). Hat sich
ein Link-Status geändert, werden die Routen neu berechnet,indem mit dem Algo-
rithmus von Dijkstra ein Baum kürzester Wege aus Sicht des betreffenden Routers
aufgestellt wird.
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Wir illustrieren das Verfahren an einem kleinen Beispiel, das im folgenden Bild
dargestellt ist. Es sind drei Netze (mitIP-Adressen, wie bei Ethernet-Netzen üblich
einfach durch eine Linie dargestellt) und vier Router zu sehen, wobei wir die Situa-
tion aus Sicht des Routers RTA betrachten. (Das Beispiel istden Internet-Seiten der
Firma CISCO entnommen.)

RTA

RTB
RTC

RTD

10

8 5

10
10

5

192.213 .11.0

222.211 .10.0

5

128 .213 .0.0

Das Bild zeigt auch die aktuellen Kosten, wobei auf die Richtung der Pfeile zu ach-
ten ist: Beispielsweise sind die Kosten der Schnittstelle von RTB nach 128.213.0.0
(mit Wert 8) für die Kosten von RTA nach 192.213.11.0 nicht von Bedeutung. Die
für RTA relevante reduzierte Graphenstruktur ist im nächsten Bild noch einmal
gezeigt:

RTA

RTCRTB

RTD

Netz

128.213.0.0

Netz

222.211.10.0

Netz

192.213.11.0

10

5

5

10

Das dritte Bild zeigt nun schließlich das Ergebnis, zu dem RTA für seine Routing-
Tabelle mit diesen Informationen kommt. Da RTA in diesem Beispiel das Netz
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222.211.10.0 sowohl über RTC als auch über RTB und RTD mit Kosten 20 errei-
chen kann, werden hier beide Routen gezeigt - m. a. W. beschränkt man sich nicht
wirklich auf die Konstruktion eines Baumes. Das Verfahren lässt mehrere Routen
zum Ziel zu.

RTA

RTB RTC

RTD

10

10

10

10

5

192.213.11.0

222 .211 .10.0

5

128 .213 .0.0

5

RTA erstellt nun abschließend seine Routing-Tabelle, wobei pro Ziel nur der (oder
mehrere mögliche) direkte Nachbar(n) - sozusagen derNext Hop- eingetragen wird.

Das OSPF-Protokoll hat zunächst den Vorteil, dass jeder Router die Routen auf
Basis der gleichen Daten unabhängig berechnet. Da jeder Router die Berechnungen
lokal durchführt, gibt es keine Probleme mit der Konvergenz. Weil die Link-Status-
Nachrichten nur Informationen über die direkten Verbindungen eines Routers ent-
halten, ist die Größe dieser Nachrichten auch von der Gesamtgröße des Autonomen
Systems (enthaltene Netze) unabhängig.OSPFhat eine Reihe weiterer Vorteile, die
von denen im folgenden einige aufgezählt werden, ohne dass genauer darauf einge-
gangen wird:

• OSPF schließt sogeanntesServicetyp-Routingein. Dies bedeutet: Wenn ein
Datagramm geroutet wird, nutzt ein Router neben der Zieladresse auch die
Servicetyp-Felder desIP-Headers, um eine Route zu wählen. Dadurch können
mehrere Wege zu demselben Ziel genutzt werden (je nach Servicetyp).

• OSPFarbeitet mitLoad Balancing. Dies bedeutet: Sind zu einer Zieladresse
mehrere Routen mit den gleichen Kosten in der Routing-Tabelle festgehalten,
so wird der entsprechende Verkehr von dem Router gleichmäßig über alle diese
Routen verteilt.
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• OSPFbietet den Autonomen Systemen die Möglichkeit, ihre Netze und Rou-
ter in Bereiche(Areas) einzuteilen. Die Kenntnis der genauen inneren Struktur
eines Bereiches bleibt den anderen Bereichen verborgen. (Dies ist analog zu den
Autonomen Systemen auf höherer Ebene, deren Interna untereinander ebenfalls
verborgen sind.) Dadurch sind die Netze leichter zu verwalten, insbesondere bei
Wachstum.

• OSPF lässt zu, dass der Nachrichtenaustausch zwischen Routern authentifi-
ziert wird. So wird sicher gestellt, dass nur vertrauenswürdige Router Routing-
Informationen propagieren können.

• OSPFgibt Administratoren die Möglichkeit, eine virtuelle Netztopologie (also
einen zugrunde liegenden Graphen) zu beschreiben, bei der auch dann eine
virtuelle Verbindung zwischen zwei Routern (Kante im Graphen) definiert ist,
wenn die physische Verbindung zwischen diesen Routern nicht direkt ist (son-
dern z. B. ein Transitnetzwerk nutzt).

Selbsttestaufgabe 8.5-1:

Erläutern Sie, wieso es im Internet möglich ist, dass eine Nachricht auf einem
bestimmten Weg zum Zielknoten läuft, obwohl es dazu einen kürzeren Weg gegeben
hätte.

8.6 Das Routing im Zeichengabesystem Nr. 7

Beim Zeichengabesystem Nr. 7handelt es sich um ein international standardi-Zeichengabesystem
Nr. 7siertes Zentralkanal-Zeichengabesystem. Es ist geeignetfür den Einsatz in digi-

talen Kommunikationsnetzen mit speicherprogrammierten Vermittlungsstellen und
arbeitet paketorientiert. Das ZGS Nr. 7 und seine Protokolle sind in den CCITT-
Empfehlungen Q.700 bis Q.795 beschrieben (s. Literaturverzeichnis).

ZGS Nr. 7 wurde zunächst konzipiert für "call control signalling" für Telefon,
ISDN, leitungsvermittelte Datendienste etc., es ist jedoch auch für andere Informa-
tionstypen nutzbar (z. B. zwischen speziellen Rechnern in Kommunikationsnetzen
für Zwecke von Management oder Maintenance). Im ISDN-Netz der Deutschen
Telekom wird ZGS Nr. 7 für die "Zwischenamtssignalisierung" benutzt. Wir wer-
den im folgenden von dem Anwendungshintergrund weitgehendabstrahieren und
ZGS Nr. 7 als eine weitere Variante der Paketvermittlung betrachten, auf deren Art
von Routing wir unser besonderes Augenmerk richten.

Das Routing im ZGS Nr. 7 kann als statisch bezeichnet werden.Die extremste Form
statischen Routings hatten wir bereits in Abschnitt 8.1 betrachtet: für jeden Ziel-
knoten X wird ein Baum kürzester WegeBX erstellt, und in jedem Knoten werden
Routing-Tabellen gespeichert, die diesen Bäumen entsprechend eingerichtetsind. Routing-Tabellen
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Beispiel 8.6-1:
Wir betrachten das folgende Netz. (Alle Kanten haben die Länge 1.)

Für jeden KnotenX sei ein Baum kürzester Wege (für das ZielX) ausgewählt:

Die Routing-Tabellen sehen also folgendermaßen aus:

In Knoten A: Ziel B C D
Nachbar B C D

In Knoten B: Ziel A C D
Nachbar A C C

In Knoten C: Ziel A B D
Nachbar A B D

In Knoten D: Ziel A B C
Nachbar A A C
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Die soeben beschriebene Art des Routing könnte man alsfestes Routingbezeich- festes Routing

nen. In der englischen Literatur wird es als "fixed routing" oder auch "directory rou-
ting" aufgeführt. Hat man es mit einem Netz zu tun, in dem wenig Verkehr abgewi-
ckelt wird und die Knoten und Kanten recht zuverlässig sind,so ist dieses Routing
einfach und leistungsfähig.

Die Nachteile des Verfahrens liegen auf der Hand. Bereits inAbschnitt 8.1 wurde
die Tatsache angesprochen, dass der Ausfall einer Kante sofort gewisse Kommu-
nikationsbeziehungen stört, da keine Ersatzwege vorgesehen sind. Eine Verbesse-
rungsmöglichkeit, von der in einigen Netzen Gebrauch gemacht wurde, liegt darin,
dass jeder Knoten mehrere Routing-Tabellen gespeichert hat, zwischen denen er
umschalten kann, wenn er über gewisse Ausfälle Kenntnis erlangt. (Dies hat starke
ähnlichkeit mit dem im ZGS Nr. 7 angewendeten Verfahren, welches im folgenden
behandelt wird.)

Bei homogenem Verkehrsaufkommen im Netz werden die Kanten u. U. – je nach
Auswahl der Bäume – sehr ungleichmäßig belastet sein. Es istkeine leichte Auf-
gabe, insbesondere auch bei unterschiedlichem Verkehrsaufkommen, die Wahl der
Bäume in diesem Sinne günstig zu treffen. Eine Möglichkeit besteht auch darin, den
Verkehr zu einem Ziel in einem prozentual festen Verhältnisüber mehrere Nach-
barknoten abzuwickeln - dies bedeutet dann ein Abrücken vonder starren durch die
Bäume gelieferten Routing-Regel.

Ein weiteres Problem liegt schließlich darin, dass dieBidirektionalität verletzt sein Bidirektionalität

kann: fällt im obigen Beispiel die Kante AB aus, so kann (wennnicht auf andere
Tabellen umgeschaltet wird) D keine Nachrichten mehr an B versenden, jedoch B
noch welche an D. Auch das Problem der Bidirektionalität werden wir beim ZGS
Nr. 7 aufgreifen.

Beim Routing im ZGS Nr. 7 hat jeder Knoten ebenfalls Routing-Tabellen. Der Ein-
trag für einen Zielknoten besteht allerdings nicht nur aus einem Nachbarknoten,
zu dem der betreffende Verkehr weitergereicht wird, sondern aus einer geordne-
ten Liste mehrerer Nachbarknoten. Die Handhabung ist folgendermaßen: ein Paket,
welches von Knoten X weitergereicht werden soll und die Zieladresse Z trägt, wird
von X an den ersten ihm aktuell verfügbaren Nachbarn aus seiner Routing-Tabelle
für Ziel Z geschickt.

Beispiel 8.6-2:
(s. auch Beispiel 6.1-8)
Das folgende Netz mit Routing-Tabellen mit jeweils zwei Einträgen sei gege-
ben:
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Hat also z. B. Knoten 1 eine Nachricht mit Zieladresse 4 zu versenden, so schickt
er diese unter normalen Umständen direkt an 4; ist dies jedoch nicht möglich
(etwa wegen Ausfalls der Kante 14), so schickt er sie an den Knoten 2, usw.

Es ist offensichtlich, dass bei dieser Art von Routing die Wege zu einem Ziel Z
nicht – wie bei festem Routing – einen Baum bilden. Bei Beispiel 8.6-2 bekommt
man vielmehr einen gerichteten Graphen, bei dem jeden von Z verschiedenen Kno-
ten zwei gerichtete Kanten verlassen. Für den Knoten 4 als Ziel ergibt sich bei-
spielsweise der folgende gerichtete Graph, den wir später mit G(→ 4) bezeichnen
werden:

Je nach Fragestellung können auch die Prioritäten der einzelnen gerichteten Kanten
mit berücksichtigt werden (etwa als Kantenbewertung).

An dieser Stelle ist es nötig, kurz einige der für das Routingrelevanten Strukturen
und Protokollabläufe des ZGS Nr. 7 zu betrachten.
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Im obigen Beispiel 8.6-2 bestehen die Listen in den Routing-Tabellen aus jeweils
zwei Einträgen. Diese Anzahl ist in den CCITT-Empfehlungennicht festgelegt. Es
gibt Implementierungen, bei denen jeweils acht Tabellenplätze vorgesehen sind, die
jedoch nicht alle gefüllt werden müssen. Im Gegenteil werden unsere Überlegun-
gen bald zeigen, dass niemals von jedem Knoten für jedes Zielacht Möglichkeiten
vorgesehen sein dürfen! (Im folgenden werden wir bei der mathematischen For-
malisierung von einer Höchstzahl vonπ und Mindestzahl von 2 Tabellenplätzen
ausgehen. Es zeigt sich allerdings, dass schon fürπ = 2 die Probleme genügend
komplex werden, um die meisten Effekte daran studieren zu können.)

Von zentraler Bedeutung für das Routing ist dietransfer prohibited procedure, die transfer prohibited
procedureu. a. dafür sorgt, dass sich Informationen über ausgefallene Teile des Netzes verbrei-

ten. Genauer: ein Knoten, der feststellt, dass er ein gewisses Ziel nicht mehr errei-
chen kann, teilt dies allen seinen Nachbarn mit; ein Nachbarwird dann – je nach
Routing-Tabelle – u. U. ebenfalls zu dem Schluss kommen müssen, dass er keine
Nachrichten mehr zu diesem Ziel schicken kann. Die Prozedurbedient sich einer
mit TFP(Z) bezeichneten Nachricht. Ein Knoten X, der diese Nachricht von seinem
Nachbarn Y empfängt, schließt daraus, dass er diesen Nachbarn nicht für Nachrich-
ten, die für das Ziel Z bestimmt sind, nutzen darf. Umgekehrtstellt eine periodisch
ausgeführte "route set test procedure" sicher, dass wiederhergestellte Routen auch
wieder genutzt werden können. Nachrichten, die nicht weitergeleitet werden können
(z. B. weil keiner der in Frage kommenden Nachbarknoten erreichbar ist), werden
verworfen.

Die "transfer prohibited procedure" (TFP) verhindert auchdas Pendeln von Nach-
richten auf einer Kante. Genauer sagt die Empfehlung folgendes (s. 13.2.2 in
CCITT-Empfehlungen Q.704):

Falls Knoten X anfängt (z. B. nach einer Netzänderung), für Knoten Z
bestimmte Nachrichten an seinen Nachbarn Y zu senden, so schickt er zuvor
die Nachricht TFP(Z) an Y.

Der Empfang von TFP(Z) in Y (mit Absender X) ist –wie oben ausgeführt– von
Y so zu interpretieren, dass Y nun (bis auf weiteres) seinen Nachbarn X nichtfür
Nachrichten mit Ziel Z nutzen darf.

Die im ZGS Nr. 7 installierten Flusskontrollmechanismen haben auf das Routing
keinen direkten Einfluss. Auf der Schicht 2 können zwar Kanten überlastet sein,
für das Routing in Schicht 3 stellt sich dies jedoch einfach als Nichtverfügbarkeit
einer Kante zu einem Nachbarn dar. Ein anderer Mechanismus,den das Schicht
3-Routing gar nicht "mitbekommt", besteht darin, bei starkbelasteten Routen die
höheren Schichten von Ursprungsknoten "aufzufordern", ihren von diesen Routen
zu tragenden Verkehr zu reduzieren.

Wir lassen bei unseren Betrachtungen zum Routing im ZGS Nr. 7eine Möglich-
keit außer Betracht, die von der CCITT-Empfehlung Q.704 eingeräumt wird und
in Implementierungen auch realisiert ist: die MöglichkeitderLastteilung. Darun- Lastteilung

ter ist zu verstehen, dass die Nachrichten für ein Ziel nichtsämtlich zu dem laut
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Tabelle ersten verfügbaren Nachbarn gesendet werden, sondern dass dieser Verkehr
gleichmäßig auf zwei oder mehr Nachbarn aufgeteilt wird.

Für unsere weitere Vorgehensweise wird es notwendig sein, die für das Routing
im ZGS Nr. 7 relevanten Begriffe etwas weitergehender zu formalisieren, um dann
interessierende Aussagen mathematisch beweisen zu können. Da wir andererseits
nicht überformalisieren wollen (mit den bekannten negativen Folgen), wird es gele-
gentlich nötig sein, die ZGS Nr. 7 - Protokolle heranzuziehen, um über die Randbe-
dingungen und Ziele der Untersuchungen Klarheit herzustellen.

Für den Rest dieses Abschnitts gehen wir immer davon aus, dass ein zusammenhän-
geder ungerichteter GraphG mit n Ecken gegeben ist. Der Einfachheit halber wird
angenommen, dass die Ecken mit den Zahlen1, 2, ..., n bezeichnet sind. Die Kan-
ten sind nicht bewertet. Die Knoten sind alle von gleicher Art, d. h. können sämtlich
Nachrichten versenden, empfangen oder weiterleiten. Letzteres stellt eine Vereinfa-
chung gegenüber den ZGS Nr. 7 - Empfehlungen dar, die verschiedene Arten von
Knoten erlauben (z. B. solche, die keine Nachrichten weiterleiten können).

Ein Routing-Plan mit π Prioritäten fürG ist eine dreidimensionale AnordnungRouting-Plan

C = (c(i, j, k) | i = 1, ..., π; j, k = 1, ..., n).

Dies ist so zu lesen:c (i, j, k) ist der Nachbarknoten vonj, der für Nachrichten mit
Ziel k, die vonj zu versenden sind, als i-te Priorität zur Verfügung steht. (Diese
Definition ist aus [KLE] übernommen und auch in [POG1, POG2] verwendet wor-
den.)

Wir nehmen stetsc(1, j, k) 6= c(2, j, k) an, jedoch kann füri ≥ 2 gelten
c(i, j, k) = c(i + 1, j, k). Dies bedeutet, dass dem Knotenj für Ziel k min-
destens zwei Nachbarn zur Verfügung stehen – und möglicherweise keine weite-
ren. Eine weitere Annahme ist folgende: existiert inG die Kantejk, so gilt stets
c(1, j, k) = k – wenn m. a. W. eine direkte Kante zum Zielknoten führt, so wird
diese auch mit erster Priorität genutzt.

Wird in C ein j fest gewählt, so erhält man die (vonj verwendeten)Routing-
Tabellen.Routing-Tabellen

Beispiel 8.6-3:
In Beispiel 8.6-2 sind die Routing-Tabellen der einzelnen Knoten angegeben.
Die zu dem Parameter i gehörende "dritte Dimension" ist dabei als Folge (durch
Semikolon getrennt) dargestellt. Insgesamt hat man hier den folgenden Routing-
Plan, in dem j mit den Zeilen und k mit den Spalten variiert:



8.6 Das Routing im Zeichengabesystem Nr. 7 217

1 2 3 4
1 - 2;3 3;2 4;2
2 1;3 - 3;1 4;3
3 1;2 2;4 - 4;1
4 1;2 2;1 3;1 -

Beispiel 8.6-4:
Für den in Beispiel 8.6-2 betrachteten GraphenK4 sei nun der folgende Routing-
Plan gegeben:

1 2 3 4
1 - 2;3 3;2 4;2
2 1;3 - 3;1 4;1
3 1;2 2;1 - 4;1
4 1;2 2;1 3;1 -

Für den Knoten 4 als Ziel ergibt sich der folgende gerichteteGraph:

Die Ausführungen zur "transfer prohibited procedure" machen klar, dass in diesem
Beispiel der gerichtete Kreis auf der Kante 12 aufgrund der Protokolle nicht zu
einem Problem führt. Anders verhält es sich mit dem sich aus Beispiel 8.6-2 erge-
benden Kreis1 → 2 → 3 → 1, denn über mehr als zwei Stationen laufende
Kreise werden von den Protokollen nicht "bemerkt". Auch wird keiner der beteilig-
ten Knoten zu dem Schluss kommen, dass er das Ziel 4 nicht mehrerreichen kann.
Wir werden auf dieses Problem ausführlich eingehen.



218 8 Wegauswahl in Netzen

Für die nun folgenden Untersuchungen ist es nicht notwendig, eng bei dem Beispiel
des Zeichengabesystems Nr. 7 zu verbleiben. Wir stellen noch einmal die Grund-
voraussetzungen und Annahmen zusammen, von denen ausgegangen wird:

1. Es ist ein ungerichteter Graph G mit Ecken1, ..., n gegeben, ferner eine natür-
liche Zahlπ ≥ 2 als Anzahl der Prioritäten in zu findenden Routing-Plänen
C (im Sinne der obigen Definition).

2. Es wird von Netzprotokollen mit Datagramm-Modus ausgegangen, die einen
Routing-PlanC wie oben beschrieben nutzen.

3. Die Protokolle verhindern das Pendeln von Paketen auf einer Kante, größere
Kreise müssen von den Routing-Plänen ausgeschlossen werden.

4. Ausfälle von Knoten oder Kanten werden sofort an allen relevanten Stellen
registriert, gleiches gilt für die Wiederherstellung von Netzkomponenten –
m. a. W. es werden keine Reaktionszeiten berücksichtigt.

Der obige Punkt 4. stellt natürlich eine starke Abstrakion dar, welche die Gültig-
keit einiger Aussagen wieder relativiert. Z. B. tragen Reaktionszeiten ja auch zu
den Paketverzögerungszeiten im Netz bei, die ein Kriteriumfür ein gutes Routing
darstellen. Wir kommen auf diesen Punkt später noch einmal zurück.

Für das weitere Vorgehen ist es auch nötig, die Ziele des Routing zu formulieren,
die letzlich in Forderungen an die Routing-Pläne umzusetzen sind. Im nächsten
Abschnitt werden allgemeine Ziele und sich daraus ergebende Forderungen betrach-
tet. Hier wollen wir uns zunächst damit begnügen, einige spezielle Kriterien für
"gute" Routing-Pläne zu benennen und herauszuarbeiten, wie diese erfüllt werden
können bzw. untereinander gegenläufig sind. Auf eines muss an dieser Stelle noch
einmal hingewiesen werden: Obschon alle vorkommenden Graphen endliche Struk-
turen sein werden, sind die angesprochenen Probleme nicht einfach zu lösen, da wir
den algorithmischen Standpunkt einnehmen und folglich "leichte Berechenbarkeit"
unser Kriterium für "einfache Lösung" ist.

Die folgenden Kriterien werden zuerst betrachtet. Ein Routing-PlanC soll mög-
lichst so ausgelegt sein, dass

• niemals eine Nachricht im Netz kreisen kann (wir sagen dann,C sei "kreisfrei");

• eine Nachricht stets einen möglichst kurzen Weg zum Ziel nimmt;

• stets Bidirektionalität herrscht (d. h. fallsX anY Nachrichten schicken kann,
ist dies auch umgekehrt möglich).

Ein weiteres Kriterium ist natürlich eine hohe Zuverlässigkeit der Kommunikations-
wege (in Abhängigkeit von der Verfügbarkeit von Knoten und Kanten). Betrachtun-
gen dazu werden hier zunächst ausgespart, da sie Inhalt des nächsten Kapitels sind.
Auch das Ziel einer möglichst gleichmäßigen Auslastung vonNetzkomponenten
wird dann zur Sprache kommen.
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Wir gehen hier stets von einer gegebenen Netzstruktur (sprich von einem Graphen
G) aus. In der Realität mag es durchaus auch so sein, dass von gewissen Grundan-
forderungen abgesehen auch die präzise Struktur noch gewählt werden kann. Dann
hat man natürlich die Möglichkeit, das im Sinne der Kriterien beste Netz auszuwäh-
len. Auch die sich daraus ergebende Problematik des Netzdesigns wird an späterer
Stelle noch einmal angesprochen.

Es sei nun ein Routing-PlanC fürG gegeben,k sei ein Knoten inG. Offenbar wird
hierdurch ein gerichteter Graph für Knotenk als Ziel induziert, den wir mitG(→ k)

bezeichnen wollen; es existiert inG(→ k) eine gerichtete Kantex→ y von Knoten
x nach Knoteny genau dann, wenn es eini ∈ {1, ..., π} gibt mit c(i, x, k) = y.

In Beispiel 8.6-2 ist beispielsweise der zu dem angegebenenRouting-Plan gehö-
rende DigraphG(→ 4) dargestellt.

Man beachte, dass inG(→ k) nicht jede Kante vonG (mit Orientierung versehen)
verwendet werden muss. Andererseits gibt es natürlich zu jeder Kante eink derart,
dass die Kante inG(→ k) verwendet wird. Vernünftigerweise wird man an einen
Routing-Plan auch die Forderung stellen wollen, dass jederKnoten überhaupt jeden
anderen erreichen kann – dies bedeutet, dass in jedemG(→ k) von jedem Knoten
x 6= k ein gerichteter Weg nachk führt. Interessanterweise ist dies im Falle der
Kreisfreiheit automatisch erfüllt.

Man kann auch dazu übergehen, jede gerichtete Kante inG(→ k) mit ihrer Priorität
i zu bewerten (s. [POG1]). Da dies im weiteren nicht benutzt wird, sehen wir hier
davon ab.

Die im weiteren Verlauf dieses Abschnitts dargestellten Ergebnisse sind sämtlich
[POG1] und [POG2] entnommen. Dabei ist die Anzahlπ der möglichen Tabellen-
einträge zunächst als beliebig angenommen.

Satz 8.6-1: Ein Routing-PlanC für G ist genau dann kreisfrei, wenn kein
gerichteter Graph der FormG(→ k), bei demk eine beliebige Ecke von
G ist, einen gerichteten Kreis durch mehr als zwei Knoten enthält.

Beweis: Ist C nicht kreisfrei, d. h. kann es eine Nachricht (mit Zieladressek0)
geben, die im Netz kreist, so muss es im gerichteten GraphenG(→ k0) einen
Kreis durch mehr als zwei Knoten geben, da sich die Nachrichtja "in diesem
Graphen" längs gerichteter Kanten bewegt.

Nun gebe es umgekehrt einen Knotenk1 mit einem gerichteten Kreisx1 →
x2 → ...xr → x1 (r > 2) in G (→ k1). O. B. d. A. hatx2 für x1 bezüglich
des Zielsk1 eine höhere Priorität alsxr (sofern die Kantex1→xr überhaupt
existiert). Wäre dies nicht der Fall fürx1 oder entsprechend eines der anderen
xi, so könnten wir statt dessen denselben in umgekehrter Richtung durchlau-
fenen Kreis betrachten. Fallen nun alle Kanten mit Ausnahmeder zu dem
Kreis gehörenden aus, und initiertx1 eine Nachricht für das Zielk1, so wird
diese Nachricht den obigen Kreis oder einen Teilkreis mit wenigstens drei
Knoten durchlaufen – mindestens so lange, bis eine weitere Netzänderung
eintritt.
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Der nächste Satz liefert eine wichtige notwendige Bedingung für die Kreisfreiheit
eines Routing-Plans:

Satz 8.6-2: Ist C kreisfrei undk beliebiger Knoten, so gibt es in dem gerichte-
ten GraphenG(→ k) mindestens einen vonk verschiedenen Knoten mit nur
genau zwei Nachfolgern.

Beweis: Wir stellen uns vor, wir entnehmen dem gerichteten Graphen
G(→ k) alle Kanten mitk als Endpunkt. Im RestgraphenG′ hat jeder
Knoten x 6= k, wenn die Aussage des Satzes nicht gilt, immer
noch mindestens zwei Nachfolger. Startet man nun mit einer beliebigen
Kante, und konstruiert man dann schrittweise einen gerichteten Weg,
wobei eine neue Kante niemals direkt zum Anfangspunkt der letzten
Kante zurückführt, so kommt man wegen der Endlichkeit des Graphen
nicht umhin, einen gerichteten Kreis mit mehr als zwei Knoten zu kon-
struieren.

Der soeben bewiesene Satz hat die Konsequenz, dass es, wie groß auch immer die
Zahlπ der möglichen Tabellenplätze für ein Ursprung-Ziel-Paar ist, bei einem kreis-
freien Routing-Plan in jeder Spalte (die einem Zielk entspricht) mindestens eine
Zeile mit nur genau zwei Einträgen gibt.

Nun wissen wir bereits aus Kapitel 4: ist ein Routing-PlanC gegeben (und damit
auch die gerichteten GraphenG(→ k)), so ist es (unter Beachtung von Satz 8.6-
1) algorithmisch nicht schwierig zu ermitteln, obC kreisfrei ist. In [KLE] wird
auf solche Tests etwas ausführlicher eingegangen. Wir wollen uns nun jedoch der
interessanteren Frage zuwenden, wie man (bei gegebenemG) ein kreisfreiesC kon-
struiert – und zwar auch noch ein im Sinne der weiteren Kriterien möglichst gutes!
Leider können wir dieses Problem derzeit nicht umfassend lösen.

Schon die Frage, für welche GraphenG (bei gegebenemπ) ein kreisfreier Routing-
PlanC überhaupt existiert, ist nicht befriedigend zu beantworten: wir können diese
Graphen bisher weder mathematisch elegant charakterisieren, noch können wir
einen guten Algorithmus angeben, der diese Graphen "erkennt". Man beachte, dass
es für gegebenesG undπ auf jeden Fall exponentiell viele dreidimensionale Struk-
turen (c(i, j, k)) gibt, die einen kreisfreien Routing-Plan darstellen können.

Eine notwendige Bedingung anG ist allerdings unschwer abzuleiten. Man sieht
sofort, dass es für den folgenden Graphen G keinen kreisfreien Routing-Plan geben
kann:
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Da nämlich für jeden Routing-Plan in dem induzierten DigraphenG(→ 4) jeden
der Knoten 1, 2, 3 mindestens zwei gerichtete Kanten verlassen, entsteht auf jeden
Fall ein gerichteter Kreis.

Die notwendige Bedingung lautet:

Satz 8.6-3: Existiert fürG (undπ ≥ 2) ein kreisfreier Routing-Plan, so istG
2-fach-kantenzusammenhängend, d. h. zwischen beliebigenzwei Knoten von
G gibt es stets zwei kantendisjunkte Wege.

Beweis: C sei ein solcher Routing-Plan,x undy seinen Knoten vonG. Verfolgt
man inG(→ y), vonx startend, lauter gerichtete Kanten von Priorität 1 bis
zum Ziely und entfernt dann diese Kanten, so muss es im Restgraphen immer
noch einen gerichteten Weg vonx nachy geben.

Wir wollen nun das Problem mit einbeziehen, die Routing-Pläne so zu konstruie-
ren, dass die Nachrichten stets auf möglichst kurzen Wegen zu ihrem Ziel laufen.
Es stellt sich heraus, dass die Festlegung eines Routing-Plans eine so starke Ein-
schränkung ist, dass dieses Ziel unmöglich zu ereichen ist.

Für die nächsten Überlegungen sei der Einfachheit halberπ = 2 gesetzt. Nun sei
ein 2-fach-kantenzusammenhängender GraphG gegeben. Ein Routing-PlanC wird
auf folgende Weise konstruiert:

Für beliebige Knotenj undk (mit j 6= k) bestimme man einen kürzesten Weg von
j nachk. Ist l der Nachbar vonj auf diesem Weg, so setze manc (1, j, k) = l. Dann
entferne man die Kantejl aus dem Graphen und wende dieselbe Prozedur auf den
Restgraphen an, umc (2, j, k) zu erhalten.

Wir bezeichnen diesen Prozess alsSP-Routing (von "shortest path"). Da es u. U.SP-Routing

mehrere kürzeste Wege gleicher Länge gibt, führt SP-Routing nicht zu einem ein-
deutigen Ergebnis. Z. B. sind die in Beispiel 8.6-2 und Beispiel 8.6-4 dargestellten
Routing-Pläne für den GraphenK4 beide mit SP-Routing erstellt.

Die Frage ist nun, wie gut SP-Routing wirklich ist. Man siehtleicht, dass man es
anwenden muss, wenn die Wege kurz werden sollen:

Beobachtung: Stellt ein Routing-PlanC sicher, dass eine Nachricht stets einen
kürzesten Weg (aus den derzeit im Graphen verfügbaren) wählt, so ist der Plan mit
SP-Routing erstellt worden.
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Man sieht das folgendermaßen ein. Knotenj undk(j 6= k) seien gegeben, das Netz
sei voll intakt. Eine vonj nachk gesendete Nachricht nimmt einen kürzesten Weg,
mithin muss die Kante vonj nachc (1, j, k) der Beginn eines kürzesten Weges sein.
Analog schließt man für die zweite Priorität mit der Annahme, dass die Kante von
j nachc (1, j, k) ausgefallen ist.

Umgekehrt ist nun aber SP-Routing nicht hinreichend dafür,dass stets kürzeste
Wege genommen werden. Fallen beispielsweise im Routing-Plan in Beispiel 8.6-4
die Kanten 14 und 34 aus, und versendet Knoten 3 eine Nachricht mit Ziel 4, so
wird diese Nachricht den Weg 3→ 1→ 2→ 4 nehmen, obwohl der kürzere Weg
3→ 2 → 4 (physikalisch) verfügbar ist.

Die Erklärung für diesen Effekt liegt darin, dass SP-Routing nicht über die Anfänge
der Wege "hinausdenkt", und wegen der Beschränktheit fester Routing-Pläne lässt
sich dies auch grundsätzlich nicht reparieren.

Wir wenden uns nun kurz der Frage zu, inwieweit SP-Routing wenigstens Kreis-
freiheit garantieren kann.

Es wird folgende Sprechweise eingeführt. Wird SP-Routing angewendet mit der
Zusatzregel, dass bei der Existenz mehrerer kürzester Wegederjenige Nachbar mit
der niedrigsten Knotennummer ausgewählt wird, so sprechenwir von SP-RoutingSP-Routing mit

Präferenz mit Präferenz.

Die Einführung einer Präferenz macht SP-Routing eindeutig. Man beachte: der in
Beispiel 8.6-4 verwendete Routing-Plan ist nach SP-Routing mit Präferenz erstellt
worden.

Schon Beispiel 8.6-2 zeigte, dass SP-Routing keine Kreisfreiheit garantiert. Auch
Verwendung von Präferenz reicht nicht aus, wie folgender Graph zeigt:

Bei beliebiger Numerierung der übrigen Knoten mit 1 bis 6 wird auch SP-Routing
mit Präferenz zu einem Kreis führen.
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Es zeigt sich jedoch, dass eine schwache strukturelle Bedingung anG ausreicht,
um dies auszuschließen. Der (kürzeste) Abstand zwischen Knotenx und y ist im
folgenden mitd(x, y) bezeichnet:

Satz 8.6-4: Für jeden Knotenx des GraphenG gelte, dass jeder Knotenv 6= x

mindestens zwei verschiedene Nachbarnv1,v2 besitzt mit

d(v1, x), d(v2, x) ≤ d(v, x).

Dann führt SP-Routing mit Präferenz zu kreisfreiem Routing.

Beweis: Angenommen, einG(→ x) enthält einen Kreisw1 → w2 →
...wr → w1 (mit r ≥ 3). Offensichtlich mussd(wj, x) = d(wi, x) für
alle i, j ∈ {1, ..., r} gelten, und der Kreis besteht aus lauter Kanten zweiter
Priorität. Es muss eini ∈ {1, ..., r} geben mitwi+1 ≥ wi−1, wobei die Indi-
zes modulor zu berechnen sind. Dies bedeutet aber, dass fürwi der Nachbar
wi−1 stattwi+1 die zweite Priorität für Zielx hätte sein müssen, man hat also
einen Widerspruch.

Der obige Satz ist anwendbar, wennG vollständig ist (alsoG ∼= Kn). Der all-
gemeine Nachteil von SP-Routing mit Präferenz ist eine ungleichmäßige Belastung
des Netzes, falls Ausfälle auftreten. Wir kommen auf diesenPunkt an späterer Stelle
zurück.

Zum Ende dieses Abschnitts wollen wir uns mit derBidirektionalität beschäftigen. Bidirektionalität

Hauptergebnis wird sein, dass diese sich u. U. nicht mit der Kreisfreiheit verträgt.
Wir erinnern an den Begriff: ein Routing-Plan C heißtbidirektional , falls immer bidirektional

gilt – unabhängig davon, welche Knoten oder Kanten gerade ausgefallen sind (d. h.
nicht benutzt werden dürfen): kann Knotenx Nachrichten nach Knoteny schicken,
so auchy nachx.

FolgendeBeobachtunghalten wir fest:

C ist offenbar genau dann bidirektional, wenn die Mengealler Wege vonx nachy in
G(→ y) gleich der Mengealler Wege vony nachx in G(→ x) – selbstverständlich
in umgekehrter Richtung durchlaufen – ist.

Beispiel 8.6-5:
C sei der Routing-Plan fürK4 aus Beispiel 8.6-4. Es werden die Knoten1 und
2 angeschaut:
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In G(→ 1) ist {2→ 1, 2→ 3→ 1} die Menge aller Wege von2 nach1. Diese
stimmt (bis auf die Richtungen) überein mit der Menge aller Wege von1 nach2

in G(→ 2), letztere ist nämlich{1 → 2, 1 → 3 → 2}. Knoten1 und Knoten2
können sich also stets gemeinsam erreichen oder nicht erreichen.

Dieser Routing-Plan ist jedoch nicht bidirektional:4 → 1 → 2 → 3 ist Weg von4

nach3 in G(→ 3), jedoch ist3→ 2→ 1→ 4 kein Weg inG (→4). Fallen also alle
Kanten bis auf die des Weges4 → 1 → 2 → 3 aus, so kann 4 noch 3 erreichen,
jedoch nicht umgekehrt.

Satz 8.6-5: Für den GraphenK4 gibt es keinen Routing-Plan (mitπ = 3), der
kreisfrei und bidirektional ist.

Beweis: Wir nehmen an, es gebe einen solchen Routing-PlanC. Wir wissen,
dass für jeden Knotenk G(→ k) ein azyklischer Diagraph ist, in dem min-
destens einx 6= k nur zwei Nachfolger hat. (Allex 6= k haben mindestens
zwei Nachfolger.) Folgende Bezeichnung wird nun verwendet: für Knoten
j, k ist c(j, k) die Menge der vonj für Ziel k verwendeten Nachbarn, formal

c(j, k) = {x|x Knoten, und es gibt eini ∈ {1, 2, 3}mit c(i, j, k) = x}.

Die Bidirektionalität vonC schlägt sich nun in einer Symmetrieeigenschaft
dieser Mengen nieder. Anwendung der obigen Mengenaussage aus auf Wege
der Länge2 liefert

c(j, k) \ {k} = c(k, j) \ {j}

für beliebigej undk. Anwendung der Mengenaussage aus der obigen Beob-
achtung auf Wege der Länge3 ergibt die Aussage: isti ∈ c(j, k) und
h ∈ c(i, k), so gilth ∈ c(k, j) undi ∈ c(h, j).
Wir stellen fest, dass es in jedemG(→ k) einen Weg der Länge3 geben muss.
Andernfalls wären die drei Knoten außerk in disjunkte Paare aufgeteilt (mit
jeweils Doppelkanten dazwischen), was unmöglich ist.
O. B. d. A. nehmen wir nun an, es gebe den Weg1 → 3 → 4 → 2

in G(→ 2), also 3 ∈ c(1, 2) und 4 ∈ c(3, 2). Es folgt 4 ∈ c(2, 1) und
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3 ∈ c(4, 1). Durch Blick auf die Teilwege von Länge2 ergibt sich auch
3 ∈ c(2, 1), 4 ∈ c(2, 3), 4 ∈ c(1, 2), und 3 ∈ c(1, 4). Da G(→ 2)

azyklisch ist, folgt nunc(4, 2) = {2, 3} (und c(2, 4) = {3, 4}) sowie
c(3, 2) = {2, 4} (und c(2, 3) = {3, 4}). G(→ 1) ist auch azyklisch, wor-
aus folgtc(3, 1) = {1, 4} (und c(1, 3) = {3, 4}) sowie c(4, 1) = {1, 3}
(und c(1, 4) = {3, 4}). Jetzt wirdc(4, 3) betrachtet. Angenommen, es gilt
1 ∈ c(4, 3). Wegen4 ∈ c(2, 4) haben wir den Weg2 → 4 → 1 → 3 in
G(→ 3) und somit (wegen3 → 1 → 4 → 2 in G(→ 2)) 1 ∈ c(3, 2),
einen Widerspruch. Die Annahme2 ∈ c(4, 3) kann ähnlich zum Widerspruch
geführt werden, womit der Beweis erbracht ist.

Wie der obige Satz – und im Grunde schon die Charakterisierung mit Hilfe der
Wege – zeigt, ist die Eigenschaft der Bidirektionalität nursehr schwer in den Griff
zu bekommen. Zum Glück ist es jedoch so, dass in einer Anwendung, bei der der
zugrundeliegende Routing-Plan nicht bidirektional ist, die Protokolle der höheren
Schichten immer noch die daraus resultierenden Probleme abfangen können. In der
Tat ist es auch im ISDN-Netz der Deutschen Telekom so, dass durch die spezielle
hierarchische Struktur des Netzes der Vermittlungsstellen die Kreisfreiheit gewähr-
leistet ist, die Bidirektionalität jedoch nicht.

Selbsttestaufgabe 8.6-1:

Für einen Graphen G mit n vielen Knoten undπ = 2 Einträgen für jede Ursprung-
Ziel-Kombination soll ein Routing-Plan C mittels des Algorithmus "SP-Routing mit
Präferenz" erstellt werden. Bestimmen Sie die Komplexitätdieses Algorithmus (in
Abhängigkeit von n).

8.7 Optimales Routing

Die in den vorigen Abschnitten angesprochenen Ziele des Routing bzw. Kriterien
für gutes Routing haben sich als teilweise gegenläufig herausgestellt. Will man die
verschiedenen Ziele gegeneinander abwägen (z. B. Nutzung möglichst kurzer Wege
gegenüber gleichmäßiger Netzbelastung), so müssen einigeGrößen quantifiziert
werden, um in eine gemeinsame zu optimierende Zielfunktioneingehen zu können.

Als Grobziele des Routing werden oft genannt

• die Maximierung des Durchsatzes und

• die Minimierung der durchschnittlichen Paketlaufzeit.

Es liegt auf der Hand, dass diese beiden Grobziele ebenfallsgegenläufig sind – eine
Verbesserung hinsichtlich eines der beiden Ziele wird stets eine Verschlechterung
hinsichtlich des anderen nach sich ziehen. Es obliegt dem Zusammenspiel von Rou-
ting und Flusskontrolle, das Netz im Sinne einer Balance zwischen diesen beiden
Grobzielen möglichst gut zu nutzen.
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Beispielhaft soll im folgenden für ein einfaches Modell aufgezeigt werden, auf
welche Art mathematischer Probleme der Versuch der Bewertung von Routing-
Algorithmen führt.

Wir gehen wieder von einem ungerichteten GraphenG mit den Ecken1, ..., n aus.
Die Belastung einer Kanteij setzen wir als konstanten WertFij an (mit der Einheit
Datenblöcke/sec), der sich nur aufgrund von Aktualisierungen des Routing ändert.
Es wird ferner vorausgesetzt, dass sich der von den Knoten erzeugte Verkehr mit
der Zeit nicht ändert.

Als zu minimierende Kostenfunktion wählen wir den Ausdruck
∑

ij

Dij (Fij),

wobei die FunktionenDij folgendermaßen festgelegt sind:

Dij(Fij) =
Fij

Cij − Fij
+ dijFij

Dabei bezeichnetCij die Übertragungskapazität der Kanteij (gemessen in densel-
ben Einheiten wieFij) unddij die Verarbeitungs- und Übertragungszeit längs der
Kanteij.

Auf eine genaue Motivation des obigen Ausdrucks fürDij(Fij) soll an dieser Stelle
nicht eingegangen werden. Man kann zeigen, dass unter gewissen Annahmen der
Ausdruck

∑

ij

Dij(Fij) gleich der durchschnittlichen im System befindlichen Anzahl

von Datenblöcken ist (s. etwa [BER]). Hier soll nur festgehalten werden, dass obi-
gesDij(Fij) die Tatsache ausdrückt, dass die Belastung einer Kante am Rande ihrer
Kapazität zu Überlast (im Englischen "Congestion") und zu hohen "Kosten" führt.

Als nächstes wird für das verwendete Modell ein Problem optimalen Routings for-
muliert. Es geht darum, für das vorgegebene Verkehrsaufkommen die Wege durch
das Netz (und damit dieFij) so auszuwählen, dass die Kostenfunktion minimal
wird.

Für jedes Paarw = (i, j) von verschiedenen Knoten gebe es ein konstantes durch-
schnittliches Verkehrsaufkommenrw; rw (gemessen in Datenblöcken/sec) ist also
die Ankunftsrate von Verkehr, der in Knoteni ins Netz tritt und fürj bestimmt ist.

Wir führen nun folgende Bezeichnungen ein:

W – Menge aller Ursprungs-Ziel-Paare
Pw – Menge aller gerichteten Wege vom Ursprung zum Ziel

des Paaresw. (An dieser Stelle könnte eine
Einschränkung gemacht und nicht alle Wege
zugelassen werden.)

xp – Der Fluss (in Datenblöcken/sec) auf Wegp.

Unser Optimierungsproblem kann nun folgendermaßen formuliert werden
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Minimiere

∑

ij

Dij

(

∑

Wege p durch ij

xp

)

mit den Nebenbedingungen
∑

p∈Pw

xp = rw für allew ∈W

undxp ≥ 0 für alle p∈ Pw undw ∈W .

Bevor wir zu einer Charakterisierung der optimalen Lösung dieses Optimierungs-
problems kommen, wobei interessanterweise kürzeste Wege mit ins Spiel kommen,
wollen wir noch einmal auf die Beschränkung der Aussagekraft hinweisen, die sich
durch die Wahl unseres Modells ergibt. So ist die gewählte Kostenfunktion z. B.
nicht beeinflusst von einer hohen Varianz des Verkehrsaufkommens oder von Kor-
relationen zwischen Paketankunftszeiten und Übertragungszeiten. Man stößt hier
jedoch sehr schnell an die Grenzen des bisher analytisch Untersuchten; beispiels-
weise hat man keinen exakten analytischen Ausdruck für die Mittelwerte oder Vari-
anzen der Warteschlangenlängen in einem Datennetz.

Wir benötigen den folgenden Hilfssatz, der unter sehr allgemeinen Voraussetzungen
optimale Lösungen charakterisiert:

Hilfssatz 8.7-1: Es seiX eine konvexe Teilmenge des n-dimensionalen Raums
Rn über den reellen Zahlen,f sei eine aufX definierte differenzierbare kon-
vexe Funktion mit Werten inR. Dann istx∗ ∈ X genau dann eine optimale
Lösung des Problems

Minimiere f(x) für x ∈ X,

wenn für allex ∈ X gilt
n
∑

i=1

∂f(x∗)

∂xi

(xi − x∗i ) ≥ 0.

Dabei ist wie üblich mit∂f(x∗)
∂xi

die erste partielle Ableitung vonf nach der i-ten
Komponente – ausgewertet an der Stellex∗ – bezeichnet.

Der Hilfssatz gehört zum Standard einer Optimierungsvorlesung und soll hier nicht
bewiesen werden. Interessierte Leser seien auf die Literatur verwiesen (z. B. auch
[BER]).

Da sowohl die Kostenfunktion als auch die Definitionsmenge unseres Minimie-
rungsproblems konvex sind, kann der Hilfssatz angewendet werden. Die Rolle der
Variablenxi des Hilfsatzes wird dabei von den einzelnen Flüssenxp (mit p ∈ Pw

undw ∈W ) gespielt.

Eine Umformulierung der Charakterisierung des Hilfssatzes führt dann hier zu fol-
gender Aussage: x∗ ist genau dann optimal, wenn für allew ∈W

x∗p > 0 (p ∈ Pw)
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nur dann gilt, wenn

∂D(x∗)

∂xp′
≥ ∂D(x∗)

∂xp

für allep′ ∈ Pw ist.D(x) ist dabei die oben definierte Kostenfunktion.

In Worten heißt das: eine Menge von Weg-Flüssen ist genau dann optimal, wenn
der Fluss nur auf solchen Wegen positiv ist, auf denen eine Flussvergrößerung zu
einem minimalen Anstieg der Kosten führt. Mit einem gewissen Recht kann man
diese Wege "kürzeste Wege" nennen, und unter geeigneten Bedingungen werden
diese auch den graphentheoretisch kürzesten Wegen entsprechen.

Selbsttestaufgabe 8.7-1:

Erläutern Sie die Schwierigkeiten, das Routing in einem Kommunikationsnetz opti-
mal zu gestalten.
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9 Zuverlässigkeit von Netzen

9.1 Zufallsgraphen

Was ist ein Zufallsgraph?
Die Grundidee kann mit dem folgenden Beispiel verdeutlichtwerden.

Beispiel 9.1-1:
Das im folgenden Diagramm dargestellte Netz sei gegeben:

Wir nehmen an, jede Kanteki sei mit der Wahrscheinlichkeitpi(0 ≤ pi ≤ 1)

verfügbar. Dies bedeutet, dass sie mit der Wahrscheinlichkeit (1 − pi) ausfällt.
Die vier Stationen (Knoten) seien ausfallsicher. Sind allemöglichen Wege als
Kommunikationswege zugelassen, so ist die Wahrscheinlichkeit P (1 ↔ 4),
dass 1 mit 4 (und auch 4 mit 1) kommunizieren kann, offenbar gegeben durch
die Wahrscheinlichkeit, dass
- Kantek1 intakt ist oder
- k3 undk4 intakt sind oder
- k2 undk4 undk5 intakt sind.

Bezeichnen wir das Ereignis "ki ist intakt" kurz mit "ki", und verwenden
wir wie üblich das Zeichen∨für "oder" und∧ für "und", so haben wir also
P (1 ↔ 4) = P {k1 ∨ (k3 ∧ k4) ∨ (k2 ∧ k4 ∧ k5)}. Dabei ist mit
p{A} die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A bezeichnet.
Um nun die Zahlenp1, ..., p5 einsetzen zu können, muss der Ausdruck
k1 ∨ (k3 ∧ k4) ∨ (k2 ∧ k4 ∧ k5) so umgeformt werden, dass sich
eine ODER-Verknüpfung sich gegenseitig ausschließender Ereignisse ergibt.
Wir verweisen hier auf den Anhang, in dem Notwendigkeit und Möglichkeit
solcher Umformungen dargelegt sind. Eine logisch äquivalente Form ist z. B.
k1 ∨ (k′1 ∧ k3 ∧ k4) ∨ (k′1 ∧ k2 ∧ k′3 ∧ k4 ∧ k5), wobeik′i die
Negation vonki bezeichnet. Damit folgtP (1 ↔ 4) = p1 + (1 − p1) p3 p4 +

(1 − p1) p2 (1 − p3) p4 p5. Sind insbesondere allepi gleich einemp, so hat
manP (1 ↔ 4) = p + p2 − 2p4 + p5. Für p = 0, 99 ergibt sich z. B.
P (1↔ 4) ≈ 0, 999898.
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Zu diesem Beispiel sind einige Bemerkungen angebracht. Es sind nur Ausfälle von
Kanten betrachtet und die Stationen (Knoten) als ausfallsicher angenommen wor-
den. Wir werden auch im weiteren meist von dieser Annahme ausgehen. Dies hat
seine Rechtfertigung in folgender Überlegung: In der Regelwird unser Zuverläs-
sigkeitsmaß auf funktionsfähigen Zuständen basieren, beidenen je zwei Statio-
nen miteinander kommunizieren können. Letzteres kann aberohnehin nur der Fall
sein, wenn alle Knoten intakt sind. Dies bedeutet: die Zuverlässigkeit der einzelnen
Knoten geht einfach als zusätzlicher multiplikativer Faktor in die zu untersuchende
Zuverlässigkeit ein und hat damit für die weitere Analyse keine Bedeutung.
Ein Rechenschritt des Beispiels bestand darin, einen Booleschen Ausdruck in eine
Disjunktion von Konjunktionen von (eventuell komplementierten) Variablen so
umzuwandeln, dass die einzelnen Terme zueinander disjunktsind (d. h. sich aus-
schließen), um daraus dann die Wahrscheinlichkeit bestimmen zu können. Über das
hier vorliegende Problem, welches (algorithmisch) nicht einfach zu lösen ist, kann
man sich im Anhang informieren.

Es muss auch herausgestellt werden, dass die in dem obigen Beispiel gefragte Wahr-
scheinlichkeitP (1 ↔ 4) natürlich eine andere sein kann, wenn nicht alle physi-
kalisch möglichen Wege erlaubt sind. Wie wir aus dem Abschnitt über das Rou-
ting im Zeichengabesystem Nr.7 wissen, gibt es Kommunikationsnetze mit dieser
Eigenschaft. Die Zuverlässigkeit ist somit außer von der Netzstruktur auch von dem
gewählten Routing abhängig.

Beispiel 9.1-2:
Für das Netz aus Definition 1.1-1soll nun der folgende Routing-Plan verwendet
werden:

von/nach 1 2 3 4
1 - 2;3 3;2 4;3
2 1;3 - 3;1 1;3
3 1;2 2;1 - 4;1
4 1;3 1;3 3;1 -

Wir wollen die WahrscheinlichkeitP (1→ 4) bestimmen, dass Station 1 Nach-
richten an 4 (erfolgreich) schicken kann. Da nun Station 2 für Nachrichten zu
Ziel 4 für Station 1 gar nicht in Frage kommt, ergibt sich hier

P (1→ 4) = P{k1 ∨ (k3 ∧ k4)}
= P{k1 ∨ (k′1 ∧ k3 ∧ k4)}
= p1 + (1− p1)p3p4

.

Nimmt man wieder ein konstantesp für alle pi, so hat manP (1 → 4) =

p + p2 − p3 und mitp = 0, 99 P (1 → 4) = 0, 999801. Dies ist, wie
man sieht, etwas schlechter als der Wert in 1.1.1. (Dort war selbstverständlich
P (1↔ 4) = P (4→ 1).)
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Was ist also ein ZufallsgraphG?
Man kann sich das intuitiv folgendermaßen vorstellen: Für alle Eckenpaarek =

(e, f) ∈ E ×E wird unabhängig entschieden, obk eine Kante vonG sein soll oder
nicht; die Wahrscheinlichkeit, dassk eine Kante sei, soll dabei jeweils gleich einem
festen Wertp sein (0 ≤ p ≤ 1). Mit anderen Worten machen wir im folgenden
die Annahme, dass nur die Kanten "dem Zufall unterliegen" und jede Kante mit der
gleichen Wahrscheinlichkeitp vorhanden ist. Mit dieser Festlegung wird die Menge
G(n, p) aller Graphen auf der EckenmengeE = {1, 2, ..., n} zu einem Wahrschein-
lichkeitsraum, wobei die Elementarereignisse den einzelnen GraphenG = (E,K)

entsprechen. Genauer gesagt verhält es sich so:
IstG1 = (E,K) ein konkreter Graph auf der EckenmengeE, und enthältK m viele

Kanten, so hat das Elementarereignis{G1} die Wahrscheinlichkeitpm ·q(n
2)−m, d. h.

ein Zufallsgraph ist mit dieser Wahrscheinlichkeit geradegenau dieser GraphG1.
(Wie üblich ist1− p durchq abgekürzt.)
Zur Begründung dieser Formel muss man sich nur klar machen, dass diem vielen
Kanten ausK vorhanden sein müssen - dies führt zum Faktorpm - und die restli-
chen möglichen

(

n

2

)

−m vielen Kanten sämtlich nicht vorhanden sein sollen – dies

führt zuq(
n

2)−m.

Beispiel 9.1-3:

3

1 2

4

G1

3

1 2

4

G2

Für n = 4 hat der GraphG1 die Wahrscheinlichkeitp4q2, G2 besitzt die Wahr-
scheinlichkeitp3q3.

Auf einen vollständigen Beweis, dass man in der obigen Weisein der Tat
einen Wahrscheinlichkeitsraum bekommen hat, wollen wir hier verzichten. (Man
betrachtet dazu zu jeder möglichen Kante den "kleinen" Wahrscheinlichkeits-
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raum mit nur zwei Elementarereignissen - Kante existiert oder nicht - und
dann den Produktraum all dieser Wahrscheinlichkeitsräume. Dieser kann mit dem
uns interessierenden Raum identifiziert werden.) Wenn im folgenden von der
Wahrscheinlichkeit die Rede ist, dass ein beliebiger GraphG ∈ G(n, p) eine
gewisse Eigenschaft (*) hat (z. B. dass er zusammenhängend ist), so ist dies
immer eine abkürzende Sprechweise für das Wahrscheinlichkeitsmaß der Menge
{G ∈ G(n, p) | G hat die Eigenschaft (*)} . Man kann sich (siehe folgendes Bei-
spiel) leicht klar machen, dass diese formale Festlegung mit der intuitiven Vorstel-
lung übereinstimmt.

Beispiel 9.1-4:

3

1 2

SeiG ∈ G(3, p). Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass zwischen den Ecken
1 und 2 ein Weg existiert?
Da entweder die Kante 12 existieren muss, oder aber (falls nicht) 13 und 32,
ergibt sich als Wahrscheinlichkeitp+ qp2.

In den obigen Beispielen sind Zufallsgraphen dazu verwendet worden, um Kom-
munikationsnetze mit ausfallgefährdeten Kanten zu modellieren. Dies wird auch
im nächsten Abschnitt im Mittelpunkt der Betrachtungen stehen. Im Rest des vor-
liegenden Abschnitts soll beispielhaft aufgezeigt werden, welch wichtige Rolle
die Zufallsgraphen heute innerhalb der Graphentheorie spielen. Die Theorie der
Zufallsgraphen hat sich in den letzten Jahrzehnten zu einereigenen Disziplin ent-
wickelt.

Sehr bekannt ist der folgende Satz von Erdös.

Satz 9.1-1: Es gibt Graphen, die zugleich eine große Taillenweite und eine hohe
chromatische Zahl haben. Genauer gesagt: Zu jeder natürlichen Zahlk exis-
tiert ein GraphG mit g(G) > k undχ(G) > k

Dabei wird unter derTaillenweite g(G) die Länge eines kürzesten Kreises inGTaillenweite g(G)

verstanden. Diechromatische Zahl χ(G) ist die kleinste natürliche Zahlk vonChromatische Zahl
χ(G) Farben, mit denen die Ecken vonG "gefärbt" werden können derart, dass benach-

barte Ecken stets unterschiedliche Farben erhalten. Wenn man über diese Begriffs-
bildungen nachdenkt, scheint es auf den ersten Blick so, dass Graphen mit "weni-
gen" Kanten (relativ zur Eckenanzahln) zu großer Taillenweite tendieren; ist der
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Graph lediglich ein Kreis mitn vielen Kanten, so ist offenbarg(G) = n. Auf der
anderen Seite scheinen viele Kanten für eine hohe chromatische Zahl zu sprechen -
man denke an den vollständigen GraphenKn, der offensichtlich die größtmögliche
chromatische Zahln besitzt. So gesehen, liegt die Annahme nahe, dass sich "große
Taillenweite" und "hohe chromatische Zahl" widersprechen. Der Satz von Erdös
besagt jedoch, dass dies nicht der Fall ist.
Wie beweist man einen solchen Satz, der der Intuition zu widersprechen scheint?
Es erscheint sehr schwierig, einen Graphen mitg(G) > k undχ(G) > k zu kon-
struieren; bei einer solchen konstruktiven Vorgehenswiese stützt man sich meist auf
kleinere Bausteine, die zu dem gesuchten Objekt zusammen gesetzt werden - man
hat aber hier keine Idee, wie diese Bausteine aussehen könnten. Nun kommen wir
zu dem Punkt, auf den wir hier hinaus wollen: Zum Beweis dieses Satzes hat Erdös
im Jahre 1959 die "probabilistische Methode" eingeführt, indem er (kurz gesagt)
zeigt, dass für genügend großesn mit geeignetemp die Wahrscheinlichkeit, dass
ein ZufallsgraphG ∈ G(n, p) sowohlg(G) > k als auchχ(G) > k erfüllt, größer
als Null ist!

Ein ganz eigener Typ graphentheoretischer Sätze ergibt sich, wenn manEigenschaf-
ten fast aller Graphenbetrachtet. Wir wollen einen Satz von diesem Typ komplett
beweisen, um so beispielhaft in die Theorie der Zufallsgraphen einzusteigen. Dabei
gehen wir von folgender Begriffsbildung aus: Eine Grapheneigenschaft wird durch
eine Klasse von Graphen modelliert, die mit jedem Graphen auch alle dazu iso-
morphen Graphen enthält; dadurch wird es möglich, von der Wahrscheinlichkeit zu
sprechen, dass ein Graph die betreffende Eigenschaft hat.

Ist p gegeben, so kann man für eine GrapheneigenschaftE untersuchen, wie sich
die Wahrscheinlichkeit der Menge allerG ∈ G(n, p) mit G ∈ E verhält, wennn
immer größer wird. Strebt diese Wahrscheinlichkeit gegen 1, so sagt man, dassfast
alle G ∈ G(n, p) die EigenschaftE haben; geht sie gegen 0, so hatfast keinG ∈
G(n, p) die EigenschaftE.
Der Vorbereitung des Satzes dient:

Lemma 9.1-1: Für p /∈ {0, 1} ist jeder GraphH ein Untergraph fast aller Gra-
phenG ∈ G(n, p).
(Präziser formuliert: Fast alle GraphenG ∈ G(n, p) enthalten einen zuH
isomorphen Untergraphen.)

Beweis: Ein beliebiger GraphH mit k vielen Ecken sei gegeben. IstU ⊆
{1, 2, ..., n} irgendeine Menge vonk vielen Ecken vonG ∈ G(n, p), so ist
sicherlich der vonU innerhalbG aufgespannte UntergraphG [U ] mit einer
Wahrscheinlichkeitr > 0 isomorph zuH. Diese Wahrscheinlichkeitr hängt
selbstverständlich vonp ab, nicht jedoch vonn. Nun denken wir uns die
Eckenmenge{1, 2, ..., n} von G in ⌊n�k⌋ disjunkte solche TeilmengenU
unterteilt. Die Wahrscheinlichkeit, dass nunkeinerder Teilgraphen der Form
G [U ] isomorph zuH ist, beträgt offenbar(1− r)⌊n�k⌋. Insgesamt ergibt sich
damitP (H * G) ≤ (1 − r)⌊n�k⌋ −→ 0 (für n −→ ∞), was zu beweisen
war.
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Es folgt ein zweites Lemma, mit dessen Hilfe für eine Reihe von Eigenschaften
gezeigt werden kann, dass fast jeder Graph sie hat. Dazu bezeichnen wir mitPij für
i, j ∈ N die Eigenschaft, dass der Graph mindestensi + j viele Ecken hat und zu
je zwei disjunkten EckenmengenU,W mit |U | 6 i und |W | 6 j stets eine Ecke
v /∈ U ∪W enthält, die zu allen Ecken ausU , jedoch zu keiner ausW benachbart
ist.

Lemma 9.1-2: Für gegebenep /∈ {0, 1} und i, j ∈ N hat fast jeder Graph
G ∈ G(n, p) die EigenschaftPij .

Beweis: In einem ZufallsgraphenG ∈ G(n, p) seienU undW mit |U | 6 i

und |W | 6 j gegeben. Die Wahrscheinlichkeit, dass nun eine Eckev /∈
U ∪ W zu allen Ecken ausU , jedoch zu keiner ausW benachbart ist,
beträgt offenbarp|U |q|W | > piqj. Folglich gilt für die Wahrscheinlichkeit,
dass für diese MengenU undW kein solchesv existiert, die Ungleichung
(1 − p|U |q|W |)n−|U |−|W | 6 (1 − piqj)n−i−j. Da es auf jeden Fall nicht mehr
alsni+j viele solcher Mengen U und W in G gibt, beträgt die Wahrschein-
lichkeit, dass sich darunter ein Paar ohne ein geeignetes v befindet, höchstens
ni+j(1−piqj)n−i−j, und dieser Wert konvergiert fürn→∞ gegen Null (weil
1− piqj < 1 ist).

Daraus ergibt sich nun die folgende interessante Folgerung.

Folgerung 9.1-1: Für gegebenesp /∈ {0, 1} undk ∈ N ist fast jeder Graph in
G(n, p) k-zusammenhängend.

Beweis: Aufgrund von Lemma 9.1-2 ist die Folgerung klar, wenn wir unsüber-
legt haben, dass jeder Graph mit der EigenschaftP2,k−1 k-zusammenhängend
ist. Ist aberF eine Menge von weniger alsk vielen Ecken, so haben je zwei
weitere Eckenx, y einen gemeinsamen Nachbarnv /∈ F , also kannF die
Eckenx undy nicht trennen.

Ebenfalls interessant – und auch etwas überraschend – ist:

Folgerung 9.1-2: Für gegebenesp /∈ {0, 1} hat fast jeder Graph inG(n, p) den
Durchmesser 2.

Beweis: Aus Lemma 9.1-2 folgt, dass es (miti = 4 undj = 0) zu jedem Weg
von Länge 3 eine Abkürzung von Länge 2 gibt.

Hiermit wollen wir die Einführung in die Theorie der Zufallsgraphen beenden.

9.2 Der Zusammenhang von Zufallsgraphen

Das folgende, für Zuverlässigkeitsbetrachtungen offenbar relevante Problem wurde
bereits im vorrigen Abschnitt angesprochen:

Gegeben seien mit 1, 2, ..., n bezeichnete Ecken eines Graphen. Für jede der
(

n

2

)

vielen möglichen ungerichteten Kantenij seipij (0 ≤ pij ≤ 1) die Wahrschein-
lichkeit, dass die Kanteij existiert. Wir sprechen von einemZufallsgraphen undZufallsgraph
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fragen nach der Wahrscheinlichkeit, dass der Graph eine gewisse Eigenschaft hat
(z. B. dass er zusammenhängend ist).

Beispiel 9.2-1:
Es sein = 3. Die Wahrscheinlichkeitenpij seien wie im folgenden Diagramm
gegeben:

Als G sei nun der Graph mit den Kanten 13 und 23 definiert:

Man erhält

P {G} = p13 · p23 · (1 − p12)

= 1
9

.

Dies hat folgende Interpretation: Sind 1, 2, 3 die Stationeneines Datennetzes,
und stelltpij die Wahrscheinlichkeit dar, dass zu einem beliebigen Zeitpunkt die
Kanteij intakt ist, so hat das Netz zu irgendeinem Zeitpunkt mit Wahrschein-
lichkeit 1/9 die durchG gegebene Struktur.

Wir fassen jeden einzelnen GraphenG als Ereignis auf, welches mit einer gewissen
WahrscheinlichkeitP{G} auftritt. Strenggenommen befinden wir uns hier in dem
Produkt von

(

n

2

)

vielen den Kanten zugeordneten Wahrscheinlichkeitsräumen (siehe
etwa [PAP]).

Mi Gn bezeichnen wir alle Graphen mit der Eckenmenge{1, ..., n}. Für eine belie-
bige Teilmengeτ ⊆ Gn seiP{τ} die Wahrscheinlichkeit, dass einer der Graphen
ausτ auftritt; m. a. W. stelltP{τ} die Wahrscheinlichkeit der ODER-Verknüpfung
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der einzelnen Graphen (Ereignisse) ausτ dar. Da sich diese verschiedenen Graphen
alle gegenseitig ausschließen, gilt hier

P{τ} =
∑

G∈τ

P{G}.

P {τ} ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufällig herausgegriffener Graph mit
Eckenmenge{1, ..., n} zu der Mengeτ gehört.

τn ⊆ Gn sei die Menge der zusammenhängenden Graphen mit Eckenmenge
{1, ..., n}.P{τn} ist also die Wahscheinlichkeit, dass ein beliebiger GraphG ∈ Gn

zusammenhängend ist. Diese Wahrscheinlichkeit hängt natürlich von den einzelnen
pij ab, was wir jedoch der Einfachheit halber nicht in die BezeichnungP{τn} mit
aufgenommen haben.

Beispiel 9.2-2:
Wir gehen wieder vonn = 3 und den in Beispiel 9.2-1 verwendeten Kanten-
wahrscheinlichkeiten aus und wollenP{τ3} bestimmen.
Ein GraphGmit Ecken1, 2, 3 ist offenbar genau dann zusammenhängend, wenn
er mindestens zwei Kanten hat. Die vier Möglichkeiten sind hier dargestellt:
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Man erhält

P{τ3} =
4
∑

i=1

P{Gi}
= 2

3
· 2

3
· 1

2
+ 1

3
· 2

3
· 1

2
+ 2

3
· 2

3
· 1

2
+ 2

3
· 1

3
· 1

2

= 2
3
.

Ein interessanter Sonderfall liegt vor, wenn einige der möglichen Kantenij mit
Sicherheit nicht auftreten (und wenn somitpij = 0 für diese Kanten gilt). Für
einen GraphenG auf der EckenmengeE = {1, ..., n} mit KantenmengeK kann
sicher nur dannP{G} 6= 0 gelten, wennP (k) 6= 0 für jedesk ∈ K ist. Bezeichnet
man die Menge aller Kantenk = ij mit P (ij) 6= 0 mit K̄, so kann man sagen:

FürG = (E,K) gilt P{G} 6= 0 genau dann, wennG ein Teilgraph von̄G = (E, K̄)

ist.

Durch Betrachtung des Graphen̄G (stattKn) hat man die Wahrscheinlichkeitsbe-
trachtungen quasi auf̄G "relativiert". In der Literatur stößt man oft auf diesen
Ansatz, den auch wir im nächsten Abschnitt zugrundelegen werden.

Beispiel 9.2-3:
Die im folgenden Diagramm eingetragenen Kantenwahrscheinlichkeiten für
E = {1, 2, 3, 4} seien gegeben:

Für Ḡ = (E, K̄) hat man dann:
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P{G} 6= 0 gilt offenbar nur für GraphenG, die Teilgraphen von̄G sind.

Die zusammenhängenden Teilgraphen vonḠ sind in folgenden Diagrammen
dargestellt:

Dies führt zu der Zusammenhangswahrscheinlichkeit

P{τ4} = 1
4
· 1

4
· 3

4
· 3

4
· + 1

4
· 3

4
· 3

4
· 3

4
· + 1

4
· 1

4
· 3

4
· 1

4
· + 3

4
· 1

4
· 3

4
· 3

4
·

= 33
128

.

Es ist auch üblich, dies so auszudrücken: “33
128

ist die Wahrscheinlichkeit, dass
der GraphḠ zusammenhängend ist.”

Als nächstes soll das Problem der Bestimmung vonP{τn} allgemein untersucht
werden für den Fall, dass alle Wahrscheinlichkeitenpij gleich einem konstanten
p(0 ≤ p ≤ 1) sind.Gefragt wird also nach der Wahrscheinlichkeit, dass ein beliebig
ausgewählter Graph aufn Ecken zusammenhängend ist. In der Terminologie von
Abschnitt 9.1 geht es also nun um die Frage, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein
GraphG ∈ G(n, p) zusammenhängend ist.

Wir setzen abkürzendfn := P{τn}. fn = fn(p) ist eine Funktion (genauer: ein
Polynom) der Wahrscheinlichkeitp und stellt die Wahrscheinlichkeit dar, dass der
vollständige GraphKn zusammenhängend ist. Ein zusammenhängender spannen-
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der Teilgraph vonKn muss mindestensn− 1 viele Kanten enthalten, insgesamt hat
Kn

(

n

2

)

viele Kanten.

Mit g(n, b) sei fürn − 1 ≤ b ≤
(

n

2

)

die Anzahl aller zusammenhängenden Gra- Anzahl aller
zusammenhängenden
Graphen

phen auf der Eckenmenge{1, ..., n} mit b vielen Kanten bezeichnet.

Satz 9.2-1: Mit den obigen Bezeichnungen gilt

fn =

(n

2)
∑

b=n−1

g(n, b) pb (1− p)(n

2)−b.

Beweis: Dies folgt unmittelbar daraus, dass jeder einzelne dieser Graphen mitb
vielen Kanten eine Auftrittswahrscheinlichkeit von

pb (1− p)(n

2)−b

hat.

Leider ist die obige Formel zur Berechnung nicht sehr praktikabel, da keine guten
Verfahren (im algorithmischen Sinne) auf der Hand liegen, die Koeffizienteng(n, b)
zu berechnen. Wir werden auf dieses Problem an späterer Stelle zurückkommen.

Wir können jedoch eine rekursive Formel fürfn (n = 1, 2, ...) angeben, die ohne
die Zahleng(n, b) auskommt:

Satz 9.2-2:
Es gilt f1 = 1

und fürn ≥ 1 fn = 1−
n−1
∑

k=1

(

n−1
k−1

)

fk (1− p)k(n−k).

Beweis: Die Aussage überf1 ist trivial.
Nun sein ≥ 2 gegeben. Um die Rekursion zu zeigen, betrachten wir für
1 ≤ k ≤ n die Wahrscheinlichkeitzk, dass die den Punkt 1 enthaltende
Zusammenhangskomponente aus genauk vielen Ecken besteht. Wir behaup-
ten, dass

zk =

(

n− 1

k − 1

)

fk (1− p) k(n−k)

gilt. Da außerdem

n
∑

k=1

zk = 1

gilt, folgt damit dann

fn = zn = 1−
n−1
∑

k=1

zk

und durch Einsetzen vonzk die zu zeigende Behauptung. Die Gültigkeit der
obigen Formel fürzk wird mit folgender überlegung klar: Es gibt

(

n−1
k−1

)

viele
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Möglichkeiten, aus denn−1 von1 verschiedenen Eckenk−1 auszuwählen,
die mit 1 einek− elementige Zusammenhangskomponente bilden können.
dassdiesek Ecken eine Zusammenhangskomponente bilden, hat die Wahr-
scheinlichkeitfk (1 − p)k(n−k), denn diesek Ecken müssen erstens einen
zusammenhängenden Graphen bilden (die führt zu dem Termfk) und dürfen
zweitens keine zu einer weiteren Ecke führende Kante haben (dies "verbietet"
k(n− k) viele mögliche Kanten).

Damit ist der Satz bewiesen.

Beispiel 9.2-4:
Man rechnet leicht aus, dass sich bis zun = 4 die folgenden Polynome inp für
fn ergeben:

f2 = p

f3 = 1− (1− p)2 − 2p(1− p)2 = 3p2 − 2p3

f4 = 1− (1− p)3 − 3p(1− p)4 − 3(3p2 − 2p3)(1− p)3

= 16p3 − 33p4 + 24p5 − 6p6

Fürp = 0, 99 hat man also:

f2 = 0, 99

f3 = 0, 999702

f4 ≈ 0, 999996

An dieser Stelle muss eine Bemerkung zur algorithmischen Komplexität der
Berechnung vonfn gemacht werden. Die in dem obigen Satz angegebene rekursive
Formel liefert offenbar ein polynomiales Verfahren (gemessen in der Größe vonn)
zur Bestimmung vonfn. Ist das Polynomfn(p) auf diese Weise bestimmt, können
über ein lineares Gleichungssystem auch die Koeffizienteng(n, b) aus Satz 9.2-1
errechnet werden.

Beispiel 9.2-5:
Es sollen die Koeffizienteng(4, b) für die Darstellung

f4 = g(4, 3)p3(1−p)3 + g(4, 4)p4(1−p)2 + g(4, 5)p5(1−p) + g(4, 6)p6

berechnet werden. Aus Beispiel 9.2-4 wissen wir, dass gilt:

f4 = 16p3 − 33p4 + 24p5 − 6p6.

Zur Bestimmung der vier Unbekannten setzen wir hier die Wertep = 1 ,−1 , 2

und−2 ein und erhalten:

f4(1) = 1 , f4(−1) = −79 , f4(2) = −16 , f4(−2) = −1808 .
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Einsetzen der so gewonnenen Wertepaare in die obere Gleichung liefert nun das
Gleichungssystem

1 = g(4,6)
-79 = -8g(4,3) + 4g(4,4) - 2g(4,5) + g(4,6)
-16 = -8g(4,3) + 16g(4,4) - 32g(4,5) + 64g(4,6)

-1808 = -216g(4,3) + 144g(4,4) - 96g(4,5) + 64g(4,6)

Dessen eindeutige Lösung erhält man schließlich mit den üblichen Methoden
(z. B. dem Gaußschen Algorithmus):

g(4, 3) = 16 , g(4, 4) = 15 , g(4, 5) = 6 , g(4, 6) = 1 .

Nach diesem ersten Einstieg in die Eigenschaften von Zufallsgraphen wollen wir
dieses Thema vorübergehend verlassen. Wir werden es bald wieder aufgreifen, um
dann Verfahren zur Berechnung wie auch Abschätzungen für die Netzzuverlässig-
keit zu erhalten. Der Vollständigkeit halber soll noch aufgezeigt werden, wie z. B.
das Polynomf3 = 3p2−2p3 durch Untersuchung Boolescher Ausdrücke gewonnen
werden kann:

Wie im vorigen Abschnitt stehe die Boolesche Variable "ki" für die Aussage "Kante
ki ist intakt". Es ist dann

f3 = P{(k1 ∧ k2) ∨ (k1 ∧ k3) ∨ (k2 ∧ k3)}.

Die zugehörige kanonische DNF (siehe Anhang) lautet

(k1 ∧ k2 ∧ k3) ∨ (k′1 ∧ k2 ∧ k3) ∨ (k1 ∧ k′2 ∧ k3) ∨ (k1 ∧ k2 ∧ k′3),

folglich gilt

f3 = p3 + 3p2 (1− p) = 3p2 − 2p3.
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Selbsttestaufgabe 9.2-1:

Man bestimme den Koeffizienteng(5, 4).

9.3 Zuverlässigkeitsmaße und -polynome

Wir gehen in diesem Abschnitt stets von einem ungerichtetenGraphenG = (E,K)

auf der EckenmengeE = {1, 2, ..., n} aus, der nicht als vollständig (bzw. vollver-
mascht) vorausgesetzt wird.
G soll die Grundstruktur eines Kommunikationsnetzes darstellen.

Es wird angenommen, dass nur Kanten (und keine Ecken) ausfallen können. Für
jede Kantek ∈ K ist dies zu einem beliebigen Zeitpunkt mit einer festen Wahr-
scheinlichkeit1− p(k) der Fall, und die Ausfälle verschiedener Kanten seien von-
einander unabhängig.

Bei den folgenden Zuverlässigkeitsuntersuchungen wird davon ausgegangen, dass
die Funktionsfähigkeit des Netzes nur von der aktuellen Topologie (d. h. welche
Kanten gerade intakt sind und welche nicht) abhängt. Als Zuverlässigkeit wird also
die Wahrscheinlichkeit definiert, dass sich der Graph in einem funktionsfähigen
Zustand befindet.

Formaler kommt man zu folgendem Begriffsaufbau:

Eine beliebige KantenmengeS ⊆ K heißt einZustand. Nun sei eine MengeZustand

von ZuständenF(G) ⊆ P(K) ausgezeichnet, die genau diefunktionsfähigenfunktionsfähiger
Zustand Zuständeenthält.

Als Zuverlässigkeit z(G) bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeit, dass sich derZuverlässigkeit

Graph in einem funktionsfähigen Zustand befindet;z(G) ist natürlich vonF(G)

abhängig.

Beispiel 9.3-1:
Der im folgenden Diagramm dargestellte Graph sei gegeben:

Es seip(ki) = p = 0, 99 für jede Kanteki.
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Im ersten Fall seiF1(G) = {{k1, k2, k3, k4}}. Das Netz ist also nur dann funk-
tionsfähig, wenn alle Kanten intakt sind. In der Anwendung mag sich dies aus
der Forderung ergeben haben, dass sich alle Stationen gegenseitig unter Zuhil-
fenahme höchstens einer Zwischenstation erreichen können.
Es ergibt sich

z(G) = P {k1 ∧ k2 ∧ k3 ∧ k4}
= 0, 994 ≈ 0, 960596

Im zweiten Fall seiF2(G) = {{k1, k2, k3, k4}, {k1, k2, k3},
{k1, k2, k4}, {k1, k3, k4}, {k2, k3, k4}}.
Funktionsfähigkeit korrespondiert hier zu dem Zusammenhang des Graphen.
Für die Zuverlässigkeit folgt

z(G) = 0, 994 + 4 · 0, 993 · 0, 01 ≈ 0, 999408.

Schon in Abschnitt 9.1 wurde darauf hingewiesen, dass die Zuverlässigkeit auch
von dem im Netz angewendeten Routing (und in der Realität selbstverständlich
von weiteren Protokollfestlegungen) abhängt. Die Beispiele in Beispiel 9.3-1 zei-
gen, dass uns dies durch den Begriff der funktionsfähigen Zustände nicht verloren
gegangen ist; bei der Auswahl der MengeF(G) kann das Routing mit berücksich-
tigt werden.

Wie wir gesehen haben, ist es eine naheliegende Möglichkeit, die funktionsfähi-
gen Zustände mit den zusammenhängenden Graphen zu identifizieren, d. h.F(G)

als diejenigen Kantenmengen vonG zu wählen, die zu einem zusammenhängenden
Teilgraphen führen. Die Zuverlässigkeitz(G) korrespondiert dann zur Wahrschein-
lichkeit, dass je zwei Knoten miteinander kommunizieren können, wobei alle Wege
erlaubt sind; dieses spezielle Maß wird im folgenden mitzv(G) für volle Zuverläs- volle Zuverlässigkeit

sigkeit bezeichnet.

Zu einem anderen Maß kommt man, wenn nur die Forderung aufgestellt wird, dass
zwei bestimmte Eckens, t des Graphen (auf beliebigen Wegen) kommunizieren
können sollen: Dies, t-Zuverlässigkeit zs,t(G) ist dann die Wahrscheinlichkeit, s, t-Zuverlässigkeit

dass die Eckens undt in derselben Zusammenhangskomponente des Graphen lie-
gen.
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Beispiel 9.3-2:
Wir betrachten wieder den Graphen aus Beispiel 9.3-1 und fragen nachz1,4(G).
Offenbar gilt

z1,4(G) = P {k4 ∨ (k1 ∧ k2 ∧ k3)}
= P {k4 ∨ (k1 ∧ k2 ∧ k3 ∧ k′4)}
= 0, 99 + 0, 993 · 0, 01

= 0, 999703.

Ein weiteres Zuverlässigkeitsmaß ergibt sich, wenn mehr als zwei Ecken
e1, e2, e3, ..., et vorgegeben werden und das Ziel darin besteht, die gegenseitige
Erreichbarkeit dieser Stationen sicherzustellen. DiesesMaß werden wir jedoch
nicht weiter betrachten.

Wir wollen auch noch einmal darauf hinweisen, dass unser allgemeiner Ansatz über
F(G) mit der Definition vonz(G) u. a. auch auf Netze anwendbar ist, in denen (wie
im Beispiel 9.1-2) mit Routing-Plänen gearbeitet wird.

Beispiel 9.3-3:
Wir betrachten wieder den folgenden Graphen mit Routing-Plan:

von/nach 1 2 3 4
1 - 2;3 3;2 4;3
2 1;3 - 3;1 1;3
3 1;2 2;1 - 4;1
4 1;3 1;3 3;1 -

Soll in dem Netz jede Station zu jeder anderen Nachrichten senden können, so
gilt für die funktionsfähigen Zustände

F(G) = {K,K\{k1}, K\{k2}, K\{k3},
K\{k4}, K\{k5}, K\{k1, k2}, K\{k4, k5},
K\{k1, k5}, K\{k2, k4}} .
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Sind die Kantenwahrscheinlichkeiten einheitlich gleichp, so hat man

z(G) = p5 + 5p4(1− p) + 4p3(1− p)2

= 4p3 − 3p4,

für p = 0, 99

z(G) ≈ 0, 999408.

Es sei ein beliebiger (zusammenhängender) GraphG = (E,K) auf der Ecken-
mengeE = {1, ..., n} gegeben,F ⊆ P(K) sei die Menge der funktionsfähi-
gen Zustände. Es wird angenommen, dass es eine einheitlicheWahrscheinlichkeit
p(0 ≤ p ≤ 1) für die Funktionfähigkeit der einzelnen Kanten gibt, die Ereignisse
"Kantek ist intakt" (fürk ∈ K) seien voneinander unabhängig.

Wir werden im folgenden stets von dieser Grundsituation ausgehen. Die Annahme
einer einheitlichen Wahrscheinlichkeitp stellt zwar eine Einschränkung dar, jedoch
können damit die Zusammenhänge zwischen Graphenstruktur und Zuverlässigkeit
klarer herausgearbeitet werden.

Die Zuverlässigkeitz(G) ist die Wahrscheinlichkeit, dassG sich in einem Zustand
ausF befindet.z(G) ist eine Funktion vonp.

Lemma 9.3-1: z(G) ist ein Polynom inp.

Beweis: Es seiGF = {(E, K̃) | K̃ ∈ F} die Menge der funktionsfähigen
Teilgraphen vonG. Offenbar gilt

z(G) = P {GF}
=

∑

T∈GF

P {T}.

Da jede einzelne WahrscheinlichkeitP{T} ein Polynom inp ist, gilt dies auch für
z(G).

Beispiel 9.3-4:
Wir schauen wieder die in Beispiel 9.3-1 und Beispiel 9.3-3 betrachteten Gra-
phen an.



246 9 Zuverlässigkeit von Netzen

Soll G1 nur funktionsfähig sein, wenn alleKanten intakt sind (alsoF(G1) =

{{k1, k2, k3, k4}} ), so ergibt sichz(G1) = p4.

Soll Funktionsfähigkeit zum Zusammenhang korrespondieren, so erhält man (s.
auch Beispiel 9.3-1)z(G1) = zv(G1) = 4p3 − 3p4.

Da es inG2 acht Teilgraphen mit drei Kanten, fünf Teilgraphen mit vierKanten
und einen Teilgraphen mit fünf Kanten gibt, die zusammenhängend sind, führt
die Forderung des Zusammenhangs beiG2 zu

z(G2) = zv(G2) = 8p3(1− p)2 + 5p4(1− p) + p5

= 8p3 − 11p4 + 4p5.

Der in Beispiel 9.3-3 verwendete Routing-Plan ergab

z(G2) = 4p3 − 3p4.

Das Polynomz(G) wird Zuverlässigkeitspolynomdes GraphenG genannt. DasZuverlässigkeits-
polynom Polynom hängt von den als funktionsfähig definierten Zuständen ab, wie auch in

den gezeigten Beispielen deutlich wird. In der Literatur wird dieser Bezug auf die
MengeF ⊆ P(K) mitunter nicht deutlich herausgestellt und implizit angenom-
men, dass die funktionsfähigen Zustände genau den zusammenhängenden Teilgra-
phen entsprechen – m. a. W. wird (in unserer Terminologie) nur zv(G) betrachtet.

Wir wollen an dieser Stelle noch einmal die beiden Methoden herausstellen, die wir
bisher für die effektive Bestimmung des Polynomsz(G) bei gegebenem Graphen
G (und gegebener MengeF funktionsfähiger Zustände) zur Verfügung haben.
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Die erste Methode könnte man dieBoolesche Methodenennen: für jede Kante Boolesche Methode

k ∈ K wird die Aussage "k ist intakt" durch den Booleschen Ausdruck "k" reprä-
sentiert, und es wird ein zusammengesetzter Boolescher Ausdruck aufgestellt, des-
sen Gültigkeit genau der Aussage entspricht, dass man sich in einem funktions-
fähigen Zustand befindet. Anschließend muss dieser Boolesche Ausdruck in eine
DNF umgewandelt werden, umz(G) direkt berechnen zu können. Wir haben diese
Methode in einigen Beispielen angewendet.

Der andere Zugang ist dieTeilgraph-Zählmethode: er greift auf die Beziehung Teilgraph-
Zählmethode

z(G) =
∑

T∈GF

P{T}

zurück, wobeiGF die Menge der funktionsfähigen Teilgraphen ist. Hat einT ∈
GF i viele Kanten, so gilt (mit| K |= m)

P{T} = pi(1− p)m−i.

Damit hat man insgesamt

z(G) =
m
∑

i=0

Fip
i · (1− p)m−i,

wenn mitFi die Anzahl funktionsfähiger Teilgraphen miti vielen Kanten bezeich-
net ist. Es gilt also, die ZahlenFi zu bestimmen.

Die Brücke zwischen den beiden Methoden stellt folgende Beobachtung her:
Ist f(k1, ..., km) der Boolesche Ausdruck, der die Funktionsfähigkeit des Netzes
beschreibt, so entsprechen die einzelnen Konjunktionen inder kanonischen DNF
genau den funktionsfähigen Kantenmengen (also den Elementen vonF ).

Beide Methoden unterscheiden sich daher nicht in ihrem Aufwand.

Beispiel 9.3-5:
Wir schauen noch einmal auf den GraphenG2 aus Beispiel 9.3-4, der auf Zusam-
menhang überprüft werden soll. Wie in Beispiel 9.3-4 gesagt, gilt F3 = 8,
F4 = 5 und F5 = 1, also

zv(G2) = 8p3(1− p)2 + 5p4(1− p) + p5.

Ein Boolescher Ausdruck, der den Zusammenhang beschreibt,ist z. B.

f(k1, ..., k5) = (k3 ∧ (k1 ∨ k4) ∧ (k2 ∨ k5))

∨(k′3 ∧ ((k1 ∧ k2 ∧ k4) ∨ (k1 ∧ k2 ∧ k5)

∨(k1 ∧ k4 ∧ k5) ∨ (k2 ∧ k4 ∧ k5)))

Zu diesem Ausdruck kommt man durch folgende Überlegung: Manunterschei-
det zunächst danach, obk3 intakt ist oder nicht; im ersten Fall muss noch jeweils
k1 oderk4 bzw.k2 oderk5 intakt sein; im zweiten Fall müssen mindestens drei
der restlichen Kanten intakt sein.
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Die zuf gehörende kanonische DNF hat die folgenden 14 "Summanden",die
genau den 14 zusammenhängenden Teilgraphen vonG2 entsprechen:

Die "Boolesche Methode" lässt sich an einerGraphenzerlegungsmethodenach-Graphenzerlegungs-
methode spielen. Das Verfahren leuchtet unmittelbar ein und wird anhand des Beispiels vor-

geführt.

Grundidee ist, schrittweise durch Identifizierung von Ecken bzw. Streichen von
Kanten kleinere Graphen zu konstruieren, die sich aus der Annahme ergeben, dass
eine bestimmte Kante mit Sicherheit intakt bzw. nicht intakt ist.
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( In den Zwischenschritten können sich Multigraphen ergeben.)

zv( b b

bb

) = p · zv( b b b ) + (1− p) · zv( b b

bb

)

= p · (2− p2)2 + (1− p) · (4p3 − 3p4)

= 8p3 − 11p4 + 4p5

Sämtliche geschilderten Methoden zur Bestimmung des Polynoms haben den Nach-
teil, keine guten (d. h. effizienten) Algorithmen zu liefern.

Freilich kann in Einzelfällen (z. B. aufgrund irgendwelcher Symmetrien in der Pro-
blemstellung) die eine oder andere Methode schnell zum Zielführen, jedoch sind
für den allgemeinen Fall bei jeder Methode nur exponentielle Algorithmen bekannt.

Im nächsten Abschnitt werden wir auf die Schwierigkeit der Bestimmung der Koef-
fizientenFi noch einmal im Sinne der Komplexitätstheorie eingehen.

Wir wollen einen weiteren Begriff einführen, der das weitere Vorgehen erleichtert.
Gegeben seien wiederG undF wie in Lemma 9.3-1.

T ⊆ K heißtkritische Kantenmenge, wenn das KomplementK\T nicht funk- kritische Kantenmenge

tionsfähig ist, d. h. wennK\T /∈ F gilt. Anschaulich bedeutet das:T ist kritisch,
wenn der Ausfall vonT zu einem nicht funktionsfähigen Zustand führt.

Man beachte: Korrespondiert Funktionsfähigkeit zum Zusammenhang, so ist eine
Kantenmenge kritisch, wenn durch ihr Entfernen der Graph inmindestens zwei
Zusammenhangskomponenten zerfällt. Dies zeigt einen Zusammenhang zu dem
Begriff eines Schnitts auf (vergleiche Abschnitt 1.3). DieBegriffe sind jedoch nicht
identisch.

Beispiel 9.3-6:
Es sei wieder der folgende Graph gegeben, Funktionsfähigkeit korrespondiere
zum Zusammenhang:

Funktionfähig sind z. B.{k1, k2, k3} oder {k1, k2, k4, k5}, kritisch z. B.
{k1, k2, k3} oder{k1, k4}

Aufgrund der Definition von funktionsfähig und kritisch folgt unmittelbar:
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Ist S ⊆ K eine beliebige Kantenmenge, so ist

entweder S funktionsfähig
oder K\S kritisch.

Ist mitCj(0 ≤ j ≤ m) die Anzahl der kritische Kantenmengen mitj vielen Kanten
bezeichnet, so ergibt obige Aussage die Formel

Fi + Cm−i =

(

m

i

)

für 0 ≤ i ≤ m.

Daraus folgt nun der

Satz 9.3-1:

z(G) = 1−
m
∑

j=0

Cjp
m−j(1− p)j

Beweis: Man hat

z(G) =
m
∑

i=0

Fip
i(1− p)m−i

=
m
∑

i=0

(
(

m

i

)

− Cm−i)p
i(1− p)m−i

=
m
∑

j=0

(
(

m

j

)

− Cj)p
m−j(1− p)j,

und wegen

m
∑

j=0

(

m

j

)

pm−j(1− p)j = 1

folgt die Behauptung.

Man kann die behauptete Formel allerdings auch direkt einsehen, wenn man berück-
sichtigt, dass1 − z(G) die Wahrscheinlichkeit ist, dass mindestens eine kritische
Menge nicht intakt ist.

Selbsttestaufgabe 9.3-1:

Zeigen Sie: Korrespondieren die funktionsfähigen Zustände zu zusammenhängen-
den Teilgraphen, und wird einem GraphenG = (E,K) eine Kante hinzugefügt, die
bisher nicht zuK gehörte, so ist der neue GraphG′ zuverlässiger alsG.
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9.4 Zur Komplexität des
Zuverlässigkeitsproblems

In diesem Abschnitt wird stets von folgender Situation ausgegangen: Es ist ein
ungerichteter GraphG = (E,K) mit einer MengeF ⊆ P(K) funktionsfähiger
Zustände gegeben. Jede Kantek ∈ K ist mit einer einheitlichen Wahrscheinlichkeit
p verfügbar.

Es geht um das Problem, die Zuverlässigkeitz(G) als Polynom in der Variablenp
effizient zu bestimmen.

An dieser Stelle ist eine Präzisierung des Zieles nötig, dasZuverlässigkeitspolynom
"effizient zu bestimmen". Wir müssen hier zunächst an die Ausführungen zur Kom-
plexität von Algorithmen in Kapitel 3 erinnern. Grundsätzlich ist man stets auf der
Suche nach Algorithmen mit einer polynomialen Komplexitätrelativ zur Größe des
gegebenen Problems; als Problemgröße wählen wir wieder stets die Eckenanzahl
des Graphen.

Die Problematik verkompliziert sich nun dadurch, dass zusätzlich eine MengeF ⊆
P(K) als "Input" in den gesuchten Algorithmus zur Bestimmung vonz(G) eingeht.
Für die Frage nach der Komplexität spielt es natürlich auch eine Rolle, in welcher
Form die MengeF gegeben ist, ob also z. B.F als Menge in Worten beschrieben
ist oder etwa die Elemente vonF in einer jederzeit greifbaren Liste abgespeichert
sind.

Beispiel 9.4-1:
Der folgende GraphG sei gegeben.

Die MengeF kann angegeben werden

• durch die explizite Auflistung
F = {{k1, ..., k5}, {k1, k2, k3, k4}, ...} oder

• durch die Aussage "F korrespondiere zu den zusammenhängenden Teilgra-
phen".
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Ein Verfahren zur Bestimmung vonz(G) kann im ersten Fall die Koeffizienten
Fi in der Darstellung

z(G) =

m
∑

i=0

Fi · pi · (1− p)m−i

sofort ablesen, im zweiten Fall ist dies nicht möglich.

Wir werden im folgenden stets die Situation vorliegen haben, dass es zu gegebenem
F einen polynomialenErkennungsalgorithmus für F gibt – also einen Algorith-Erkennungs-

algorithmus mus, der zu gegebener KantenmengeM ⊆ K feststellt, obM ∈ F gilt oder
nicht.

Man beachte, dass dies tatsächlich der Fall ist, wennF zum Zusammenhang kor-
respondiert, denn es ist leicht zu testen, ob ein Graph zusammenhängend ist (vgl.
Kapitel 3).

Man beachte aber auch: dies bedeutet nicht, dass es algorithmisch leicht ist, eine
spezifische Auflistung der Elemente vonF zu erstellen, denn es gibt schließlich
exponentiell viele Kandidaten als Elemente vonF !

In dem vorliegenden Abschnitt beschränken wir uns auf die folgenden zwei Fälle:

I. F korrespondiert zu den zusammenhängenden Teilgraphen vonG. Wir spre-
chen dann vomvollen Zuverlässigkeitsproblem.volles Zuverlässigkeits-

problem
II. Es sind Eckens und t des Graphen ausgezeichnet, undF korre-

spondiert zu denjenigen Teilgraphen vonG, in denen s und t in
derselben Zusammenhangskomponente liegen. Hier sprechenwir vom s,t-s,t-

Zuverlässigkeitsproblem Zuverlässigkeitsproblem.

Es geht also in I. um die Bestimmung vonzv(G) und in II. um die vonzs,t (G) (vgl.
Abschnitt 9.3).

Wie bereits mehrfach dargelegt, gilt für das Polynomz(G) stets die Darstellung

z(G) =

m
∑

i=0

Fi · pi · (1− p)m−i ,

wobeiFi die Anzahl deri-elementigen Elemente vonF ist. Hat man ein effizien-
tes Verfahren, die ZahlenF0, F1, ..., Fm zu berechnen, so kann das Polynomz(G)

effizient bestimmt und für jedes konkretep0 der Wertz(p0) berechnet werden. Zur
Vereinfachung der Sprechweise wollen wir im folgenden das Problem der Bestim-
mung vonF0, F1, ..., Fm mit ZUV-K bezeichnen.ZUV-K

Es ist aber auch vorstellbar, dass man einen (effizienten) Algorithmus hat, der für
jeden beliebigen Wertp0 (0 ≤ p0 ≤ 1) den Funktionswertz(G)(p0) liefert, ohne
dass dieser Algorithmus den "Umweg" der Bestimmung der obigen Koeffizienten
Fi nimmt. Das Problem des Findens eines solchen Algorithmus bezeichnen wir mit
ZUV .ZUV
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Bevor wir als nächstes zeigen, dass die ProblemeZUV-K undZUV (im algorithmi-
schen Sinne) äquivalent sind, ist eine grundsätzliche Bemerkung zum verschiedenen
Charakter dieser Problemstellungen angebracht.

Die Formulierung der ProblemstellungZUV-K hat den Vorteil, dass es sich bei
der Bestimmung der ZahlenF0, F1, ..., Fm um ein kombinatorisches Problem han-
delt, wo der Parameterp keine Rolle mehr spielt. Der Nachteil ist dabei allerdings,
dass die KoeffizientenFi nicht unmittelbar eine Aussage über die Wertez(G)(p0)

treffen. Dies gilt umso mehr, als sich die Zuverlässigkeitspolynome verschiedener
Graphen auch "kreuzen" können.

Beispiel 9.4-2:
(vgl. [COL])

Die folgenden GraphenG1 undG2 seien gegeben, es werdezv(G) untersucht.

Beide Graphen haben 6 Ecken und 8 Kanten. Die KoeffizientenFi sind im fol-
gender Übersicht zusammengestellt:

G1 G2

F0 0 0

F1 0 0

F2 0 0

F3 0 0

F4 0 0

F5 32 30

F6 24 25

F7 8 8

F8 1 1

Den KoeffizientenFi ist nicht sofort anzusehen, welcher Graph "zuverlässiger"
ist. Tatsächlich kreuzen sich die Funktionenzv(G1)(p) undzv(G2)(p) beip = 2

3
:

für p < 2
3

istG1 zuverlässiger, fürp > 2
3

dagegenG2.
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Es werden nun einige Bemerkungen zu den BegriffenReduzierbarkeit undReduzierbarkeit

Äquivalenz von Problemen eingefügt.Äquivalenz

Man sagt, ein ProblemA sei auf ein ProblemB reduzierbar, wenn folgendes gilt:reduzierbar

Hat man einen polynomialen Algorithmus, der das ProblemB löst, so kann man
daraus einen polynomialen Algorithmus zum Lösen vonA ableiten.

Auf eine formale Definition soll an dieser Stelle verzichtetwerden. Der (die) inter-
essierte Leser(in) findet dies in jedem Informatik-Lehrbuch, das sich mit Fragen der
Komplexität von Algorithmen befasst (siehe z. B. das Standardwerk [GAR]).

Beispiel 9.4-3:
In Kapitel 3 wurde das Problem derminimalen Knotenüberdeckungbetrach-
tet: in einem gegebenen GraphenG = (E,K) ist eine MengeU ⊆ E mit
möglichst wenigen Ecken zu finden derart, dass von jeder Kante ausK mindes-
tens eine der beiden Ecken zuU gehört.

Beim Problem dermaximalen unabhängigen Mengegeht es darum, eine
MengeM ⊆ E mit möglichst vielen Ecken zu finden derart, dass keine Kante
ausK zwei Ecken vonM verbindet.

Behauptung:

Das Problem der maximalen unabhängigen Menge ist auf das Problem der mini-
malen Knotenüberdeckung reduzierbar.

Beweis: Es seiA ein polynomialer Algorithmus, der in einem beliebigen
Graphen eine minimale Knotenüberdeckung findet. Es wird nunein poly-
nomialer AlgorithmusB angegeben, der – unter Verwendung vonA - eine
maximale unabhängige Menge in einem Graphen bestimmt.

AlgorithmusB geht folgendermaßen vor:

Ein GraphG = (E,K) sei gegeben. Mit AlgorithmusA wird zunächst
eine minimale KnotenüberdeckungUo ermittelt. Sodann wird das Kom-
plementMo = E\Uo gebildet. Da offenbar eine TeilmengeX ⊆ E genau
dann eine Knotenüberdeckung ist, wennE \ X unabhängige Menge ist,
mussMo eine maximale unabhängige Menge sein.

Da der AlgorithmusB nur aus einmaligem Aufruf vonA und der Kom-
plementbildung besteht, istB ebenfalls polynomial.

ProblemeA undB werdenäquivalent genannt, wenn sowohlA auf B als auchBäquivalent

aufA reduzierbar ist.

Es ist hier wichtig anzumerken, dass Reduzierbarkeit (und Äquivalenz) nur eine
Aussage über das Verhältnis zweier Probleme zueinander istund nichts über die
Existenz polynomialer Algorithmen aussagt – "A ist reduzierbar aufB" bedeutet
nur: wennes einen solchen Algorithmus fürB gibt, so auch fürA.
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Aus obigen Beweis wird sofort klar, dass die Probleme der minimalen Knotenüber-
deckung bzw. der maximalen unabhängigen Menge sogar äquivalent sind. Polyno-
miale Algortihmen zu ihrer Lösung sind jedoch nicht bekannt.

Wie in Kapitel 3 angemerkt, ist das Problem der minimalen Knotenüberdeckung
(und damit auch das der maximalen unabhängigen Menge)NP-vollständig. Dies NP-vollständig

bedeutet unter anderem, dass dafür bisher keine polynomialen Algorithmen gefun-
den wurden und es auch als unwahrscheinlich gilt, dass solche überhaupt existieren.

Bei der Untersuchung des Schwierigkeitsgrades eines ProblemsA wird oft in fol-
gender Weise vorgegangen: Zunächst versucht man, einen polynomialen Algorith-
mus zu finden oder zu zeigen, dass kein solcher existiert - letzteres gelingt äußerst
selten. Gelingt beides nicht, so versucht man, ein als NP-vollständig bekanntes Pro-
blemB aufA zu reduzieren. Wenn dies funktioniert, so weiß man, dassA mindes-
tens so schwierig ist wie ein NP-vollständiges Problem, undes ist dann gerechtfer-
tigt, nach guten approximativen Algorithmen zu suchen. Wirwerden ebenfalls in
dieser Weise vorgehen.

Zunächst beweisen wir jedoch den folgenden

Satz 9.4-1: Die ProblemeZUV undZUV-K sind äquivalent.

Beweis: Es wurde bereits oben argumentiert, dass das ProblemZUV auf das
ProblemZUV-K reduzierbar ist.

Für die Umkehrung sei nun angenommen, man habe einen polynomialen
AlgorithmusA zur Lösung des ProblemsZUV . Die folgende Vorgehensweise
liefert dann einen polynomialen AlgorithmusB zur Bestimmung der Koeffi-
zienten Fo, F1, ..., Fm : Man wählt zunächstm + 1 verschiedene reelle
Zahlen p0, p1, ..., pm. Durch (m + 1) –fache Anwendung des Algorithmus
A können die Wertez(G)(pt) (0 ≤ t ≤ m) berechnet werden. Für jedes
t gilt nun die Gleichung

m
∑

i=0

Fi p
i
t (1− pt)

m−i = z(G)(pt) ,

in der die Potenzen vonpt bzw. (1 − pt) berechnet werden können, so dass
daraus eine lineare Gleichung mit den UnbekanntenF0, F1, ..., Fm wird. Ings-
gesamt hat man nun ein lineares Gleichungssystem ausm + 1 vielen Glei-
chungen und mitm + 1 vielen Unbekannten, welches mit dem Gaußschen
Algorithmus eindeutig gelöst werden kann. Da der Gaußsche Algorithmus
ebenfalls polynomial (inm) ist, bleibt auch der so beschriebene Algorithmus
B polynomial.

Der soeben bewiesene Satz rechtfertigt, dass wir im folgenden das ProblemZUV-K
– also die Bestimmung vonF0, F1, ..., Fm – alsdasZuverlässigkeitsproblem anse-
hen. Der Einfachheit halber wirddiesesProblem im weiteren mitZUV bezeichnet.
Soll spezifiziert werden, ob es sich um das volle Zuverlässigkeitsproblem oder um
das s,t-Zuverlässigkeitsproblem handelt, so werden die BezeichnungenZUV v bzw.
ZUV s,t verwendet.
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Bevor wir Aussagen über die Komplexität des ProblemsZUV ableiten, ist eine
ergänzende Bemerkung zum Thema NP–Vollständigkeit nötig.In der Komplexitäts-
theorie wird der Begriff der NP–Vollständigkeit nur aufEntscheidungsproblemeEntscheidungsproblem

angewendet. Ein Entscheidungsproblem bildet z. B. die Frage: "Gibt es in dem
GraphenG eine Knotenüberdeckung ausno vielen Knoten?" Die Frage "Wieviele
Knotenüberdeckungen ausno vielen Knoten hat der GraphG ?" ist einZähl-
problem. Für Zählprobleme gibt es eigene Begriffe, obschon natürlich Zusam-Zählproblem

menhänge bestehen zwischen "Entscheidungsversion" und "Zählversion" eines Pro-
blems.

Da wir den Begriff der NP–Vollständigkeit ohnehin nicht formal eingeführt
haben, werden wir im folgenden so verfahren: unabhängig davon, ob es sich um
Entscheidungs- oder Zählversion eines Problems handelt, werden wir von einem
schwierigen Problemsprechen, wenn damit gesagt werden soll, dass es zur Lösungschwieriges Problem

bisher kein polynomialer Algorithmus gefunden wurde. Diese Terminologie bein-
haltet die Korrektheit der folgenden Schlussweise: ist Problem A als schwierig
erkannt und aufB reduzierbar, so ist auchB schwierig.

In Beispiel 9.4-3 war von dem Problem der maximalen unabhängigen Menge die
Rede. Das Problem derbipartiten unabhängigen Menge, welches wir mitBUMbibipartite

unabhängige Menge

BUM-Problem
abkürzen, lautet folgendermaßen: Man bestimme für einen gegebenen bipartiten
GraphenG die Anzahl der unabhängigen Knotenmengen.

Aus der Literatur (s. z. B. [COL]) übernehmen wir die Information, dass auchBUM
NP-vollständig ist.

Um uns dem Zuverlässigkeitsproblem anzunähern, betrachten wir nun noch das
Problems, t-Trennung: Man bestimme für einen gegebenen (ausnahmsweise!)s, t-Trennung

MultigraphenGmit ausgezeichneten Knotens undt die Anzahl ders, t-trennenden
Kantenmengen minimaler Elementeanzahl.

Hierbei ist eines, t-trennende Kantenmenge im Sinne von Kapitel 1 zu verstehen:
es ist eine KantenmengeS ⊆ K, so dass nach Herausnahme der Kanten vonS die
Knotens undt in verschiedenen Zusammenhangskomponenten liegen.

Für einen zusammenhängenden GraphenG sprechen wir allgemein von einer
trennenden Kantenmenge, wenn nach deren Herausnahme aus dem Graphen die-trennende

Kantenmenge ser in mindestens zwei Zusammenhangskomponenten zerfällt. Bei gegebenen Kno-
tens undt ist also eine trennende KantenmengeS dann eines, t-trennende Kanten-
menge, wenns undt nach der Herausnahme vonS in verschiedenen Komponenten
liegen.

Man beachte: Die trennenden Kantenmengen sind identisch mit den kritischen Kan-
tenmengen des vollen Zuverlässigkeitsproblems. Dies, t-trennenden Kantenmen-
gen sind die kritischen Kantenmengen dess, t-Zuverlässigkeitsproblems.
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Beispiel 9.4-4:
Der im folgenden Diagramm dargestellte Multigraph sei gegeben.

Die minimale Kardinalität einers, t-trennenden Kantenmenge ist hier 2. Allge-
mein lässt sich diese kleinstmögliche Elementeanzahl mit dem Algorithmus von
Ford und Fulkerson ermitteln (vgl. Kapitel 7). Die Anzahlder zweielementigen
s, t-trennenden Kantenmengen (also die Lösung des Problemss, t-Trennung) ist
hier 2, denn es sind dies nur die MengenS1 = {k1, k2} undS2 = {k4, k5}.

Satz 9.4-2: BUM ist auf das Problems, t-Trennung reduzierbar.

Beweis: Es sei wieder vorausgesetzt, dass ein polynomialer AlgorithmusB zur
Lösung vons, t-Trennung existiert. Der AlgorithmusA geht dann folgender-
maßen vor:

Zu gegebenem bipartiten GraphenG = (E ∪ F,K) wird zunächst ein
Multigraph H = (Ẽ, K̃) konstruiert. Die KnotenmengẽE vonH besteht
ausE∪F und zwei zusätzlichen Knotens undt. Die KantenmengẽK enthält
die MengeK. Zusätzliche Kanten werden nach folgender Regel eingeführt:
hat e ∈ E in G den Gradα , so werdenα viele parallele Kanten zwischens
unde gezogen; entsprechendes gilt fürf ∈ F undt. Zur Verdeutlichung ist
hier ein Beispiel dargestellt:
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Aufgrund der Konstruktion enthält jedes, t-trennende Kantenmenge mindes-
tens|K| viele Kanten, und es gibt auch Schnitte mit dieser Elementeanzahl
– z. B. die ursprüngliche MengeK. Wir zeigen nun, dass dies, t-trennenden
Kantenmengen mit|K| vielen Kanten inH eindeutig den unabhängigen Kno-
tenmengen inG entsprechen.

Dazu sind zwei Vorüberlegungen nötig:

Gibt es zwischens und e (oder zwischent und f ) α > 1 viele Kanten, so
muss eine minimale trennende Kantenmenge entweder keine oder alle diese
Kanten enthalten.

Zweitens:
Enthält eine minimales, t-trennende Menge eine Kante zwischens und e
und eine zwischent undf , so kannef keine Kante inG sein – andernfalls
ergäbe sich nämlich eines, t-trennende Menge mit mindestens einer Kante
weniger, wenn man die Kanten zwischens und e und die vont nachf aus
diesem Schnitt entfernte und ersetzte durch alle Kanten vonG, die beie oder
f enden.

Die eineindeutige Beziehung zwischen den minimalens, t-trennenden Kan-
tenmengen inH und den unabhängigen Knotenmengen inG lässt sich nun
folgendermaßen beschreiben: Ausgehend von der minimalens, t-trennenden
Menge, die gleich der MengeK der Kanten vonG ist (und der unabhän-
gigen Knotenmengeφ entspricht), werden für eine unabhängige Teilmenge
von E ∪ F die in Ecken dieser Teilmenge endenden Kanten durch die von
den Knoten dieser Teilmenge zus bzw. t führenden Kanten ersetzt. Die obi-
gen Vorüberlegungen dienen dem Nachweis, dass man auf dieseWeise alle
minimalens, t-trennenden Kantenmengen bekommt.

Wir kommen nun zu unserem AlgorithmusA zurück. NachdemH konstruiert
ist, wird darauf AlgorithmusB angewendet, um die Anzahl der minimalen
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s, t-Schnitte inH zu ermitteln. Nach den obigen Überlegungen hat man damit
auch die Anzahl der unabhängigen Knotenmengen inG.

Aus obigem Satz erhalten wir die

Folgerung 9.4-1: Das ProblemZUVs,t ist schwierig.

Beweis: Es wird gezeigt, dasss, t- Trennung aufZUV s,t reduzierbar ist. Könnte
man nämlichZUV s,t polynomial lösen, d. h. die KoeffizientenF0, F1, ..., Fm

mit polynomialem Aufwand berechnen, so hätte man auch die Zahlen

Cj =

(

m

j

)

− Fm−j (0 ≤ j ≤ m)

zur Verfügung. Das ersteCj 6= 0 in der FolgeCo, C1, ..., Cm ist aber genau
die Anzahl der minimalens, t-trennenden Kantenmengen.

Abschließend wenden wir uns nun der Komplexität des ProblemsZUV v zu.

Satz 9.4-3: ZUVv ist schwierig.

Beweis: Es wird auch hier gezeigt, dasss, t-Trennung aufZUV v reduzierbar ist.

Angenommen, man hätte einen polynomialen AlgorithmusA zur Lösung
von ZUV v. Es ergäbe sich dann der im folgenden beschriebene polyno-
miale AlgorithmusB zur Lösung vons, t-Trennung. Gegeben sei ein Graph
G = (E,K) mit ausgezeichneten Eckens undt. Es seiα die minimale Ele-
menteanzahl einess, t-Schnittes. Wie oben angemerkt, kannα mit Hilfe von
Netzflüssen mit polynomialem Aufwand berechnet werden. Wirbetrachten
nun inG alle Schnitte (nicht nur dies, t-trennenden) ausα vielen Kanten.
Anwendung des AlgorithmusA aufG liefert uns u. a. die Anzahlaα(G) die-
ser Kantenmengen.

Um die uns interessierende Anzahl vons, t-trennenden ausα vielen Kanten
zu bekommen, müssen wir vonaα(G) die Anzahl derjenigen Schnitte abzie-
hen, dies undt nicht trennen.

Um die letztgenannte Anzahl zu bestimmen, bilden wir ausG den Graphen
H durch Identifizierung der Eckens undt. Ein s undt nicht trennender Kan-
tenmenge vonG bleibt dann auch inH ein Schnitt; umgekehrt ist auch jede
solche Menge vonH eine trennende vonG, die s und t nicht trennt. Wir
können den AlgorithmusA nochmals anwenden, um die Anzahlaα(H) aller
Schnitte inH mit α vielen Kanten zu bestimmen.aα(G) − aα (H) ist nun
die gesuchte Anzahl.

Die Ergebnisse dieses Abschnitts deuten darauf hin, dass man mit hoher Wahr-
scheinlichkeit keine guten (also "schnellen") Algorithmen zur Lösung der betrach-
teten Zuverlässigkeitsprobleme finden wird. Wir werden unsdaher im nächsten
Abschnitt damit beschäftigen, möglichst gute (und leicht berechenbare) Abschät-
zungen für die KoeffizientenFi bzw.Ci zu finden. Wie gezeigt werden wird, gibt es
in dieser Richtung eine Reihe interessanter Ergebnisse.
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Selbsttestaufgabe 9.4-1:

Erläutern Sie, wieso es gerechtfertigt ist, das Zuverlässigkeitsproblem als das Pro-
blem der Bestimmung der KoeffizientenF0, F1, ..., Fm anzusehen.

9.5 Abschätzungen für das
Zuverlässigkeitspolynom

Wir gehen wieder von der Darstellung

z(G) =

m
∑

i=0

Fi · pi · (1− p)m−i

aus. Dabei istG ein Graph mitn Ecken undm Kanten, Fi die Anzahl der
i−elementigen funktionsfähigen Kantenmengen.

Um möglichst allgemeingültige Ergebnisse zu bekommen, machen wir in die-
sem Abschnitt keine Voraussetzungen darüber, welche Zuverlässigkeitsprobleme
betrachtet (d. h. welche MengeF ausgewählt) werden – Einschränkungen werden
nur dort gemacht, wo sie für die betreffende Argumentation benötigt werden.

z(G) lässt sich auch darstellen als

1 −
m
∑

j=0

Cj · (1− p)j · pm−j ,

wobeiCj die Anzahl derj-elementigen Schnitte ist. Es gilt der Zusammenhang

Fi + Cm−i =

(

m

i

)

für jedesi .

Eine dritte Darstellung, die oft verwendet wird und auch unseren weiteren Untersu-
chungen zugrundliegen soll, ergibt sich durch Einführung der KoeffizientenRi:

für 0 ≤ i ≤ m seiRi die Anzahl derjenigeni-elementigen Kantenmengen, deren
Komplemente funktionsfähig sind. M. a. W.

ist Ri =Fm−i , und es giltz(G) =
∑m

i=0 Ri · (1− p)i · pm−i.

(WährendFi die Anzahl der funktionsfähigen undCi die Anzahl der kritischen
Kantenmengen ("critical") miti vielen Kanten bezeichnen, sollRi die Restmenge
suggerieren.)
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Beispiel 9.5-1:
Es sei wieder der folgende GraphG zugrundegelegt, Funktionsfähigkeit korre-
spondiere zum Zusammenhang:

Man hatF0 = F1 = F2 = 0 , F3 = 8 , F4 = 5 , F5 = 1.

Dies führt zuz(G) = 8p3 (1− p)2 + 5p4 (1− p) + p5 .

Weiter giltC0 = C1 = 0 , C2 = 2 , C3 = 10 , C4 = 5 , C5 = 1.

Dies ergibtz(G) = 1 − 2 (1−p)2p3 − 10 (1−p)3p2 − 5 (1−p)4p − (1−p)5.

Schließlich istR0 = 1 , R1 = 5 , R2 = 8 , R3 = R4 = R5 = 0,

was zu derselben Darstellung wie der ersten führt:

z(G) = p5 + 5 (1− p)p4 + 8 (1− p)2 p3.

Die folgenden Parameterl undc spielen für die weiteren Überlegungen eine zentrale
Rolle:

l sei die minimale Größe einer funktionsfähigen Kantenmenge;
c sei die minimale Größe einer kritischen Kantenmenge.

Im obigen Beispiel 9.5-1 ist offenbarl = 3 undc = 2.

Aus der Definition folgt sofortFi = 0 für i < l (und damitRj = 0 für j > m− l) ,
fernerCi = 0 für i < c.

Da einei-elementige Kantenmenge miti < c keine kritische Kantenmenge sein
kann, folgt außerdem
Ri =

(

m

i

)

für i < c

bzw.Fj =
(

m

j

)

für j > m− c.
In den Abschätzungen fürz(G), die hier dargestellt werden sollen, werden die Zah-
len Rc(= Fm−c =

(

m

c

)

− Cc) undRm−l(= Fl =
(

m

l

)

− Cm−l) benötigt. Somit
ist die Frage von Interesse, obl, c, Rc undRm−l leicht bestimmt werden können.
Die Antwort hängt selbstverständlich davon ab, welches Zuverlässigkeitsproblem
untersucht wird.
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Betrachten wir zunächst das volle Zuverlässigkeitsproblem, bei demF gerade alle
zusammenhängenden Teilgraphen des gegebenen GraphenG enthält.

Offensichtlich ist hierl = n − 1, denn die kleinsten zusammenhängenden Teilgra-
phen sind die Gerüste.Fl ist folglich die Anzahl der Gerüste des GraphenG. Wie
wir in Kapitel 6 gesehen haben (vgl. Satz 6.2-1), kann diese Anzahl mitn exponen-
tiell wachsen. Jedoch gibt es gute (polynomiale) Algorithmen, um diese Anzahl zu
ermitteln; ein Verfahren ist im AnhangG beschrieben.

Für die Bestimmung vonc und Rc ist es nützlich, zunächst dass, t-
Zuverlässigkeitsproblem zu betrachten.

Beim s, t-Zuverlässigkeitsproblem ist offenbarl die Länge eines kürzesten Weges
vons nacht, Fl also die Anzahl der Wege dieser Länge.

Wir wissen bereits aus Kapitel 6, dassl leicht bestimmt werden kann. Zur Berech-
nung vonFl erweist es sich als sinnvoll, zunächst allgemein Kantenfolgen (vgl.
Kapitel 1) zuzulassen. Dazu bezeichnen wir für eine beliebige Eckex und0 ≤ i ≤
m mit

K(x, i)

die Anzahl der Kantenfolgen ausi vielen Kanten, die bei Knotens beginnen und
beix enden. (Zur Erinnerung: im Gegensatz zu Wegen dürfen bei Kantenfolgen die
einzelnen Kanten mehrfach vorkommen.)

BezeichnetN(x) die Menge der zux benachbarten Knoten, so gilt offenbar für
i > 0 stets

K(x, i) =
∑

y∈N(x)

K(y, i− 1).

Diese Gleichung hat als Konsequenz, dass der folgende (polynomiale) Algorithmus
alle WerteK(x, i) mit x ∈ E undo ≤ i ≤ m bestimmt:

Algorithmus :

begin

Setze K(s, 0) := 1

und K(x, 0) := 0 für jede Ecke x ∈ E mit x 6= s;

for i = 1, ..., m do
for x ∈ E do

setze K(x, i) :=
∑

y∈N(x)

K(y, i− 1);

end

Da nun aber jede Kantenfolge der Längel von s nacht ein Weg (also auch ein
kürzester Weg) sein muss, istK(t, l) = Fl, m. a. W. kannFl mit dem obigen Algo-
rithmus bestimmt werden.

Eine kritische Kantenmenge im Sinne ders, t-Zuverlässigkeit entspricht offenbar
genau einers und t trennenden Kantenmenge, wie sie in Abschnitt 7.4 eingeführt
wurde. Die minimale Größec eines solchen Schnitts kann also mit dem Algorithmus
von Ford und Fulkerson bestimmt werden.



9.5 Abschätzungen für das Zuverlässigkeitspolynom 263

Es gibt jedoch kein gutes Verfahren,Rc(=
(

m

c

)

− Cc) zu bestimmen. Hier gibt es
wieder das Ergebnis (vgl. [PRO]), dass es sich um ein NP-vollständiges Problem
handelt – der Beweis soll an dieser Stelle nicht geführt werden.

Nun kehren wir noch einmal zum vollen Zuverlässigkeitsproblem zurück.

Um die minimale Größec einer kritischen Kantenmenge zu bestimmen, kann man
nun für jede Auswahl vons undt das zugehörigecst wie soeben gezeigt bestimmen,
das kleinste aller so erhaltenencst (s, t ∈ E) ist das gesuchtec. Der Aufwand dieses
Vorgehens bleibt polynomial.

Es gibt auch ein effizientes Verfahren,Cc bzw.Rc zu bestimmen (vgl. [BAL]). Da
es sich hierbei jedoch um einen recht komplizierten Algorithmus handelt, wollen
wir auf eine genaue Beschreibung verzichten.

Wir wollen nun zwei Abschätzungen für das Polynomz(G) ansteuern, wobei die
zweite Abschätzung stets genauer ist als die erste. Für die erste Abschätzung sind
keinerlei Voraussetzungen über die Art des betrachteten Zuverlässigkeitsproblems
(also die Wahl der MengeF ) nötig.

Da Ri =
(

m

i

)

für i < c undRj = 0 für j > m− l ist, hat man

z(G) =
c−1
∑

i=0

(

m

i

)

· (1− p)i · pm−i +
m−l
∑

j=c

Rj · (1− p)j · pm−j .

Zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir im folgenden

S =
c−1
∑

i=0

(

m

i

)

· (1− p)i · pm−i +Rc · (1− p)c · pm−c +Rm−l · (1− p)m−l · pl,

so dass also gilt

z(G) = S +
m−l−1
∑

j=c+1

Rj · (1− p)j · pm−j .

Die erste Abschätzung bekommen wir nun, indem wir mit der Ungleichungskette
0 ≤ Rj ≤

(

m

j

)

in die obige Gleichung gehen:

Satz 9.5-1: Es gilt stets die folgende einfache Abschätzung für das Zuverlässig-
keitspolynom:

S ≤ z(G) ≤ S +
m−l−1
∑

j=c+1

(

m

j

)

· (1− p)j · pm−j .

Ein Beweis dieses Satzes erübrigt sich. Die Abschätzung isteine leichte Abwand-
lung einer von Van Slyke und Frank angegebenen Fassung (vgl.[VAN]).

Man beachte, dass eine Anwendung dieser Abschätzung die Verfügbarkeit der Zah-
len c, Rc, l undFl(= Rm−l) voraussetzt.
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Beispiel 9.5-2:
Wir betrachten wieder das Beispiel 9.5-1 mitz(G) = 8p3(1−p)2 +5p4(1−p)+

p5. Wegenc = 2 und l = 3 ist hierz(G) = S, und die obige Abschätzung hat
keine weitere Aussagekraft. Ein interessanteres (etwas größeres) Beispiel wird
im Anschluss an die Herleitung der zweiten Abschätzung angesehen.

Für das Folgende müssen wir voraussetzen, dass das Hinzufügen von Kanten zu
einem funktionsfähigen Zustand stets wieder einen funktionsfähigen Zustand ergibt,
dass m. a. W. ausX ∈ F undX ⊆ Y stetsY ∈ F folgt.

Es seiF ′ := {K \X|X ∈ F} die Menge der Komplemente der funktionsfähigen
Zustände. Aufgrund der Definition der KoeffizientenRi gilt also

Ri = | {X ∈ F ′ | | X |= i}|.

Die oben gemachte Voraussetzung anF bedeutet fürF ′, dass das Mengensystem
F ′ erblich ist, d. h. es gilt:erbliches

Mengensystem

X ∈ F ′ , Y ⊆ X ⇒ Y ∈ F ′.

Wir müssen an dieser Stelle anmerken, dass die hier eingeführte Voraussetzung an
F bzw.F ′ bei allen von uns bisher betrachteten Zuverlässigkeitsproblemen erfüllt
ist.

Beispiel 9.5-3:
Gegeben sei wieder der folgende Graph:

Wir stellen uns auf dieser Struktur ein Paketnetz vor, indemdas Routing nach
folgender Regel funktioniert: KnotenX schickt ein für KnotenY bestimmtes
Paket direkt anY , wenn eine Kante zwischenX undY verfügbar ist; ansonsten
schicktX das Paket stets an denjenigen unter seinen verfügbaren Nachbarn,
dessen Name durch die kleinste Zahl gegeben ist.

Nun gilt: sollen die funktionsfähigen Zustände das Senden eines Pakets von2
nach4 erlauben, so gilt

{k4, k5} ∈ F , aber{k2, k4, k5} /∈ F .
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Man beachte: in der Praxis würde ein vernünftiges Netzprotokoll dafür sorgen,
dass Knoten2 Kenntnis davon erhält, wenn Knoten1 (der überk2 von 2 aus
erreichbar ist) nicht zu4 "weiterrouten" kann, und2 würde deshalbk2 dann
doch nicht als verfügbar (für Ziel4) ansehen.

Es wird nun ein allgemeiner kombinatorischer Satz über Mengensysteme gezeigt,
der auf die von uns betrachtetenF bzw.F ′ unmittelbar angewendet werden kann.
Der Satz wurde im Jahre 1928 von E. Sperner veröffentlicht (siehe [SPE]).

Satz 9.5-2: Satz von Sperner

Es seiK eine Menge mitm Elementen,D ⊆ P(K) sei ein erbliches Men- Satz von Sperner

gensystem. Für0 ≤ i ≤ m seiRi := |{X ∈ D | | X |= i}| die Anzahl der
i-elementigen Elemente vonD. Dann gilt

Ri−1 ≥
i

m− i+ 1
Ri für jedes1 ≤ i ≤ m.

Beweis: Die Menge{X ∈ D | | X |= i} sei mitDi bezeichnet. Für
i ≥ 1 bilden wir nuniRi viele (nicht notwendig verschiedene) Elemente
von Di−1, indem wir für jedesS ∈ Di jeweils jedes Element ausS
herausnehmen – wegen der Erblichkeit muss jede so resultierende(i−1)

-elementige Menge Element vonDi−1 sein. Umgekehrt kann jedesT ∈
Di−1 höchstens auf(m− i+1) viele Weisen so aus einem ElementS ∈
Di entstehen – jeweils einmal für jedes nicht zuT gehörende Element.
Damit folgt die UngleichungiRi ≤ (m− i+ 1)Ri−1.

Der soeben bewiesene Satz kann auf die uns interessierendenKoeffizienten Ri

sofort angewendet werden, als MengensystemD wird hier die MengeF ′ der Kom-
plemente funktionsfähiger Zustände gewählt.

Der Satz liefert bei gegebenemRi eine untere Schranke fürRi−1 bzw. bei gegebe-
nem Ri−1 eine obere Schranke fürRi.

Es ist interessant zu bemerken, dass die Ungleichung

Ri−1 ≥
i

m− i+ 1
Ri ,

wie man leicht nachrechnet, zu der folgenden Ungleichung äquivalent ist:

Ri−1
(

m

i−1

) ≥ Ri
(

m

i

)

Dies ist wegenFj = Rm−j und
(

m

m−j

)

=
(

m

j

)

wiederum gleichbedeutend mit

Fj
(

m

j

) ≥ Fj−1
(

m

j−1

) .

Die letzte Ungleichung lässt sich so interpretieren: für wachsendesj wächst der
Anteil der funktionsfähigenj–elementigen Kantemengen an allenj –elementigen
Kantenmengen.
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Als Konsequenz der Ungleichungen hat man nun, dass in den vonuns betrachteten
Zuverlässigkeitsproblemen stets gilt

(

m

i

)

(

m

m−l

) Rm−l ≤ Ri ≤
(

m

i

)

(

m

c

) Rc für c < i < m− l .

Diese Ungleichungskette nutzen wir aus, um eine verbesserte Abschätzung für das
Zuverlässigkeitspolynom zu bekommen:

Satz 9.5-3: Es gilt stets:

S+

m−l−1
∑

i=c+1

(

m

i

)

(

m

m−l

)Rm−l(1−p)ipm−i ≤ z(G) ≤ S+

m−l−1
∑

i=c+1

(

m

i

)

(

m

c

)Rc(1−p)ipm−i

Wegen des oben bewiesenen Satzes und der anschließenden Anmerkungen erüb-
rigt sich ein Beweis. Nach [COL] ist diese auf dem Satz von Sperner basierende
Abschätzung zum ersten mal in [BAU] angegeben worden. Wir werden im folgen-
den von denSperner-Schrankensprechen.Sperner-Schranken

Beispiel 9.5-4:
Wir betrachten den folgenden GraphenG:

Es istn = 6 undm = 9. Abgeschätzt werden soll das Polynomz(G) für das
volle Zuverlässigkeitsproblem.

Zunächst ist leicht zu sehen, dassc = 2 und l = 5 gilt. Durch kombinato-
risches Zählen oder Anwendung des im AnhangH dargestellten Rechenpro-
gramms ermittelt man:

F5 = R4 = 55

F6 = R3 = 65

F7 = R2 = 34

F8 = R1 = 9

F9 = R0 = 1
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Das exakte Polynom lautet also

z(G) = p9 + 9 (1− p) p2 + 34 (1− p)2 p7

+ 65(1− p)3 p6 + 55 (1− p)4 p5

= S + 65 (1− p)3 p6 .

Für die einfachen Schranken ergibt sich hier

Eu = S undEo = S + 84(1− p)3p6.

Die Sperner-Schranken liefern die bessere Abschätzung

Su = S + 362
3

(1− p)3 p6 und So = S + 791
3

(1− p)3 p6 .

In der folgenden Tabelle sind für zwei Werte vonp die entsprechenden Größen
eingetragen:

p Eu Su z(G) So Eo

0,9 0,940710 0,960196 0,975253 0,982871 0,985351
0,99 0,999734 0,999768 0,999795 0,999809 0,999813

Beispiel 9.5-5:

In dem Diagramm ist das sogenannte "Red Arpa" dargestellt. Es handelt sich
dabei um ein "Skelett" der 1979er Version des ARPANET, das uns bereits an
früherer Stelle begegnet ist. Dieses "Skelett" wird auch in[COL] betrachtet. Es
ist n = 20 undm = 32. Wir wollen auch hierz(G) für das volle Zuverlässig-
keitsproblem untersuchen.

Selbstverständlich istl = n − 1 = 19. Auch c = 3 ist durch Betrachten des
Diagramms leicht zu sehen, jedoch muss manCc = 20 schon mit Hilfe eines
Rechenprogramms ermitteln. Gleiches gilt fürFl = Rm−l = 10122705.

In der folgenden Tabelle ist eine Übersicht der relevantenRi gegeben, und zwar
sind außer den exakten KoeffizientenRi aus z(G) auch die entsprechenden
Werte angegeben, die sich für die Abschätzungen ergeben. Die exakten Werte
wurden mit dem in AnhangH aufgelisteten PASCAL-Programm auf einem PC
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ermittelt. Die Werte für die Abschätzungen können leicht mit dem Taschenrech-
ner ermittelt werden.

Die zweite Tabelle gibt fürp = 0, 9 undp = 0, 99 die Werte vonz(G) und die
der entsprechenden Schranken an:

Ri Eu Su z(G) So Eo

R0 1 1 1 1 1
R1 32 32 32 32 32
R2 496 496 496 496 496
R3 4940 4940 4940 4940 4940
R4 0 1048 35342 35815 35960
R5 0 5868 192196 200564 201376
R6 0 26407 819228 902538 906192
R7 0 98083 2778207 3352284 3365856
R8 0 306510 7517243 10475888 10518300
R9 0 817361 16079317 27935700 28048800
R10 0 1879931 26517778 64252110 64512240
R11 0 3759862 32039959 128504220 129024480
R12 0 6579758 25500420 224882385 225792840
R13 10122705 10122705 10122705 10122705 10122705

p Eu Su z(G) So Eo

0,9 0,599364 0,611012 0,976683 0,997441 0,999053
0,99 0,999698 0,999706 0,999980 0,999984 0,999985

Beispiel 9.5-6:
Auf dem GraphenG = K5 mit n = 5 undm = 10 sei der dargestellte Routing-
Plan mit jeweils zwei Einträgen gegeben:
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1 2 3 4 5
1 - 2;5 3;2 4;5 5;2
2 1;3 - 3;1 4;3 5;1
3 1;2 2;4 - 4;2 5;4
4 1;5 2;3 3;5 - 5;3
5 1;4 2;1 3;4 4;1 -

Bei genauerem Hinsehen erkennt man eine Rotationssymetriehinsichtlich der
Nachbarn zweiter Priorität. Z. B. benutzen sich für Zielpunkt 1 die Punkte2
und3 und die Punkte4 und5 gegenseitig als zweite Wahl, für Ziel2 lauten die
Paarungen1− 5 und3− 4 usw.

Wie in früheren Beispielen soll hier ein Zustand funktionsfähig sein, wenn er
das Senden einer Nachricht von einem beliebigen Sender zu einem beliebigen
Empfänger erlaubt.

Wie beim Routing im ZGS Nr. 7 (vgl. Abschnitt 8.6) soll davon ausgegangen
werden, dass aufgrund der Netzprotokolle existierende zulässige Wege auch
gefunden werden. Der in Beispiel 9.5-3 aufgezeigte Effekt ist also unmöglich,
und die MengeF ′ ist ein erbliches Mengensystem. M. a. W. sind die Sperner-
Schranken anwendbar.

Die relevanten Parameter sind hierc = 2 undl = 5, weiter ergeben sichCc = 15

undFl = Rm−l = 1.

Die erste Tabelle zeigt zunächst wieder die relevantenRi :

Ri Eu Su z(G) So Eo

R0 1 1 1 1 1
R1 10 10 10 10 10
R2 30 30 30 30 30
R3 0 10/21 30 80 120
R4 0 5/6 10 140 210
R5 1 1 1 1 1

Die zweite Tabelle gibt fürp = 0, 9 undp = 0, 99 die Werte vonz(G) und die
der entsprechenden Schranken an:

p Eu Su z(G) So Eo

0,9 0,865245 0,865517 0,880125 0,910949 0,933801
0,99 0,998502 0,998502 0,998530 0,998578 0,998616
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Beim Aufstellen der einfachen sowie der Sperner-Schrankensind wir unausgespro-
chen davon ausgegangen, dassc ≤ m− l gilt. Jedoch kann auch der Fallc > m− l
in diese Schranken mit einbezogen werden, wie folgende Überlegung bestätigt:

Hilfssatz 9.5-1: Ist c > m− l, so giltc = m− l + 1 und

Fl = Rm−l =

(

m

l

)

.

Beweis: Laut Definition vonc muss jede(m − c + 1) -elemtige Menge funkti-
onsfähig sein, also giltm − c + 1 ≥ l und folglich im Fallec > m − l bzw.
c ≥ m − l + 1 die Gleichheitm − c + 1 = l. Weiter ist jedel-elementige
Menge funktionsfähig, d. h.

Fl =

(

m

l

)

.

Konsequenz dieser Überlegung ist: wennc > m− l bzw.c = m− l + 1 gilt,
so fallen alle oben aufgeführten Schranken mit

z(G) =
c−1
∑

i=0

(

m

i

)

· (1− p)m−i · pi +Rc · (1− p)c · pm−c

zusammen.

Es ist noch einmal eine Bemerkung zur Relevanz der oben hergeleiteten Abschät-
zungen angebracht.

Besonders im Beispiel Beispiel 9.5-5 wurde deutlich, dass die NP-Vollständigkeit
des vollen Zuverlässigkeitsproblems sich schon bei recht "kleinen" Graphen in
einem großen Rechenaufwand zur Bestimmung des exakten Polynomsz(G) nie-
derschlägt. Die von uns betrachteten Abschätzungen sind allerdings nur dann von
praktischem Wert, wenn die Bestimmung vonc, Rc, l undRm−l undRm−l (algorith-
misch) einfach ist. Wie oben angemerkt, ist diese Situationbeim vollen Zuverlässig-
keitsproblem gegeben. Die in den Abschätzungen verwendeten Binomialkoeffizien-
ten können rekursiv effizient berechnet werden (Stichwort:"Pascalsches Dreieck").

Es gibt eine Reihe von Abschätzungen für die KoeffizientenRi , die den Sperner-
Schranken überlegen sind. Am bekanntesten sind dieKruskal-Katona-SchrankenKruskal-Katona-

Schranken und dieBall-Provan-Schranken. Die Herleitung dieser Schranken würde aller-
Ball-Provan-

Schranken
dings den Rahmen des vorliegenden Kurses sprengen, da hierzu tiefere Ergebnisse
aus Kombinatorik und Algebra verwendet werden müssen. Interessierte Leser seien
auch hier auf das Buch [COL] verwiesen.

Es gibt eine Reihe weiterer Abschätzungen für den Wertz(G)(p) (nicht für das
ganze Polynomz(G)), die Voraussetzungen über den Bereich der betrachteten
Werte fürp machen. Ist z. B.p nahe bei0, so ist

Fn−1 · pn−1 · (1− p)m−n+1

(für das volle Zuverlässigkeitsproblem) eine gute Näherung für z(G)(p). Der Term
stellt die Wahrscheinlichkeit dar, dass genau die Kanten eines Gerüsts (und keine
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anderen) intakt sind; jeder weitere Summand, der zur Berechnung des exakten
z(G)(p) dazukäme, ist um mindestens einen Faktorp kleiner.

Ist p nahe bei1 (wie bei den von uns betrachteten Anwendungen), so gilt

z(G) ≈ 1 − Cc · (1− p)c · pm−c .

Dies wurde zuerst in [KEL] beobachtet. Eine ähnliche Abschätzung werden wir im
nächsten Abschnitt genauer betrachen. Die Begründung für die Abschätzung ist: für
die Nicht–Funktionsfähigkeit müssen die Kanten eines Schnitts ausfallen; die den
Faktor(1− p)c+1 enthaltenden Terme werden weggelassen.

Selbsttestaufgabe 9.5-1:

Erläutern Sie, unter welchen Voraussetzungen die Sperner-Schranken zur Abschät-
zung des Zuverlässigkeitspolynoms anwendbar sind.

9.6 Routing und Zuverlässigkeit

Auf den Zusammenhang von Routing und Zuverlässigkeit wurdebereits mehrfach
eingegangen. Sind die Netzprotokolle so ausgelegt, dass periodisch stets die güns-
tigsten Wege zwischen den Knoten errechnet werden (wie z. B.im Internet), so ist
die Zuverlässigkeit im wesentlichen (d. h. bis auf durch dieProtokolle gegebene
Zeitbedingungen) durch den Zusammenhang des Netzes gegeben.

Anders verhält es sich, wenn mit Routing-Tabellen gearbeitet wird. Wie an meh-
reren Beispielen aufgezeigt wurde, hat das Design dieser Tabellen einen direkten
Einfluss auf die Zuverlässigkeit.

Es ist auch stets das Bestreben, unter der Annahme eines homogenen Verkehrs-
aufkommens seitens der Netzknoten eine möglichst gleichmäßige Auslastung der
Knoten und Kanten des Netzes zu erreichen. Dabei liegt es aufder Hand, dass
es nicht immer einfach sein wird, diese verschiedenen Zielein einen akzeptablen
Kompromiss zu bringen.

Zur Verdeutlichung des Problemkreises wollen wir einige Beispiele betrachten.
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Beispiel 9.6-1:
Es sei das vollvermaschte Netz mit 5 Knoten(K5) gegeben.

Im ersten Fall werde folgendermaßen "geroutet": Knoteni sendet eine fürj
bestimmte Nachricht auf der direkten Kanteij; ist diese Kante nicht verfügbar,
so kanni nicht mitj kommunizieren, d. h. es sind keine Ersatzwege vorgesehen.
Für das Zuverlässigkeitspolynom gilt hier offensichtlich

z(G) = p10

Nun betrachten wir eine zweite Routing-Variante: Knoteni sendet eine fürj
bestimmte Nachricht stets längs einer in obigem Diagramm fett gezeichneten
Kante, und zwar an den im Uhrzeigersinn gelegenen Nachbarn.M. a. W. wird
nur ein "Ring" von Kanten ausgenutzt: 4 schickt alle Nachrichten an 3, 3 an 2
usw. Man hat hier

z(G) = p5

also eine größere Zuverlässigkeit als in dem ersten Routing. Nachteil ist natür-
lich die hohe Belastung der Kanten des Rings, während die übrigen Kanten
nicht genutzt werden; die "Querkanten" brauchten gar nichtzu existieren – es
kommt hier die Problematik der Netzwerksynthese mit hinein, die im nächsten
Abschnitt ausführlicher untersucht wird. Ein weiterer Nachteil ergibt sich durch
die längeren Wege, also die erhöhte Nachrichtenlaufzeit.

Beispiel 9.6-2:
Es sei das vollvermaschte Netz mit 4 Knoten(K4) gegeben.
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Jeder Knoten soll die Möglichkeit haben, per Broadcasting Routing-
Informationen im Netz zu verteilen. Dabei soll jeweils längs der Kanten eines
Gerüsts geroutet werden. Es wird nicht mit Flooding gearbeitet, d. h. ein eine
Nachricht initiierender Knoten muss individuell für jedenanderen eine Meldung
erzeugen.

Man kann nun z. B. einheitlich das folgende Gerüst auswählen:

Eine von 1 initiierte Nachricht führt hier zu 5 Meldungen im Netz, eine von 4
initiierte zu drei Meldungen.

Im Vergleich dazu sei dieses Gerüst ausgewählt:

Hier führt eine von 1 initiierte Nachricht zu 6 Meldungen, eine von 4 initiierte
zu 4 Meldungen.

Hinsichtlich der Anzahl erzeugter Meldungen ist das erste Gerüst also günsti-
ger, ebenso bezüglich der entstehenden Weglängen. Interessierte Leser seien an
dieser Stelle auf [HU] verwiesen, wo die Problematik der Bestimmung eines
solchen optimalen Gerüsts in beliebigen Graphen zuerst betrachtet wurde.

Man könnte hier auch jedem einzelnen Knoten ein individuelles Gerüst zuord-
nen, in dem die zu einer von ihm erzeugten Nachricht gehörenden Meldungen
geroutet werden. (Das Routing ist dann nicht mehr rein zielorientiert.) Bei der
Auswahl einer solchen Kollektion von Gerüsten verkompliziert sich natürlich
wieder die Bestimmung der Netzzuverlässigkeit.
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Beispiel 9.6-3:
Das im folgenden Diagramm dargestellte Netz sei gegeben.

Es soll nach dem Prinzip geroutet werden, dass für jede Kommunikationsrich-
tungi→ j (wo i, j verschiedene Knoten sind) eine eindeutige RouteR(i→ j)

festgelegt wird. So könnte z. B.

R(1→ 4) = 1→ 2→ 4

sein. In unserem Beispiel sind also5 · 4 = 20 solcher Routen festzulegen.

Je nach Festlegung der Menge dieser Routen

R = {R(i→ j)|i 6= j}

können Knoten verschieden oft als Zwischenknoten in Routenauftreten. Ist
L(x) – die Last des Knotensx – die Anzahl der Routen ausR, in denenx
als Zwischenknoten fungiert, so ist es (auch im Sinne kurzerWege) klar, dass
das Maximum derL(x) (gebildet über alle Knotenx) möglichst klein sein soll.
Man ist also interessiert,R so festzulegen, dass

max{L(x) | xKnoten}

minimal wird. Der resultierende Minimalwert wird "node forwarding index"
genannt (siehe [MAN]).

Für unser Beispiel erhält man z. B. ein optimalesR (mit node forwarding index
2), wennR folgendermaßen gewählt wird:

für benachbartei, j sei stetsR(i→ j) = i→ j; weiter sei:

R (1→ 4) = 1→ 2→ 4

R (1→ 5) = 1→ 3→ 5

R (2→ 5) = 2→ 4→ 5

R (3→ 4) = 3→ 5→ 4

R (4→ 1) = 4→ 2→ 1

R (4→ 3) = 4→ 5→ 3

R (5→ 1) = 5→ 3→ 1

R (5→ 2) = 5→ 4→ 2
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Die Literatur beschäftigt sich vor allem damit, zu gegebener Knotenanzahln ein
Netz mit möglichst kleinem node forwarding index zu finden (s. z. B. [MAN]).
Interessant wäre es auch hier, den Zusammenhang zur Netzzuverlässigkeit zu
untersuchen.

Beispiel 9.6-4:
Es sei wieder das vollvermaschte Netz mit 4 Knoten(K4) gegeben.

Es werden zwei verschiedene Routing-Pläne mit jeweilsπ = 2 Einträgen
betrachtet (vgl. Abschnitt 8.6), die resultierenden Netzebezeichnen wir mitN1

undN2.

N1 hat folgenden Routing-Plan:

von\ nach 1 2 3 4
1 - 2;3 3;2 4;2
2 1;3 - 3;1 4;1
3 1;2 2;1 - 4;1
4 1;2 2;1 3;1 -

ZuN2 gehört dieser Routing-Plan:

von\ nach 1 2 3 4
1 - 2;3 3;4 4;2
2 1;3 - 3;4 4;1
3 1;2 2;4 - 4;1
4 1;2 2;3 3;1 -

Wie man sieht, handelt es sich beiN1 um SP-Routing mit Präferenz.N2 hat
eine gewisse Symmetrie: die "Knotenrotation"1 → 2 → 3 → 4 → 1 lässt den
Routing-Plan invariant. Für die Zuverlässigkeitspolynome erhält man hier:

z(N1) = p3 + 4p4 − 5p5 + p6

z(N2) = 3p4 − 2p6

Dies lässt sich folgendermaßen einsehen.
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Bei beiden Netzen sind alle fünfelementigen Kantenmengen funktionsfähig. Für
N1 sind die hier dargestellten Teilgraphen mit vier Kanten funktionsfähig:

Ferner gehört beiN1 folgendes Gerüst zu einem funktionsfähigen Zustand:

Dies ergibt insgesamt

z(N1) = p6 + 6p5(1− p) + 7p4(1− p)2 + p3(1− p)3

= p3 + 4p4 − 5p5 + p6 .

Das NetzN2 hat einige weniger funktionsfähige Zustände und ist somit weniger
zuverlässig: Nur die ersten drei der obigen vierelementigen Kantenmengen sind
funktionsfähig, und es gibt kein funktionsfähiges Gerüst.Dies führt zu

z(N2) = p6 + 6p5(1− p) + 3p4(1− p)2

= 3p4 − 2p6 .

Obwohl zuverlässiger alsN2, hat N1 den offensichtlichen Nachteil einer
ungleichmäßigen Auslastung, die desto mehr zum Tragen kommt, je größer die
Kantenausfallwahrscheinlichkeitq = 1− p ist.

In der Literatur findet man auch Untersuchungen zum Verhältnis von Routing und
Zuverlässigkeit, bei denen Überlegungen zu den Kommunikationsprotokollen sehr
stark einbezogen sind. Als Beispiele seien [AWE] und [GAF] genannt. In [AWE]
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geht es um den Entwurf absolut zuverlässiger Broadcast-Protokolle für Netze mit
veränderlicher Topologie. In [GAF] werden verteilte Algorithmen vorgeschlagen,
die die einzelnen Knoten befähigen sollen, ohne Kenntnis der aktuellen gesamten
Netztopologie Nachrichten auf kreisfreien Routen an eine zentrale Station zu ver-
senden.

Wir wollen diese Art von Untersuchungen hier nicht weiter verfolgen. Für den
Rest dieses Abschnitts soll es vielmehr darum gehen, einigeerste Ergebnisse zum
Zusammenhang von Routing und Zuverlässigkeit für Netze mitRouting-Plänen her-
auszuarbeiten. Das zuletzt betrachtete obige Beispiel 9.6-4 weist dabei grob in die
einzuschlagende Richtung. Die Ergebnisse sind sämtlich der Untersuchung [POG1]
entnommen, einige wurden in [POG2] veröffentlicht.

Im folgenden werden zu GraphenG Routing-PläneC mit jeweils zwei Einträgen
(also mitπ = 2, vgl. Abschnitt 8.6) betrachtet. Da für einen Graphen mehrere
Routing-Pläne möglich sind, sprechen wir bei gegebenemG undC auch hier (wie
bereits in Beispiel 9.6-4) von einemNetzN = (G,C). Das zugehörige Zuverläs-Netz

sigkeitspolynom wird dementsprechend mit

z(N ) bzw. z(N )(p)

bezeichnet. Wie bisher soll dabei eine Kantenmenge funktionsfähig sein, wenn
sie (im Falle dass jede ihrer Kanten intakt ist) die Kommunikation von jedem
Ursprungs- zu jedem Zielknoten erlaubt.

Wir gehen auch wieder von den Grundannahmen bezüglich der Netzprotokolle aus,
wie sie in Abschnitt 8.6 – abgeleitet von der Situation beim Zeichengabesystem Nr.
7 – dargestellt wurden. Insbesondere müssen bei einem kreisfreien Routing-Plan
gerichtete Kreise auf einer Kante nicht ausgeschlossen werden, da das Pendeln von
Nachrichten auf einer Kante von den Protokollen verhindertwird.

Wir erinnern an die in Abschnitt 9.5 eingeführten Parameterl undc: für ein gege-
benes NetzN = (G,C) sei
l die minimale Größe einer funktionsfähigen Kantenmenge,
c die minimale Größe einer kritischen Kantenmenge.

Die in Abschnitt 9.5 hergeleiteten Abschätzungen für das Zuverlässigkeitspolynom
basieren auf der Kenntnis vonl, c, Rm−l = Fl undRc =

(

m

c

)

− Cc.

Es ist unmittelbar klar, dass aufgrund unserer generellen Voraussetzung von jeweils
zwei Einträgen in den Routing-Plänen für ein NetzN = (G,C) stetsc = 2 gilt.
Dies liegt daran, dass bei Ausfall von nur einer Kante das Netz stets funktionsfä-
hig bleibt, andererseits aber die beiden Kanten, die einem Knoten für ein Ziel zur
Verfügung stehen, immer eine kritische Menge bilden.

An dieser Stelle ist eine Klarstellung zur Terminologie nötig. Wie üblich, nennen
wir eine KantenmengeT ⊆ K einenminimale kritische Menge, wennT kritische minimale kritische

MengeMenge ist, dies jedoch für keine echte Teilmenge vonT gilt.
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Ein kritische MengeT ⊆ K mit c vielen Elementen muss selbstverständlich mini-
mal sein. Jedoch kann umgekehrt ein minimale kritische Menge aus mehr alsc
vielen Kanten bestehen.

Beispiel 9.6-5:
Gegeben seiG = K5 mit Routing-PlanC.

von\ nach 1 2 3 4 5
1 - 2;3 3;2 4;2 5;2
2 1;3 - 3;1 4;1 5;3
3 1;2 2;1 - 4;1 5;4
4 1;2 2;1 3;1 - 5;2
5 1;2 2;1 3;1 4;1 -

Es handelt sich um SP-Routing mit Präferenz, wobei jedoch inden Knoten 2,3
und 4 die Zweiteinträge für Ziel 5 so geändert wurden, dass inG(→ 5) ein Kreis
2 → 3 → 4 → 2 entsteht. Dies führt dazu, dass die Kantenmenge{25, 35, 45}
kritisch und – wie leicht nachzuprüfen – sogar minimal ist, denn bei Ausfall von
nur 2 dieser 3 Kanten bleibt das Netz funktionsfähig.

Interessanterweise kann nachgewiesen werden, dass unter der Voraussetzung der
Kreisfreiheit jeder minimale kritische Menge aus 2 Kanten besteht.

Satz 9.6-1: In einem beliebigen NetzN = (G,C) mit kreisfreiem Routing-Plan
C (mit jeweilsπ = 2 Einträgen) besteht jede minimale kritische Menge aus
zwei Kanten. Genauer gilt: istT = {k1, k2} eine minimale kritische Menge,
so gibt es einen Knoteny und eine Orientierungk1 = z1v1 und k2 = z2v2

der Kanten vonT sowie Knotenz1 = u1, u2, ..., ur = z2(r ≥ 1), so dass
in dem GraphenG(→ y) der in folgendem Diagramm dargestellte Teilgraph
enthalten ist (wobei fürr ≥ 2 gelten kannv1 = v2):
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Beweis: Es seiT eine minimale kritische Menge.x und y seien Knoten
derart, dass der Ausfall vonT das Versenden von Nachrichten vonx
nachy unmöglich macht. Wir setzen voraus, dass innerhalb des gerich-
teten GraphenG(→ y) der Knotenx unter den Knoten mit dieser Eigen-
schaft ein solcher ist, für den der gerichtete Abstand vonx nachy mini-
mal ist. Mindestens einer der beiden Nachfolger vonx in G(→ y),
sagen wiru, hat einen kleineren gerichteten Abstand zuy. Daraus folgt
xu ∈ T . v sei der zweite Nachfolger vonx in G(→ y). Ist xv ∈ T ,
so folgt wegen der Minimalität vonT sofort T = {xu, xv}, und die
Aussage des Satzes trifft zu (mitr = 1).

Es sei nunxv /∈ T angenommen,w1 undw2 seien die Nachfolger vonv
inG(→ y). Aufgrund der Kreisfreiheit, und da jeder gerichtete Weg von
v nachy auf die minimale MengeT treffen muss, folgt o. B. d. A.w1 =

x. Gilt nun vw2 ∈ T , so ist der Beweis erbracht mitT = {xu, vw2}
(undr = 2). Andernfalls liefert die Iteration dieser Argumentationskette
(mit w2 anstellev usw.) den angestrebten Schluss nach endlich vielen
Schritten.

Ein entsprechender Satz ist nicht mehr gültig, wenn für die Anzahl der möglichen
Einträge giltπ ≥ 3. Im folgenden Diagramm ist ein möglicher kreisfreier Digraph
G(→ 7) für G mit Knoten{1, 2, ..., 7} dargestellt, wobei jeder von 7 verschiedene
Knoten 2 oder 3 Nachfolger besitzt:

Die fünf fett herausgehobenen Kanten bilden einene minimale kritische MengeT5,
denn der Routing-Plan lässt sich auch für die übrigen Zielknoten so vervollständi-
gen, dass bei Ausfall einer echten Teilmenge vonT5 immer noch jede Kommuni-
kation möglich ist. Auf der anderen Seite ist selbstverständlich, da es inG(→ 7)

Knoten mit nur 2 Nachfolgern gibt, wiederc = 2.
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Wie oben bereits festgestellt, gilt in dem von uns vorwiegend betrachteten Fallπ =

2 stetsc = 2. Der Satz besagt, dass im Falle der Kreisfreiheit die AnzahlC2 der
zweielementigen kritischen Menge auch gleichzeitig die Anzahl allerminimalen
kritischen Mengen ist.

Die ZahlC2 kann mit polynomialem Aufwand bestimmt werden: besitztG m viele
Kanten, so muss jede der

(

m

2

)

vielen zweielementigen Kantenmengen daraufhin
überprüft werden, ob bei Ausfall dieser beiden Kanten immernoch in jedem Digra-
phenG(→ x) ein gerichteter Weg von einem beliebigeny 6= x nachx intakt ist
oder nicht.

Beispiel 9.6-6:
Wir schauen noch einmal auf die NetzeN1 undN2 aus Beispiel 9.6-4

FürN1 istF4 = 7, folglich C2 =
(

6
2

)

− F4 = 8.

Da fürN2 gilt F4 = 3, hat man hierC2 = 12.

Um die in Abschnitt 9.5 angeführten Abschätzungen für das Zuverlässigkeitspoly-
nom auf beliebige NetzeN = (G,C) (mit π = 2) anwenden zu können, bedürfte es
eines guten Algorithmus (wie üblich gemessen an der Knotenanzahl vonG), auch
die Parameterl undFl zu bestimmen. Ein solcher Algorithmus wurde jedoch unse-
rer Wissens bisher nicht gefunden. Vielmehr vermuten wir, dass schon die Bestim-
mung vonl, also der kleinstmöglichen Elementeanzahl einer funktionsfähigen Kan-
tenmenge, ein NP-vollständiges Problem bildet.

Wir greifen zunächst auf die obere Abschätzung für das Polynom z(N ) zurück,
die am Ende von Abschnitt 9.5 angesprochen wurde und für nahebei 1 gelegene
Kantenwahrscheinlichkeitp eine recht gute Näherung fürz(N )(p) darstellt:

z(N )(p) ≤ 1− C2 · q2 · pm−2 =: ẑ(N )(p).

Dabei istm die Anzahl der Kanten des Graphen und wie üblichq = 1− p.
Da wir jedoch in diesem Abschnitt nicht nur an guten Abschätzungen interessiert
sind, sondern vor allem Erkenntnisse über den Einfluss des Designs von Routing-
Plänen auf die Zuverlässigkeit gewinnen wollen, erweist sich die nähere Betrach-
tung einer der obigen Näherung sehr ähnlichen unteren Abschätzung als sinnvoll:

Satz 9.6-2: Für beliebigesp gilt

ž(N )(p) := 1− C2 · q2 ≤ z(N )(p).

Beweis: Es seienT1, T2, ..., TC2 die (zweielementigen) minimalen kritischen
Mengen.Ei bezeichne das Ereignis "Beide Kanten vonTi fallen aus". Es
gilt P (Ei) = q2. Ferner ist

1− z(N )(p) = P (E1 ∨E2 ∨ ... ∨ Ec2).
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Das Prinzip der Inklusion-Exklusion (vgl. Anhang F) liefert sofort die obige
Ungleichung.

Beispiel 9.6-7:
In Fortsetzung von Beispiel 9.6-4 und Beispiel 9.6-6 betrachten wir nochmals
das NetzN1. Es gilt für jedesp(0 ≤ p ≤ 1) undq = 1− p:

ž(N1) ≤ z(N1) ≤ ẑ(N1)

mit ž(N1) = 1− 8q2,

z(N1) = p3 + 4p4 − 5p5 + p6,
ẑ(N1) = 1− 8q2p4.

Zum Vergleich sind fürp = 0, 9, undp = 0, 99 und p = 0, 9999 jeweils die
drei Werte zusammengestellt. Zur Heraushebung der Unterschiede wird hier mit
12stelliger Genauigkeit gearbeitet.

p ž z ẑ

0,9 0,92 0,932391 0,947512
0,99 0,9992 0,999231 0,999232

0,9999 0,99999992 0,999999920013 0,99999992

Wie man an dem obigen Beispiel sieht, ist die einfache untereAbschätzunǧz für
nahe an 1 gelegenesp bereits eine gute Näherung fürz.

Es ist leicht möglich, zur Güte der Näherung genauere Aussagen zu machen. Dazu
seien für ein NetzN zunächst einige Bezeichnungen eingeführt.T sei die Menge
der minimalen kritischen Kantenmengen. Da jedesT ∈ T aus zwei Kanten besteht,
ist für T, T ′ ∈ T stetsT ∪ T ′ 3- oder 4-elementig.

Es sei

D := {{T, T ′}| | T ∪ T ′ |= 3} und

V := {{T, T ′}| | T ∪ T ′ |= 4}.

Aufgrund der in Anhang F gemachten Anmerkungen über das Prinzip der Inklusion-
Exklusion folgt nun

ž = 1− C2q
2 ≤ z ≤ 1− C2q

2+ | D | q3+ | V | q4,

wobei selbstverständlich| D | + | V |=
(

C2

2

)

ist.

Mit der noch etwas gröberen oberen Abschätzung

1− C2q
2 +

(

C2

2

)

q3

lässt sich nun für gegebene Knotenanzahln angeben, wie naheq an0 liegen muss,
damit ž mit einer vorgegebenen Genauigkeit mitz übereinstimmt. Auf die Darstel-
lung der genauen Rechenschritte wird hier verzichtet.
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Wir wollen unser Augenmerk vielmehr auf den Ausdruck

z̃ = 1− C2q
2+ | D | q3

richten, welcher zwar nicht mehr allgemein als obere Schranke für z nachgewie-
sen werden kann, jedoch für kleinesq eine noch bessere Abschätzung fürz als ž
darstellt.

Beispiel 9.6-8:
Wir betrachten den GraphenK5 mit dem Routing-Plan, der bereits in Bei-
spiel 9.5-6 von uns behandelt wurde. Das resultierende Netzbezeichnen wir
mitN3.

1 2 3 4 5
1 - 2;5 3;2 4;5 5;2
2 1;3 - 3;1 4;3 5;1
3 1;2 2;4 - 4;2 5;4
4 1;5 2;3 3;5 - 5;3
5 1;4 2;1 3;4 4;1 -

Wie in Beispiel 9.5-6 dargestellt, lautet das exakte Polynom

z(N3) = p10+10p9(1−p)+30p8(1−p)2+30p7(1−p)3+10p6(1−p)4+p5(1−p)5,

eine andere Darstellung ist

z(N3) = 5p9 − 10p8 + 5p6 + p5.

Mit C2 = 15 hat man

ž = 1− 15q2.

Die 15 minimalen kritischen Mengen sind
{B,C},{C, I},{B, I},{A,E},{E,F},{A,F},{A,B},{A, J},
{B, J},{C,D},{D,G},{C,G},{D,E},{E,H},{D,H}.
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Man stellt fest, dass von den
(

15
2

)

= 105 möglichen Paaren minimaler Schnitte
35 eine gemeinsame Kante haben, also| D |= 35, | V |= 80 und

z̃ = 1− 15q2 + 35q3.

Für p = 0, 9999 ergeben sich (mit 12stelliger Genauigkeit) die Werte

ž = 0, 999999850000,

z = 0, 999999850030,

z̃ = 0, 999999850035.

Wir gehen in diesem Beispiel noch einen Schritt weiter. Das Prinzip der
Inklusion-Exklusion legt nahe, voñz den Term

t · q3

abzuziehen, wobeit die Anzahl der Dreiermengen minimaler Schnitte ist, deren
Vereinigungsmenge nur drei Kanten enthält. Hier istt = 5, denn diese Dreier-
mengen sind

{{B,C}, {C, I}, {B, I}},

{{A,E}, {E,F}, {A,F}},
{{A,B}, {B, J}, {A, J}},
{{C,D}, {D,G}, {C,G}},
{{D,E}, {E,H}, {D,H}}.

Man erhält so die Näherung

1− 15q2 + 30q3,

die fürp = 0, 9999 (auf 12 Stellen) in der Tat mit dem exaktenz übereinstimmt.
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Beispiel 9.6-9:
SP-Routing mit Präferenz bedeutet aufK5, dass folgender Routing-Plan gege-
ben ist:

1 2 3 4 5
1 - 2;3 3;2 4;2 5;2
2 1;3 - 3;1 4;1 5;1
3 1;2 2;1 - 4;1 5;1
4 1;2 2;1 3;1 - 5;1
5 1;2 2;1 3;1 4;1 -

Für das so gegebene NetzN4 gilt interessanterweise wie fürN3 (s. voriges Bei-
spiel) ebenfalls

C2 = 15,

jedoch hat man hier| D |= 38.

Unter der Prämisse, die Netze nach den Funktionen

z̃ = 1− C2q
2+ | D | q3

zu beurteilen, ist somitN4 zuverlässiger alsN3.

Tatsächlich gilt für das exakte Polynom

z(N4) = p4 + 4p6 − p7 − 6p8 + 3p9,

für p = 0, 999 ergibt sich damitz = 0, 999999850035.

In den beiden vorausgegangenen Beispielen zeigt sich eine Tendenz, die sich in fol-
gender Aussage zusammenfassen lässt: sind auf einem Graphen zwei Netze gege-
ben mit gleicher Anzahl minimaler kritischer Mengen, so istdasjenige Netz zuver-
lässiger, bei dem es häufiger der Fall ist, dass ein Paar minimaler kritischer Mengen
eine Kante gemeinsam hat.

Die höhere Zuverlässigkeit vonN4 gegenüberN3 geht einher mit einer ungleich-
mäßigen Auslastung der Knoten und Kanten. Es soll nun versucht werden, diesen
Zusammenhang etwas genauer unter die Lupe zu nehmen.

Zunächst wird folgende Bezeichnung eingeführt. Für ein Netz N = (G,C) mit
G = (E,K) und | K |= m sei fürk ∈ K ck die Anzahl der minimalen kritischen
MengenT mit k ∈ T .

Hilfssatz 9.6-1: Es gelten stets die folgenden Beziehungen:

a. C2 =
∑

k∈K

ck

2

b. | D |= ∑

k∈K

(

ck

2

)
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c. C2 ≥ m

Beweis:

a. Da jede minimale kritische Menge aus 2 Kanten besteht, muss für
die AnzahlC2 der minimalen kritischen Mengen gelten2C2 =
∑

k∈K

ck.

b. Offenbar ist jede Kantek auf genau
(

ck

2

)

Weisen als gemeinsame
Kante in zwei minimalen kritischen Mengen enthalten.

c. Da eine Kante stets in mindestens 2 minimalen kritischen Mengen
enthalten ist, folgt2C2 ≥ 2m bzw.C2 ≥ m.

Die Aussage c) des obigen Hilfssatzes hat eine überraschende Konsquenz hinsicht-
lich eines Vergleichs der GraphenRn ("Ring" mit n Knoten undm = n vielen
Kanten) undKn (vollständiger Graph mitn Knoten undm =

(

n

2

)

vielen Kanten):

Auf Rn gibt es offenbar nur einen möglichen Routing-Plan (bis auf die Wahl der
Prioritäten), für diesen gilt

C2 =

(

n

2

)

.

Andererseits muss nun aber fürjeden Routing-Plan auf dem GraphenKn gelten

C2 ≥ m =

(

n

2

)

.

Unter der Prämisse, dass

1− C2q
2

eine gute Näherung für die Zuverlässigkeit ist, bedeutet dies: ein aufKn basierendes
Netz kann nicht zuverlässiger sein als das Netz aufRn. (Bei dieser Aussage ist das
Ausmaß der Kantenbelastungen allerdings ausgeklammert.)

Selbstverständlich kann es zuverlässigere Netze auf Graphen geben, die "zwischen"
Rn undKn liegen. Solche Graphen aufzuspüren, ist ein typisches Problem der Netz-
werksynthese. Diese Thematik ist Inhalt des nächsten Abschnitts.

Wir kommen nun auf den Vergleich der oben behandelten NetzeN3 undN4 zurück,
indem wir die Gleichungen a) und b) des Hilfssatzes ausnutzen. Es wird gezeigt,
dass für konstantesC2 =

∑

k∈K

ck

2
die Varianz der Zahlenck(k ∈ K) zur Größe von

| D |=
∑

k∈K

(

ck
2

)

positiv korreliert ist.

Hilfssatz 9.6-2: Für ein NetzN = (G,C) gilt:

i. Der Mittelwert derck(k ∈ K) ist c̄ = 2C2

m
.
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ii. Für die Standardabweichungσ von diesem Mittelwert gilt

σ2 = c̄− c̄2 +
2 | D |
m

.

Beweis:

i. ergibt sich sofort aus der Definition des Mittelwerts.

ii. Zunächst ist

σ2 =

∑

k∈K

(ck − c̄)2

m
.

Daraus ergibt sich

mσ2 =
∑

k∈K

(c2k − 2ckc̄+ c̄2)

=
∑

k∈K

(

c2k − 4C2ck

m
+

4C2
2

m2

)

= 4C2
2

m
+
∑

k∈K

(c2k − ck) +
∑

k∈K

(

ck − 4C2ck

m

)

= mc̄2 + 2 | D | +2C2

(

1− 4C2

m

)

= mc̄2 + 2 | D | +mc̄− 2mc̄2

und damit die Behauptung.

Aus dem Hilfssatz folgt: hat man (wie im Falle vonN3 undN4) zwei Routing-Pläne
auf demselben Graphen mit identischenC2 (und c̄), so ist das Netz mit einer größe-
ren Varianz der Zahlenck(k ∈ K) zuverlässiger. Andererseits hat diese größere
Varianz auch eine höhere Unterschiedlichkeit der Kantenbelastungen zur Folge.
Diese zuletzt gemachte Aussage wollen wir jedoch nicht formalisieren und die Aus-
führungen an dieser Stelle abbrechen. Wir kommen hier in einen Bereich, in dem
viele weitere interessante Fragestellungen bisher nicht weiter verfolgt wurden.

Selbsttestaufgabe 9.6-1:

Es seiN ein Netz auf einem Graphen mitn Knoten,t eine natürliche Zahl. Zeigen
Sie: Istq = 1− p ≤ (128 · n−8 · 10−t)

1
3 , so gilt

z(·N )(p)− ž(N )(p) < 10−t.
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9.7 Synthese extremaler Netze

Bisher wurde das Problem betrachtet, zu vorgegebener Graphenstruktur und darauf
definiertem Netz für ein Zuverlässigkeitsmaß das zugehörige Zuverlässkeitspoly-
nom zu bestimmen. Erwies sich dieses Problem als algorithmisch zu schwierig, so
wurde das Augenmerk auf möglichst gute und leicht berechenbare Abschätzungen
gerichtet.

Nur gelegentlich kam am Rande der Aspekt der Netzsynthese ins Spiel. Darunter
soll die Frage verstanden werden, unter gewissen Randbedingungen (z. B. gegebe-
ner Anzahl von Knoten) einen Graphen zu finden, der hinsichtlich eines gegebenen
Kriteriums extremal ist.

Wir wollen hier nur das Problem betrachten, optimale Graphen in bezug auf die
volle Zuverlässigkeit zu finden. Funktionsfähige Kantenmengen mögen also in die-
sem gesamten Abschnitt den zusammenhängenden Teilgraphenentsprechen.

Eine mögliche Fragestellung ist nun die folgende.

Es seiG(n,m) die Klasse aller zusammenhängenden Graphen mitn Ecken undm
Kanten.Gopt ∈ G(n,m) heißtoptimal, wennGopt für jede Kantenwahrscheinlich- optimal

keit p(0 ≤ p ≤ 1) zuverlässiger ist als jeder andere Graph inG(n,m), wenn also
gilt: für alleG ∈ G(n,m) undp ∈ [0, 1] gilt

z(Gopt)(p) ≥ z(G)(p).

Problem: Man finde zu gegebenenn und m einen optimalen Graphen in
G(n,m).

Dieses Problem ist bisher nicht allgemein befriedigend gelöst. Einen tiefe-
ren Einstieg in die Thematik kann man sich verschaffen durchdas Studium
z. B. der Arbeiten [BAU], [BOE1] oder [BOE2] , auch [MIN] bietet eine gute
Übersicht. Gemeinsam ist allen diesen Untersuchungen der rein kombinato-
risch graphentheoretische Ansatz, wie er auch von uns hier verfolgt wird.

Der Vollständigkeit halber soll erwähnt werden, dass es auch Untersuchungen
zur Netzsynthese gibt, die sich der Problematik aus der Richtung des Opera-
tions Research nähern und Kantenkapazitäten, Verzögerungszeiten usw. mit
einbeziehen. Die Lösungswege bedienen sich dann eher der "klassischen"
mathematischen Optimierung.

Bei obiger Problemstellung ist zu beachten: Zu festemp0 ∈ [0, 1] muss es
selbstverständlich einen Graphen ausG(n,m) geben, der für diesesp0 opti-
mal ist, jedoch ist die Existenz einesGopt im obigen Sinne (also simultan für
alle p) keineswegs klar. Man halte sich dazu vor Augen, dass sich die Poly-
nome zweier Graphen "kreuzen" können (vgl. Abschnitt 9.4)!

Um uns dem Problem noch einen Schritt weiter anzunähern, erinnern wir uns
zunächst an die Abschätzung

z(G)(p) ≈ 1− Cc · (1− p)c · pm−c,
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die für sehr nahe an 1 gelegenesp gültig ist (vgl. Abschnitt 9.5). Dadurch wird
es nahegelegt, nach solchen Graphen zu suchen, für diec möglichst groß ist (dies
macht(1− p)c · pm−c klein) und dann – nachdemc festliegt –Cc zu minimieren.

Statt nach einem GraphenGopt im Sinne der obigen Definition zu suchen, kann
man nun das bescheidenere Ziel verfolgen, einen Graphen ausG(n,m) zu finden,
der unter den Graphen aus dieser Klasse, diec maximieren,Cc minimiert. Einen
solchen Graphen wollen wirc− Cc-optimal nennen.c− Cc-optimal

Einige der oben zitierten Arbeiten beschäftigen sich mit dem Aufspürenc − Cc-
optimaler Graphen (für gegebenen undm). Für die erzielten Teilergebnisse ist ein
immenser kombinatorischer Aufwand notwendig, umfassend hat man das Problem
nicht gelöst.

Wir wollen hier nur die beiden einfachsten Fälle fürm in Relation zun betrachten.

Istm = n− 1, so istG(n, n− 1) die Klasse aller Bäume mitn Knoten. Alle diese
Bäume haben das Zuverlässigkeitspolynomz(G)(p) = pn−1 und sind somit optimal
sowiec− Cc−optimal.

Fürm = n gilt folgender

Satz 9.7-1: Der (bis auf Isomorphie) einzigec−Cc−optimale Graph inG(n, n)

ist der RingRn.

Beweis: Zunächst überlegt man sich, dass ein GraphG ∈ G(n, n) niemals
einen minimale kritische Menge aus drei oder mehr Kanten enthalten kann:
wäre nämlichS = {k1, k2, k3} eine dreielementige kritische Menge, so wäre
{k1, k2} keine kritische Menge, d. h. bei Entfernen dieser beiden Kanten
bliebe ein zusammenhängender Graph mitn − 2 vielen Kanten übrig, was
nicht möglich ist.

Man weiß nun insbesondere, dass jeder Knoten nur einen oder zwei Nachbarn
hat. In einemc − Cc−optimalen Graphen muss folglich jede Ecke den Grad
2 haben. Es ist aber leicht zu sehen, dassRn der einzige zusammenhängende
Graph mitn Knoten ist, in dem jeder Knoten den Grad 2 hat.
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Für den nächsten Fallm = n+ 1 werden die Verhältnisse bereits erheblich kompli-
zierter. Als Beispiel wollen wir den GraphenK2,3 angeben, derc− C2−optimal in
der KlasseG(5, 6) ist (mit c = 2 undCc = 3):

Auf eine genaue Untersuchung des Fallesm = n+ 1 wollen wir jedoch verzichten,
wir verweisen auf die bereits zitierte Literatur.

Zum Abschluss gehen wir das Problem der Netzsynthese noch einmal anders an.
Dabei benutzen wir den BegriffKantenzusammenhangszahlfür die minimale Kantenzusammen-

hangszahlGrößec einer kritischen Menge in einem GraphenG.

Es wird die folgende Frage gestellt: gegeben seien natürliche Zahlenn undc (mit
c ≤

(

n

2

)

). Welcher Graph mitn vielen Knoten und Kantenzusammenhangszahlc ist
am unzuverlässigsten?

Es liegt auf der Hand, dass die Zuverlässigkeit eines solchen gesuchten Graphen
eine untere Schranke für die Zuverlässigkeit jedes anderenGraphen mit diesen Para-
metern darstellt.

Es muss allerdings auch hier der Bereich der Kantenwahrscheinlichkeitenp einge-
schränkt werden, um die anvisierten Ergebisse zu erhalten,und zwar nehmen wir
nunp als sehr klein an.

Bereits in Abschnitt 9.5 wurde erwähnt, dass dann der Ausdruck

Fn−1 · pn−1 · (1− p)m−n+1

eine gute Näherung fürz(G)(p) ist. (Dabei bezeichnetm die Anzahl der Kanten
undFn−1 die der Gerüste vonG.)

Um die Zuverlässigkeit zu minimieren, hat es demnach Sinn, nach dem – bei gege-
benemn undc – Graphen mit dem kleinstmöglichen ParameterFn−1 zu fragen.

Bei der folgenden Betrachtung werden statt Graphen allgemeiner Multigraphen
betrachtet, d. h. zwischen zwei Knoten sind mehrere "parallele" Kanten möglich.

Mit Rn,s (für natürliche Zahlenn unds mit n ≥ 2) bezeichnen wir den(n, s)-Ring,
der aus dem RingRn dadurch entsteht, dass jede Kante durchs parallele Kanten
ersetzt wird.

Im folgenden Bild sind z. B.R2,2 undR5,2 dargestellt:
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In dem Sonderfalln = 2 verbindet man die beiden Knoten durch2s viele Kanten
(vgl. R2,2 im Diagramm).Rn,s hat so für allen ≥ 2 n · s viele Kanten und Kan-
tenzsammenhangszahl2s. Unter allen Multigraphen (Graphen eingeschlossen) ist
Rn,s hinsichtlich der Anzahl seiner Gerüste extremal.

Satz 9.7-2: SeiG = (E,K) ein Multigraph mitn ≥ 2 vielen Knoten und Kan-
tenzusammenhangszahlc = 2s. Dann hatGmindestensn·sn−1 viele Gerüste;
diese Abschätzung ist genau dann exakt, wennG isomorph zuRn,s ist.

Beweis: Es wird Induktion über die Anzahln der Knoten geführt. Fürn = 2

ist die Aussage des Satzes offensichtlich. Angenommen, derSatz sei richtig
für alle Multigraphen mit weniger alsn vielen Knoten. Ein Multigraph mitn
Knoten undc = 2s sei gegeben. Für jede Kantek ist die Anzahl der Gerüste,
die k enthalten, gleich der Anzahl der Gerüste vonG · k. (Mit G · k ist der
Multigraph bezeichnet, der entsteht, wenn die Endknoten von k zu einem
Knoten zusammengefaßt undk sowie alle zuk parallele Kanten gestrichen
werden.) DaG · k n − 1 Knoten besitzt und Kantenzusammenhangszahl
mindestens2s, folgt nach Induktionsvoraussetzung

b(k) ≥ (n− 1) · sn−2,

wennb(k) die Anzahl derk enthaltenden Gerüste vonG bezeichnet.

Mit der Summe
∑

k∈K

b(k)

zählt man nun jedes Gerüst vonG genau(n−1) mal, mithin hatGmindestens

| K | ·sn−2

viele Gerüste. Da aber fürG gilt c = 2s, folgt | K |≥ n ·s (denn jeder Knoten
muss mindestens2s viele Nachbarn haben), und die gewünschte Ungleichung
folgt.

DamitG genaun · sn−1 viele Gerüste besitzt, mussG auch genaun · s viele
Kanten besitzen,| K |= n ·s, und für jedesk ∈ K mussG ·k (n−1) ·s viele
Kanten haben. Folglich müssen die Kanten vonG ausn "Parallelbündeln"
von jeweilss Kanten bestehen, was zusammen mit der Bedingungc = 2s nur
im FalleG ∼= Rn,s erfüllt ist.
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Folgerung 9.7-1: SeiG = (E,K) ein Graph mit| E |= n, | K |= m und
gerader Kantenzusammenhangszahlc = 2s. Dann gilt für das Zuverlässig-
keitspolynomz(G) die Ungleichung

z(G)(p) ≥ n · sn−1 · pn−1 · (1− p)m−n+1.

Im allgemeinen muss die rechte Seite der Ungleichung keine gute Näherung
für z(G)(p) sein. Dies ist jedoch der Fall, wenn die Anzahl der Gerüste von
G nicht wesentlich größer alsn · sn−1 undp nahe bei0 ist.

Selbsttestaufgabe 9.7-1:

Erläutern Sie, warum es sinnvoll ist, nachc−Cc−optimalen Graphen in der Klasse
G(n,m) zu suchen.
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10.1 Soziale und andere Netze

Wem ist das noch nicht passiert: Man lernt eine bislang fremde Person kennen
und stellt dann fest, dass beide einen gemeinsamen guten Bekannten haben. "Die
Welt ist klein", wird dann erstaunt bemerkt. Ein wissenschaftlich denkender Mensch
könnte allerdings an dieser Stelle sagen, dies sei ein Zufall, der einem besonders im
Gedächtnis bleibt, während man die viel zahlreicheren Fälle, in denen man eine Per-
son kennenlernt und eskeinengemeinsamen Bekannten gibt, nicht besonders beach-
tet. Jedoch stellt sich heraus: Es istkein Zufall, sondern der Startpunkt einer For-
schungsrichtung, die viele unterschiedliche Wissenschaftsbereiche berührt. Genau
darum geht es in diesem Kapitel. DasSmall-World-Phänomenist seit den Untersu-
chungen von Stanley Milgram und anderen, die in den Jahren um1960 in den USA
begannen, zunächst zu einem Forschungsgegenstand in den Sozialwissenschaften
geworden. Milgram schickte Briefe an zufällig ausgewählteMenschen in Nebraska
und Kansas und bat jeden der Empfänger, sein Schreiben in Richtung eines Börsen-
maklers weiterzuleiten, der in Boston lebte. Dessen Anschrift gab Milgram nicht
an, sondern bat die Empfänger nur, die Briefe an jemanden zu schicken, den sie
persönlich kannten und von dem sie annahmen, dass er "näher"an dem Börsen-
makler ist. Die meisten dieser Briefe erreichten Milgrams Freund (den Börsenmak-
ler in Boston), der Clou jedoch war: In der Regel wurden nur sechs Zwischen-
schritte benötigt! Man spricht von demSmall-World-Phänomenund meint damit,Small-World-

Phänomen dass in dem betrachteten Netz je zwei Individuen (oder allgemeiner: Instanzen,
Stationen) mit hoher Wahrscheinlichkeit durch eine kurze Kette dazwischen lie-
gender "Bekannter" verbunden sind. Heute findet das Phänomen in vielen anderen
Wissenschaften Beachtung, denn es zeigt sich in vielen Netzen, die in Natur oder
Technik eine Rolle spielen, unter anderem auch imWorld Wide Web. Das Small-
World-Phänomen hat seit langem seinen festen Platz in der Welt der Anekdoten. Es
wird auch "zum Spaß" auf größere Menschengruppen angewendet (z. B. alle Film-
schauspieler, alle Mathematiker usw.), wo es interessant erscheint (oder sogar zu
verblüffenden Ergebnissen führt), zwischen Personen innerhalb dieser Gruppe die
"Abstände" zu bestimmen. Es folgen zwei Beispiele.

Beispiel 10.1-1:
Im Internet findet man unter der Adresse http://www.cs.virginia.edu/oracle eine
Seite mit der ÜberschriftThe Oracle of Bacon at Virginia. Es handelt sich um
eine Website, auf der man sich zu zwei beliebigen Filmschauspielern deren
"Abstand" anzeigen lassen kann - wobei zwei Schauspieler direkt miteinander
verbunden sind, wenn sie gemeinsam in einem Film gespielt haben. Die Website
wurde von dem Informatiker Brett Tjaden an der University ofVirginia aufge-
baut, der die Beobachtung machte, dass der recht wenig bekannte Schauspieler
Kevin Bacon im Zentrum dieses "Filmuniversums" steht: Niemand, der je in
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einem amerikanischen Film mitgespielt hat, besitzt eine Bacon-Zahl von mehr
als 4.

Gibt man auf der Webseite beispielsweise die Namen HumphreyBogart (im
Jahre 1956 verstorbener Hollywood-Schauspieler) und AnkeEngelke (heutige
deutsche Komikerin und Schauspielerin) ein, so lautet die Antwort des Orakels:
3 - denn Humphrey Bogart hat zusammen mit Rod Steiger einen Film gemacht,
dieser mit Steve Kramer, und letzterer taucht neben Anke Engelke in einem Film
auf. (Die Namen der Filme werden auch genannt.)

Beispiel 10.1-2:
Der bekannte ungarische Mathematiker Paul Erdös, der im Jahre 1996 verstarb,
hat eine überwältigende Anzahl wissenschaftlicher Veröffentlichungen verfasst
(vorwiegend aus dem Bereich der Graphentheorie und der Kombinatorik), davon
die meisten zusammen mit anderen Autoren. Seit vielen Jahren machen sich
die Mathematiker auf der ganzen Welt den Spaß, ihre eigeneErdös-Zahlzu
betrachten - das ist die Länge der kürzesten Kette zu Paul Erdös, wobei eine
direkte Verbindung dann gegeben ist, wenn man eine gemeinsame Veröffentli-
chung verfasst hat.

Auch in dem hier vorliegenden Graphen beobachtet man überraschend kleine
Abstände. Unter der Adresse http://www.oakland.edu/enp,hinter der sich das
"Erdös number project" verbirgt, bekommt man Hilfen angeboten, die einen bei
der Bestimmung der eigenen Erdös-Zahl unterstützen.

Übrigens besitzt der zweite Autor dieses Kurses (Poguntke)die Erdös-Zahl 2,
denn er hat eine Veröffentlichung mit Peter Winkler von der Emory University in
den USA verfasst, und dieser hat ein gemeinsames Papier mit Erdös vorzuwei-
sen. Damit hat der erste Autor (Kaderali) eine Erdös-Zahl von 3, wofür dieser
Kurs ein Beleg ist.

Die folgenden Abschnitte sind der Frage gewidmet:Wie weit kann man das Small-
World-Phänomen graphentheoretisch erfassen, d. h. aus dengraphentheoretischen
Eigenschaften des jeweils zugrunde liegenden Netzes ableiten?Es zeigt sich, dass
die Verfolgung dieser Frage zu interessanten mathematischen Problemen führt.
Jedoch gibt es vor allem auch außermathematische Motive, sich mit der Frage
zu beschäftigen. Buchanan schreibt in seinem populärwissenschaftlichen Buch
[Buc02]: "Es könnte sich erweisen, dass einige der tiefstenWahrheiten unserer Welt
nicht auf ihre Bestandteile oder deren Eigenschaften zurückzuführen sind, sondern
auf ihre Organisationsformen." Sollte es also gelingen, das Small-World-Phänomen
mathematisch (in der Sprache der Graphentheorie) zu erklären, so könnte die Unter-
suchung der relevanten Graphenstrukturen zu interessanten Aussagen für zahlreiche
reale Netze führen, betreffend z. B. die Verbreitung von Nachrichten durch persön-
liche Weitergabe, die Ausbreitung von Epidemien über Kontaktpersonen, Suchstra-
tegien im World Wide Web, die Struktur von Neuronennetzen oder Ökosystemen
usw.
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10.2 Durchmesser, Cluster-Koeffizient, und die
Rolle von Zufallsgraphen

In diesem Abschnitt werden meist nur ungerichtete GraphenG = (E,K) - also
ohne Schleifen oder Doppelkanten - betrachtet. Für unsere Untersuchungen ist
offensichtlich derDurchmessereines Graphen von Interesse.

Definition 10.2-1:G = (E,K) sei ein Graph. Das Maximum der Abstände
max
e,f∈E

d(e, f) heißtDurchmesservonG.Durchmesser

Ein verwandter Begriff ist der des mittleren Abstandes.

Definition 10.2-2:G = (E,K) sei ein Graph mitn vielen Ecken. Der Durch-
schnittswert 2

n(n−1)

∑

u 6=v d(u, v) heißtmittlerer Abstandin G. Die zum mittlerenmittlerer Abstand

Abstand analoge Begriffsbildung für Zufallsgraphen ist der erwartete Abstand, der
noch mehrfach vorkommen wird.

Beispiel 10.2-1:
Ein Pfad mit 6 Knoten hat offenbar den Durchmesser 5 und mittleren Abstand
7
3
. Ein Stern mit einem inneren und 6 äußeren Knoten hat den Durchmesser

2 und mittleren Abstand12
7

. Ein Kreis aus 6 Knoten hat den Durchmesser 3
und mittleren Abstand9

5
. Ein vollständiger Graph (Clique) mit 6 Knoten hat

Durchmesser und mittleren Abstand 1.

Pfad Stern

Kreis

Clique

Einige einfache Graphentypen
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Der Durchmesser gibt also an, wie groß der Abstand zwischen zwei Knoten höchs-
tens sein kann. Das Small-World-Phänomen scheint damit zu tun zu haben, dass ein
Graph mit vielen Knoten einen recht kleinen Durchmesser besitzt. Nun ist ande-
rerseits klar, dass ein vollständiger Graph, in dem zwischen allen Knoten Kanten
existieren, den Durchmesser 1 hat – ein kleiner Durchmesserist mithin nichtper se
etwas Besonderes. Bemerkenswert wird es erst dann, wenn in einem Graphen mit
vielenKnoten und relativwenigenKanten (das wird bald präzisiert) der Durchmes-
ser klein ist.

Beispiel 10.2-2:
Auf der Erde leben heute (8. September 2005) ca. 6,5 Milliarden Menschen
(kurz: 6, 5 · 109). Angenommen, jeder Mensch würde 1000 andere Men-
schen gut kennen. Der sich daraus ergebende Bekanntheitsgraph hat dann etwa
6,5·109·1000

2
= 3, 25 · 1012 viele Kanten. Der vollständige Graph mit ebenso vie-

len Knoten hat demgegenüber ca.2 · 1019 viele Kanten, also etwa107 mal so
viele. Anders gesagt: Der Bekanntheitsgraph hat nur ein Zehntausendstel Pro-
mille aller möglichen Kanten, trotzdem scheint der Durchmesser recht klein zu
sein.

Schauen wir einmal auf die folgende Übersicht, in der für diecharakteristischen
Graphenarten aus Beispiel 9.8-1 die Kantenanzahlen sowie die Durchmesser in
Abhängigkeit der Knotenanzahln angegeben sind:

#Kanten Durchmesser
Pfad n− 1 n− 1

Stern n− 1 2

Kreis n
⌊

n
2

⌋

Clique n(n−1)
2

1

Wie man sieht, bekommt man einen kleinen Durchmesser bei sehr vielen Kanten
(Clique) oder aber bei einer sehr speziellen Struktur wie beispielsweise einem Stern.
An dem Beispiel des Erdös-Graphen sieht man, dass letzteres(also:einKnoten mit
sehr hohem Eckengrad) durchaus eine Erklärung für das Small-World-Phänomen
sein kann. Was können wir jedoch allgemein sagen? Mit welchem Durchmesser ist
"im Schnitt" zu rechnen? Anders gesagt:Was ist der erwartete Durchmesser eines
Zufallsgraphen?

In Abschnitt 9.1 hatten wir als Folgerung im dortigen Zusammenhang die folgende
Aussage formuliert.

Folgerung 10.2-1: Für gegebenesp /∈ {0, 1} hat fast jeder Graph inG(n, p)

den Durchmesser 2.

Etwas locker formuliert, könnte man das auch so ausdrücken:Fast jeder Graph
hat Durchmesser 2.Diese überraschend klingende Aussage könnte man bereits als
eine Erklärung für das Small-World-Phänomen ansehen. Man darf diese Grenz-
wertaussage jedoch nicht überinterpretieren und sollte sich erinnern, was die in
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Abschnitt 9.1 eingeführte Sprechweise "Fast jeder Graph..." bedeutet: dass mit
immer weiter wachsender Eckenanzahl ein zufällig herausgegriffener Graph mit fast
100%iger Wahrscheinlichkeit die betreffende Eigenschafthat. Und dies liegt dann
daran, dass für große Graphen diejenigen mit der Eigenschaft zahlenmäßig immer
mehr überwiegen. Dies bedeutet nun selbstverständlich nicht, dassjeder Graph
(habe er auch noch so viele Knoten) die betrachtete Eigenschaft (etwa: Durchmesser
2) hat. Auch kann man daraus nicht schließen, dass ein konkret betrachteter Graph
mit vielen Knoten (etwa der Bekanntheitsgraph aus Beispiel10.1-2) wahrscheinlich
den Durchmesser 2 hat – vielleicht ist dieser Graph ja immer noch viel zu klein!

Wir wollen uns der Fage noch einmal direkter nähern und fragen: Wie groß ist der
erwartete Abstand zwischen zwei beliebigen Ecken in einem ZufallsgraphenG ∈
G(n, p)?

Dabei ist offensichtlich, dass für eine beliebige Ecke inG ∈ G(n, p) der Erwar-
tungswert des Eckengradesz := p(n−1) beträgt, da jeder der möglichenn−1 vie-
len Nachbarn unabhängig voneinander mit Wahrscheinlichkeit p ausgewählt wird.

Der folgende Satz und sein Beweis sind etwas unscharf formuliert, damit auf einige
zu technischen Details verzichtet werden kann.

Satz 10.2-1: Ist p << 1 (alsop sehr klein), so ist der erwartete Abstand zwi-
schen zwei beliebigen Ecken inG ∈ G(n, p) ungefähr gleichlog n

log z
.

Beweis: Jeder der erwartetenz vielen Nachbarn einer beliebigen Eckee
hat selbst wiederz viele Nachbarn, die vorwiegend (wegenz << n)
"neue" Ecken sind, weshalb man so zu ungefährz2 vielen Ecken kommt,
die vone höchstens den Abstand2 haben. Wählt man nunl so groß, dass
gerade giltzl = n, so hat man alle Knoten erfasst, d. h. jeder Knoten
hat einen erwarteten Abstand von höchstensl zur Eckee. Aus zl = n

bekommt manl = log n

log z
.

Bei der Untersuchung der Eigenschaften von ZufallsgraphenG ∈ G(n, p) für wach-
sendesn ist es üblich, nichtp konstant zu halten, sondern den erwarteten Eckengrad
z = p(n − 1), m. a. W. wirdp = p(n) als fallende Funktion angenommen. Für die
erwarteten Abstände führt dies mit Satz 10.2-1 zu der Folgerung:

Folgerung 10.2-2: Für wachsendesn ist der erwartete Abstand zwischen zwei
beliebigen Knoten inG ∈ G(n, p) proportional zulogn.

In der Literatur findet man die Aussage dieser Folgerung oft vereinfacht so formu-
liert:

Der Durchmesser eines ZufallsgraphenG ∈ G(n, p) ist ungefähr gleich logn.

Wir wollen das Beispiel 10.2-2 unter diesem Gesichtspunkt noch einmal analysie-
ren.
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Beispiel 10.2-3:
Hier istn = 6, 5 · 109, und wir gehen von einem Gradz = 1000 für jede Ecke
aus. Handelte es sich um einen Zufallsgraphen, so würde sichdaraus wegen
z = p(n− 1) ergebenp ≈ 10−7; mit log n ≈ 9, 8 undlog z = 3 ergäbe sich aus
Satz 9.8-1 für beliebige Knoten ein erwarteter Abstand von höchstens 3,3.

An diesem Beispiel sieht man: In Zufallsgraphen hat man im Schnitt sogar noch
kleinere Abstände, als sie in unseren Beispielen für das Small-World-Phänomen
vorliegen. Da es das Ziel ist, das Small-World-Phänomen möglichst passend gra-
phentheoretisch zu modellieren, kann die Schlussfolgerung nur lauten, dass Zufalls-
graphen nicht die geeigneten Modelle liefern.

In der Tat hat man beobachtet, dass "Soziale Netze" eine charakteristische Eigen-
schaft haben, die in Zufallsgraphen nicht gegeben ist – es ist die Tendenz zur Bil-
dung vonClustern. Ausgangspunkt ist die folgende Beobachtung: Für zwei Freunde
einer Person A ist die Wahrscheinlichkeit, dass dieseebenfallsFreunde sind, grö-
ßer als im Durchschnitt. Bei einem Zufallsgraphen ist dies nicht der Fall: für zwei
beliebige Ecken ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie durcheine Kante verbunden
sind, immer gleichp – egal, ob sie bereits einen gemeinsamen Nachbarn haben oder
nicht. Die präzise Terminologie ist die folgende. (Die Menge aller zweielementigen
Teilmengen einer MengeN ist hier kurz mit

(

N

2

)

bezeichnet.)

Definition 10.2-3:Für eine Eckee ∈ E in einem GraphenG = (E,K) seiNe die
Menge der zue benachbarten Ecken.

Wir setzen

Ce :=

∣

∣

(

Ne

2

)

∩K
∣

∣

(

Ne

2

) .

Ce ist also der Bruchteil aller Paare von Nachbarn vone, die selbst durch eine
Kante verbunden sind.

Der Cluster-KoeffizientvonG ist der durchschnittliche Wert derCe, d. h. Cluster-Koeffizient

C :=

∑

Ce

E
.

Der Cluster-Koeffizient misst also, in welchem Anteil im Schnitt die Nachbarn
einer Ecke selbst wieder benachbart sind. In der folgenden Tabelle ist der Cluster-
Koeffizient für eine Reihe von Graphenklassen eingetragen.Dabei stehtn für die
Anzahl der Ecken,m für die Anzahl der Kanten,l für den mittleren Abstand zweier
Ecken undC für den Cluster-Koeffizienten; bei den Zufallsgraphen sindfür m, l
und C die Erwartungswerte eingetragen. Mit "Filmstars" ist der Graph aus Bei-
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spiel 10.1-1 gemeint, für den Amaral et al. (siehe [Ama00]) die entsprechenden
Werte (Stand:2000) angegeben haben.

Eckenn Kantenm mittl. Abst. l Clu.-Koeff.C
Kreis n ≥ 4 n ≈ n

4
0

Clique n ≥ 3
(

n

2

)

1 1

G ∈ G(n, p) n p
(

n

2

)

≈ log n

log p(n−1)
p

G ∈ G(449913, 0, 00025) 449913 25516482 2, 75 0, 00025

Filmstars 449913 25516482 3, 48 0, 78

Besonders interessant ist nun der direkte Vergleich zwischen dem Graphen "Film-
stars" und einem Zufallsgraphen mit ebenso vielen Ecken undKanten: Bei dem
Zufallsgraphen kann man zwar einen noch kleineren mittleren Abstand erwarten
(2, 75), als er bei den Filmstars vorliegt (3, 48), aber der Cluster-Koeffizient ist bei
diesem "Sozialen Netz" dramatisch höher. Man kann dies so sehen: In einem Sozia-
len Netz werden gegenüber einem Zufallsgraphen mehr Kantenfür die Clusterbil-
dung verwendet, wodurch weniger Kanten für die restlichen Wege zur Verfügung
stehen und so die mittleren Abstände größer werden. In den nächsten Abschnitten
werden wir uns mehrere Graphenklassen ansehen, die sich gegenüber den Zufalls-
graphen als bessere Modelle für Soziale Netze herausgestellt haben.

Selbsttestaufgabe 10.2-1:

Berechnen Sie den erwarteten mittleren Abstand sowie den erwarteten Cluster-
Koeffizienten in einem Zufallsgraphen mit den Parametern aus Beispiel 10.2-2, d. h.
n = 6, 5 · 109 undz = 1000.

10.3 Das Modell von Watts und Strogatz

Aufgrund der Ergebnisse des vorigen Abschnitts ist klar, dass man auf der Suche
nach Graphenklassen mit den folgenden Eigenschaften ist:

• große Eckenzahln, relativ wenige Kanten (z. B.O(n))

• mittlerer AbstandO(logn) oder wenig größer

• möglichst hoher Cluster-Koeffizient, abC ≥ 0, 1

Einige Autoren nennen Graphen mit diesen EigenschaftenSmall-World-Graphen.Small-World-Graphen

Von Watts und Strogatz (siehe [Wat98]) stammt die folgende Konstruktion, die nach
den beiden Autoren benannt wurde. Zunächst wird ein Graph konstruiert, in dem
jede Eckez viele Nachbarn hat. (Der Einfachheit halber setzen wirz als gerade
natürliche Zahl voraus.) Man geht dazu von einem KreisKn aus, in dem jedoch
jede Ecke nicht nur mit ihren beiden Nachbarn, sondern insgesamt mit denz vielen
ihr am nächsten gelegenen Eckendirekt (also durch eine Kante) verbunden wird.
Den resultierenen Graphen nennen wirKn,z.
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Beispiel 10.3-1:
Das erste Diagramm zeigt den GraphenK10, das zweiteK10,4.

Die GraphenK10 undK10,4.

Kn,z ist eine Art Zwischenstufe bei der Konstruktion der Small-World-Graphen. Im
Extremfallz = 2 hat man den KreisKn (mit C = 0 falls n > 3), für z = n − 1

einen vollständigen Graphen (mitC = 1). Generell ist der Cluster-Koeffizient recht
hoch:

Satz 10.3-1: Ist 2 < z < 2
3
n, so hatKn,z den Cluster-Koeffizienten

C =
3(z − 2)

4(z − 1)
.

Beweis: Aus Symmetriegründen reicht es, den Cluster-KoeffizientenCe

einer beliebigen Eckee zu bestimmen. Dazu schauen wir auf die fol-
gende Grafik:

nz/2

nz

nz/2+2

nz/2+1

e

n1

n2

Die Nachbarn einer Ecke e inKn,z.
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Auf jeder der beiden Seiten vone (im Sinne des ursprünglichen Kreises
Kn) sind die nächstenz

2
vielen Ecken eingezeichnet, die zur Bildung

vonKn,z mit e direkt verbunden werden. Wir haben nun die Anzahl der
Kanten zwischen denni zu bestimmen; Division durch

(

z

2

)

ergibt dann
den gesuchten KoeffizientenCe. Die Ecken1 ist mitn2, n3, ..., n z

2
sowie

mit n z
2
+1, n z

2
+2, ..., nz−1 verbunden, insgesamt also mitz−2 der übrigen

Ecken. Die entsprechende Betrachtung fürn2 führt zuz−3 Kanten usw.
bis zur Ecken z

2
, die nur mit den "auf ihrer Seite liegenden"z

2
−1 vielen

übrigenni verbunden ist. Da die gleiche Betrachtung für die auf der
anderen Seite liegenden Eckenn z

2
+1 etc. gilt, dabei aber insgesamt jede

Kante doppelt gezählt wird, kommen wir zu dem Ergebnis

Ce =
(z − 2) + (z − 3) + ...+ ( z

2
− 1)

(

z

2

)

Dies kann durch elementare Umformungen überführt werden in.

Ce =
3(z − 2)

4(z − 1)
.

Zu diesem Satz und Beweis sind zwei Anmerkungen nötig.

1. Die Voraussetzungz < 2
3
n sorgt dafür, dass nichtnoch mehrderni miteinan-

der verbunden sind (z. B.n1 mit nz), was der Fall wäre, wenn sich der Kreis
(anschaulich gesprochen) zu bald schließen würde. Anders gesagt: Ist diese
Voraussetzung nicht erfüllt, ist der Cluster-Koeffizientnoch größer.

2. Der hier gegebene Cluster-Koeffizient ist offenbar unabhängig vonn und ten-
diert für großesz zum Wert3

4
.

Die GraphenKn,z besitzen also einen recht hohen Cluster-Koeffizienten, jedoch
sind die mittleren Abstände zwischen den Ecken immer noch recht groß – wenn
auch gegenüberKn immerhin leicht verkleinert: Istz gegenübern klein, so liegt
der mittlere Abstandl immer noch in der Nähe vonn

4
. Die Konstruktion von Watts

und Strogatz, auf die wir hinaus wollen, sieht nun folgendermaßen aus:

Es wird von einem GraphenKn,zund einer festen Wahrscheinlichkeitp ∈ (0, 1) aus-
gegangen. Nun wird jede der inKn,z vorhandenen Kanten mit Wahrscheinlich-
keit p "umgepolt". Umpolen einer Kante bedeutet, eine der beiden Endecken der
Kante (welche, wird zufällig bestimmt) durch eine zufälligausgewählte unter den
übrigenn− 2 Ecken zu ersetzen und die Kante mit dieser Ecke zu verbinden.

Beispiel 10.3-2:
Ausgegangen wird von dem GraphenK10,4 (wie in Beispiel 10.3-1). Mitp =

0, 2 kann sich z. B. der im folgendem Bild dargestellte Graph ergeben. Vier
Kanten sind umgepolt. Beispielsweise ist die Kante{1, 3} in die Kante{1, 7}
übergegangen.
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1 10

9

8

7

65

4

3

2

1-3 1-7

2-3 2-5
6-8 6-9

9-10 9-4
Ein möglicher Zufallsgraph nach dem Modell von Watts-Strogatz

Wir nennen einen wie oben konstruierten Graphen einenZufallskreis. Dazu merken Zufallskreis

wir an:

Bemerkung 10.3-1:

• Für eine wahrscheinlichkeitstheoretisch exakte Definition müsste man analog
der Situation bei Zufallsgraphen von einem WahrscheinlichkeitsraumK(n, z, p)

sprechen, der aus allen möglichen Graphen als Resultate desbeschriebenen
Erzeugungsprozesses besteht.

• Beim Umpolen werden erwartungsgemäßp

2
Nz der 1

2
Nz vielen inKn,z vorhan-

denen Kanten umgepolt. In Beispiel 10.3-2 sind 4 von 20 möglichen Kanten
umgepolt, was dem Erwartungswert entspricht.

• Das Modell "Zufallskreis" lässt sich im Kontext sozialer Netze durchaus motivie-
ren: Beispielsweise sind die meisten Menschen vorwiegend mit solchen aus ihrer
Nachbarschaft, Familie usw. gut bekannt – jedoch gibt es immer auch "Ausrei-
ßer" in dem Sinne, dass jemand (meist als Resultat einer Kette von Zufällen)
einen guten Freund in einer anderen Stadt, einem anderen Land oder aus einem
sonstigen gänzlich anderen Lebensumfeld besitzt.



302 10 Kleine Welten

Untersuchungen sowohl von Watts und Strogatz als auch anderer Autoren haben
ergeben, dass bei der Konstruktion von Zufallskreisen in der Tat Small-World-
Graphen herauskommen: Der Cluster-Koeffizient nimmt zwar gegenüberKn,z mit
dem Faktor(1−p)3 ab (vgl. [Bar00]), der mittlere Eckenabstand wird jedoch eben-
falls deutlich geringer und kommt in die Nähe der Werte für Zufallsgraphen. Lei-
der ist es bisher nicht gelungen, den Wertl (bzw. den Erwartungswert) rechnerisch
genau zu bestimmen. Watts und Strogatz haben jedoch durch Simulationen festge-
stellt, dass schon für kleine Werte vonp (also tendenziell wenige "Umpolungen")
der mittlere Abstand im Schnitt in die Nähe vonlog n kommt (wie bei Zufallsgra-
phen). In der folgenden Tabelle sind die durch Simulationengeschätzten Werte von
G ∈ K(1000, 10, 0, 25) denen von Zufallsgraphen undK1000,10 gegenüber gestellt.

Eckenn Kantenm mittl. Abst. l Clu.-Koeff.C
K1000,10 1000 5000 50 0, 67

G ∈ K(1000, 10, 0, 25) 1000 5000 3, 6 0, 28

G ∈ G(1000, 0, 01) 1000 5000 2 0, 01

Das hier diskutierte Modell von Watts und Strogatz kann problemlos auf den
Fall verallgemeinert werden, dass nicht mit einemKreis begonnen wird, in dem
zunächst auf regelmäßige Weise Kanten hinzugefügt und anschließend einige von
diesen zufallsgesteuert "umgepolt" werden, sondern dass ein ebenes regelmäßi-
ges Gitter oder ein höherdimensionales entsprechendes Gebilde den Ausgangs-
punkt bildet. Eine weitere Variante des Watts-Strogatz-Modells haben Newman und
Watts in [New99] betrachtet: Ausgehend vonKn,z (oder einem höherdimensionalen
Gebilde) werden keine Kanten umgepolt, sondern lediglich zufallsgesteuert einige
weitere Kanten hinzugefügt. In dieser Variante bleibt der Graph stets zusammen-
hängend. Zur Bestimmung des Erwartungswertes des mittleren Abstandesl existiert
umfangreiche Literatur.

Selbsttestaufgabe 10.3-1:

Erläutern Sie, wieso Zufallsgraphen nach dem Modell von Watts und Strogatz geeig-
netere Modelle für das Small-World-Phänomen darstellen als Zufallsgraphen der
KlasseG(n, p).

10.4 Modelle mit effizientem Routing

Die im vorliegenden Abschnitt behandelten Ansätze basieren auf der Beobachtung,
dass in dem beschriebenen Brief-Experiment von Milgram (siehe oben im Abschnitt
über "Soziale und andere Netzwerke") die kurzen Wege zu dem Bostoner Börsen-
makler nicht nur existierten, sondern von den beteiligten Personen auch tatsächlich
gefunden und für den Brieftransport genutzt wurden. Wir stellen also die folgende
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Frage:Angenommen, in einem Sozialen Netz würden kurze Wege stets existieren.
Wie gelingt es den Individuen, diese tatsächlich zu finden?Mathematisch formu-
liert: Es geht nicht nur um dieExistenzkurzer Wege, sondern auch umAlgorithmen
zu ihrerKonstruktion. (Hier sind wir bei ähnlichen Problemstellungen angekom-
men wie beim Routing in Kommunikationsnetzen, das in den vorherigen Kapiteln
behandelt wurde.)

Wir beginnen mit den Ergebnissen von Kleinberg (siehe [Kle00]). Kleinberg defi-
niert eine Klasse graphentheoretischer Modelle, die von einigen Parametern gesteu-
ert sind und (wie bei Watts-Strogatz) "Elemente des Zufalls" beinhalten, das Watts-
Strogatz-Modell fällt darunter. Es wird dann gezeigt, dassnur für eine ganz spezielle
Auswahl der Parameter ein effizienter Algorithmus zum Auffinden der kurzen Wege
existiert – für das Watts-Strogatz-Modell ist dies nicht der Fall.

Wir beschreiben das Modell in mehreren Schritten. Ausgegangen wird von einem
zweidimensionalen Gitter von Seitenlängen, wobei die Gitterpunkte als Ecken
eines Graphen aufgefasst werden und benachbarte Ecken durch gerichtete Kanten in
beiden Richtungen verbunden sind. In der nächsten Abbildung ist ein solches Gitter
mit Seitenlänge 6 dargestellt. (Der Einfachheit halber werden Kanten mit Doppel-
pfeilen gezeichnet, um zwei entgegengesetzt gerichtete Kanten zwischen benach-
barten Ecken darzustellen.)

6x6 - Gitter

Formal kann man die Eckenmenge des Gitters definieren als

{(i, j) | i, j ∈ {1, 2, ..., n}}.

DerGitterabstandzwischen zwei Ecken(i, j) und(k, l) ist offenbar|k − i|+|l − j|.
Nun wird im nächsten Schritt eine natürliche Zahld ≥ 1 gewählt und von jeder
Eckee des Gitters eine gerichtete Kante zu allen anderen Ecken gezogen, die von
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e höchstens den Gitterabstandd haben. Das nächste Bild zeigt den Graphen mit
Seitenlängen = 3 undd = 2. (Der Übersichtlichkeit halber sind nur ungerichtete
Kanten eingezeichnet, die jeweils für zwei gerichtete Kanten in beiden Richtungen
stehen.)

Ein Gitter mit Kanten bis zu Gitterabstand 2

Für den letzten Konstruktionsschritt werden nun weitere Konstantenq ≥ 0 und
r ≥ 0 gewählt und zufällig gerichtete Kanten gemäß folgender Regel hinzuge-
fügt: Jede Eckeu erhält gerichtete Kanten zuq vielen weiteren Ecken (diese nen-
nen wir "Fernkontakte"), indem unabhängige zufällige Entscheidungen so getroffen
werden, dass jede der Kanten vonu nachv mit einer Wahrscheinlichkeit ausgewählt
wird, die proportional ist zud(u, v)−r. (Um eine Wahrscheinlichkeitverteilung zu
erhalten, muss man den Wertd(u, v)−r noch durch die Normalisierungskonstante
∑

x d(u, x)
−r teilen.)

In [Kle00] sind die nächsten drei Sätze gezeigt, von denen wir den zweiten beweisen
wollen. Dazu wird die folgende Terminologie verwendet.

Ein dezentraler Algorithmus ist ein Verfahren, nach dem eine Nachricht (die mitdezentraler
Algorithmus einer Zieladresse versehen ist) schrittweise vom jeweiligen Knoten, in dem sich

die Nachricht gerade befindet, basierend auf rein lokaler Information zu einem von
dessen lokalen oder "fernen" Nachbarn weitergeleitet wird. Das bedeutet, dass der
aktuelle "Nachrichten-Inhaber"u bei der Ausführung eines solchen Schrittes Kennt-
nis hat

• von der Gitterstruktur aller Knoten
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• von der Lage des Zielest innerhalb des Gitters

• von der Lage und den Fernkontakten aller Knoten, durch die die Nachricht
bereits gelaufen ist.

u hat alsokeineKenntnis der Fernkontakte derjenigen Knoten, durch die dieNach-
richt nicht gelaufen ist.

Die erwartete Zustellzeit eines solchen dezentralen Algorithmus ist die erwar-erwartete Zustellzeit

tete Anzahl von Schritten, die der Algorithmus benötigt, umeine Nachricht zwi-
schen zwei zufällig ausgewählten Knoten über ein Netzwerk zuzustellen, wel-
ches gemäß der obigen Konstruktion (mit Wahrscheinlichkeiten proportional zu
d(u, v)−r) erzeugt wurde.

Satz 10.4-1: Es gibt eine Konstanteα0, die vond und q, jedoch nicht vonn
abhängt, so dass im Faller = 0 die erwartete Zustellzeit jedes dezentralen
Algorithmus mindestensα0n

2
3 beträgt.

Man beachte:r = 0 bedeutet, dass bei der Festlegung der "Fernkontakte" jederin
Frage kommende Knoten mit der gleichen Wahrscheinlichkeitausgewählt wird. Da
die Abstände zwischen den Knoten mehrheitlich in der Größenordnung vonlogn

liegen (wie bei Zufallsgraphen), ist die Aussage des Satzesso zu interpretieren,
dass unter den gegebenen Bedingungenkein effizientes Routing existiert, dennn

2
3

ist exponentiell gemessen anlogn.

Wie der folgende Satz zeigt, ist die Situation fürr = 2 anders.

Satz 10.4-2: Es gibt einen dezentralen AlgorithmusA und eine Konstanteα2,
die unabhängig vonn ist, so dass im Faller = 2 undd = q = 1 die erwartete
Zustellzeit vonA höchstensα2(logn)2 beträgt.

Beweis: Da d = q = 1 gilt, ist jede Eckeu mit ihren vier unmittelbaren
Nachbarn verbunden (Randecken nur mit zwei oder drei), und zusätz-
lich mit einer weiter entfernten Eckev (durch eine "Fernkante"). Die
Wahrscheinlichkeit, dass ein gewissesv gerade diese weiter entfernte
Ecke füru ist, beträgt d(u,v)−2

P

x 6=u d(u,x)−2 . Wegen der Ungleichungskette

∑

x 6=u d(u, x)
−2 ≤ ∑2n−2

j=1 (4j)(j−2) = 4
∑2n−2

j=1 j−1 ≤ 4 + 4 ln(2n −
2) ≤ 4 ln(6n)

kann man schließen, dassv mindestens mit Wahrscheinlichkeit
[4 ln(6n)d(u, v)2]

−1 ausgewählt wird.

Der dezentrale AlgorithmusA wird nun folgendermaßen definiert:

In jedem Schritt wählt die Eckeu, die eine für Ecket bestimmte Nach-
richt weiterleiten möchte, dazu eine zu ihr selbst benachbarte Ecke aus,
die (im Sinne des Gitterabstandes) möglichst nahe ant liegt.

Nun ist zu zeigen, dass der AlgorithmusA das Behauptete leistet.
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Für j > 0 sagen wir, AlgorithmusA sei in Phasej, falls der Gitterab-
stand der aktuellen Ecke zutmehr als2j, jedoch höchstens2j+1 beträgt.
A ist in Phase0, falls die Gitterdistanz zut höchstens 2 ist.

Der Anfangswert vonj ist folglich höchstenslog n. Da nun der ver-
bleibende Gitterabstand der Nachricht zur Zielecket mit jedem Schritt
kleiner wird, bekommt jede der auf dem Weg liegenden Ecken die Nach-
richt nur einmal. Folglich kann man für die Argumentation annehmen,
dass die "Fernkante" der aktuellen Ecke erst in diesem Moment (also
wenn die Ecke die Nachricht weiterleitet) erzeugt wird.

Angenommen, wir sind in Phasej, log(logn) ≤ j < log n, und die
Nachricht befindet sich gerade in der Eckeu. Wir betrachten die Wahr-
scheinlichkeit, dass in diesem Schritt die Phasej gerade beendet wird.
Dies bedeutet, dass die Nachricht in die MengeBj aller Ecken eintritt,
die höchstens Gitterabstand2j von t haben.

Es gibt mindestens1 +
∑2j

i=1 i = 1
2
22j + 1

2
2j + 1 > 22j−1 viele

Ecken inBj , jede innerhalb eines Gitterabstandes2j+1 + 2j < 2j+2

vonu, und folglich besitzt jede eine Wahrscheinlichkeit von mindestens
[4 ln(6n)22j+4]

−1, das Ende der "Fernkante" vonu zu sein. Falls eine
dieser Ecken tatsächlich der Fernpartner vonu ist, so wird dies der am
nächsten ant gelegene Nachbar vonu sein; folglich tritt die Nachricht
mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens22j−1

4 ln(6n)22j+4 = 1
128 ln(6n)

in
die MengeBj ein.

Es bezeichneXj die Anzahl der in Phasej verbrachten Schritte, mit
log(logn) ≤ j < log n. Für den Erwartungswert erhält man

E(Xj) =
∑∞

i=1 P (Xj ≥ i) ≤∑∞
i=1(1− 1

128 ln(6n)
)i−1 = 128 ln(6n).

Durch eine ähnliche Abschätzung kann man auchE(Xj) ≤ 128 ln(6n)

für j = logn zeigen.

Schließlich gilt die UngleichungE(Xj) ≤ 128 ln(6n) auch für0 ≤
j ≤ log(log n), weil der Algorithmus höchstenslogn viele Schritte in
Phasej verbringen kann, selbst wenn alle Ecken die Nachricht an lokale
Nachbarn weiterleiten.

Ist nunX die Gesamtanzahl der Schritte des Algorithmus, so giltX =
∑log n

j=0 Xj , und aufgrund der Linearität des Erwartungswerts erhält man

E(X) ≤ (1 + log n)(128 ln(6n)) ≤ α2(logn)2 für eine geeignete Wahl
vonα2.

Damit ist der Satz bewiesen.

Wir merken an dieser Stelle an: Der innerhalb des obigen Beweises verwendete
Algorithmus, bei dem jede Ecke die Nachricht an ihren am nächsten am Zielkno-
ten gelegenen Nachbarn weiterleitet, wird auch "Greedy - Algorithmus" genannt.
Allgemein nennt man in der Kombinatorischen Optimierung einer Algorithmus
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"greedy" (englisch für: geitzig), wenn in jedem Schnitt diehinsichtlich der Ziel-
setzung am günstigen erscheinende Alternative ausgewähltwird. Dies ist nicht
zwangsläufig die optimale Vorgehensweise.

Der nächste Satz den wir ohne Beweis zitieren, deckt die nochfehlenden Fälle in
Bezug auf die Größe vonr ab. Auch hier existiert kein effizientes Routing.

Satz 10.4-3: Sei0 ≤ r < 2. Es gibt eine Konstanteαr, die vond, q undr, jedoch
nicht vonn abhängt, so dass die erwartete Zustellzeit jedes dezentralen Algo-
rithmus mindestensαrn

2−r
3 beträgt.

Seir > 2. Es gibt eine Konstanteαr, die vond, q und r, jedoch nicht von
n abhängt, so dass die erwartete Zustellzeit jedes dezentralen Algorithmus
mindestensαrn

r−2
r−1 beträgt.

Wie erwähnt, ist uns das Thema "Routing in einem großen Netz,basierend auf loka-
len Informationen" schon bei den Kommunikationsnetzen begegnet. Beim Modell
von Kleinberg für Small-World-Graphen hat sich herausgestellt, dass nur ein sehr
präzises Zusammenspiel von lokaler Struktur und Fernkontakten es ermöglicht, die
Wege zum Ziel effizient (mit dem Greedy-Algorithmus) zu finden: Der Grund dürfte
darin liegen, dass für das zweidimensionale Gitter nur im Falle r = 2 die Fernkon-
takte der Knoten gleichmäßig auf die Abstandsniveaus verteilt sind.

Als nächstes wenden wir uns den Ergebnissen aus [Barr01] zu,in denen effizi-
entes Routing in sogenanntenFernkontakt-Graphen behandelt wird. AusgehendFernkontakt-Graphen

von Kreisen mit zufälligen zusätzlichen Kanten werden anschließend Ergebnisse
für eine große Klasse von Graphem allgemeiner Struktur erzielt.G = (V,E) sei ein
Graph mitn vielen Knoten. Ferner sei

p : V × V −→ R

eine Abbildung mit der Eigenschaft, dass für alleu ∈ V gilt:
∑

v∈V

p(u, v) = 1

Man kann dies auch so formulieren: Zu jedemu ∈ V gehört eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung

p(u, ) : V −→ R.

Definition 10.4-1:Ein GraphG = (V,E) und p (wie oben) seien gegeben. Der
Fernkontakt-Graph(G, p) ist ein gerichteter Graph auf der KnotenmengeV , in dem
jeder Knoten eine gerichtete Kante zu allen seinen Nachbarn(im Sinne der Kanten
in E) besitzt plus einer weiteren gerichteten Kante zu einem Nachbarn, der gemäß
p zufällig ausgewählt wird.

Man beachte: In Wahrheit ist der Fernkontakt-Graph – wie üblich – kein Graph, son-
dern ein Wahrscheinlichkeitsraum bestehend aus vielen möglichen Graphen (den
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Ereignissen), von denen jeder mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit auftritt. Ist
der gemäßp zufällig ausgewählte weitere Nachbar bereits einer der ursprünglichen
Nachbarn, so kommt selbstverständlich keine weitere Kantehinzu.

Es werden nun zunächst nur solche Fernkontakt-Graphen untersucht, bei denen der
zugrunde liegende Graph ein KreisCn ist undp eine harmonische Verteilung:

Definition 10.4-2:Für einen GraphenG = (V,E) undr ≥ 0 ist dier-harmonische
Abbildungpr definiert als (füru 6= v)

pr(u, v) =
d(u, v)−r

∑

w 6=u d(u, w)−r
,

wobeid wie üblich die Abstandsfunktion im Graphen bezeichnet.

In der folgenden Tabelle sind für Fernkontakt-Graphen, dieauf KreisenCn und
r-harmonischen Verteilungen basieren, die Ergebnisse zur Effizienz des Greedy-
Routing zusammen gefasst (aus [Barr01]):

r-harmonische Verteilung untere Schranke obere Schranke

0 ≤ r < 1 Ω(n
1−r
2−r ) O(n1−r)

r = 1 Ω(log2 n) O(log2 n)

1 < r < 2 Ω(n
r−1

r ) O(nr−1)

r = 2 Ω(
√
n) O(n log log n

log n
)

2 < r Ω(n
r−1

r ) O(n)

Wir wollen hiervon nur das Hauptergebnis beweisen, dass im Falle r = 1 Greedy-
Routing nicht mehr alsO(log2 n) viele Schritte benötigt. Man beachte: Die Tabelle
sagt aus, dass in allen anderen Fällen (r 6= 1) Greedy-Routing exponentiell viele
Schritte brauchen kann (gemessen anlog n).

Im Gegensatz zu den Gittermodellen von Kleinberg, bei denennur im Fall r = 2

Greedy-Routing effizient ist (wie oben gezeigt), trifft dieses bei den auf Kreisen
basierenden Fernkontakt-Graphen also nur im Faller = 1 zu

Es wird die Bezeichnungr-te harmonische Zahl der Ordnungn für

H(r)
n =

n
∑

i=1

i−r

verwendet.

Lemma 10.4-1: Für die ZahlenH(r)
n gilt

H
(r)
n =











1
1−r

n1−r +O(1) falls r < 1

log n+O(1) falls r = 1

O(1) falls r > 1











.



10.4 Modelle mit effizientem Routing 309

Beweis: Offenbar ergeben sich untere und obere Schranken fürH
(r)
n , wenn

man die Funktionf(x) = x−r im Intervall [1;n] integriert. Daf eine
fallende Funktion ist, hat man

∑n
i=2 i

−r ≤ ∑n
i=1 x

−rdx ≤ ∑n−1
i=1 i

−r.
Nach Berechnung des Integrals führt dies zu

{

H
(r)
n − 1 ≤ n1−r−1

1−r
≤ H

(r)
n − n−r falls r 6= 1

H
(r)
n − 1 ≤ logn ≤ H

(r)
n − n−r sonst

}

.

Dies ergibt










1
1−r

n1−r + n−r − 1
1−r
≤ H

(r)
n ≤ 1

1−r
n1−r + 1− 1

1−r
falls r < 1

log n+ n−r ≤ H
(1)
n ≤ logn + 1 falls r = 1

1
r−1

+ n1−r

1−r
+ n−r ≤ H

(r)
n ≤ 1

r−1
+ n1−r

1−r
+ 1 falls r > 1











.

Daraus folgt die Aussage des Lemmas.

Nun wird dier-harmonische ZufallsvariableHr mit Werten in{1, 2, ..., n} betrach-
tet, deren Verteilung durch

P ({Hr = k}) =
k−r

H
(r)
n

definiert ist.

Lemma 10.4-2: Der Erwartungswert vonHr ist

E(Hr) =



























Θ(n) falls 0 ≤ r < 1

Θ( n
log n

) falls r = 1

Θ(nr−1) falls 1 < r < 2

Θ( 1
log n

) falls r = 2

Θ(1) falls 2 < r



























.

Beweis: Man hatE(Hr) =
∑n

k=1 k ·P ({x = k}) = 1

H
(r)
n

∑n

k=1 k
1−r. Dar-

aus folgt

E(Hr) =















1

H
(r)
n

∑n

k=1 k
1−r falls r < 1

n

H
(1)
n

falls r = 1

H
(r−1)
n

H
(r)
n

falls 1 < r















.

Die Aussagen des Lemmas folgen nun aus Lemma 10.4-1 und (im Falle
r < 1) aus Schranken für

∑n
k=1 k

1−r, die ähnlich wie in Lemma 10.4-1
gewonnen werden.

Die nächsten Begriffsbildungen und Hilfssätze sind zunächst allgemein für belie-
bige Graphen formuliert. Mit ihnen wird es dann gelingen, den angestrebten Satz
für Kreise zu beweisen.

Für einen Knotenu eines GraphenG = (V,E) und eine reelle Zahlr > 0 wird mit
KG

r (u) die Kugel vom Radiusr umu bezeichnet, also die Menge aller Knoten aus
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V , die vonu höchstens den Abstandr haben. (Falls ohnehin nur von einem Graphen
die Rede ist, schreibt man kurzKr(u).) Für eine beliebige KnotenmengeS ⊆ V

undu ∈ V setzen wir

p [u→ S] =
∑

v∈S

p(u, v).

Dies kann als die Wahrscheinlichkeit interpretiert werden, dass der Knotenu einen
Fernkontakt innerhalb der MengeS besitzt.

Definition 10.4-3:SeiG ein Graph,p eine Wahrscheinlichkeitsabbildung,c > 1

eine Konstante, undf eine Funktion. Dann heißt das Paar(G, p) ein (f, c)-
Fernkontakt-Graph, falls für je zwei Knotenu und t von Abstand höchstensd in

G gilt p
[

u→ K d
c
(t)
]

≥ 1
f(d)

.

Lemma 10.4-3: G = (V,E) sei ein Graph von DurchmesserD. Ist (G, p) ein
(f, c)-Fernkontakt-Graph, dann benötigt Greedy-RoutingO(

∑logc D

i=1 f(D
ci ))

viele erwartete Schritte.

Beweis: Nach Definition istp
[

u→ K d
c
(t)
]

für einen gegebenen Kno-

tenu, der höchstens Abstandd vom Zielknotent hat, die Wahrschein-
lichkeit, dass der gewählte Fernkontakt höchstens den Abstand d

c
vom

Ziel hat. Die erwartete Anzahl von Versuchen bis zum Erfolg ist damit
1

p

»

u→K d
c
(t)

– . Wenn ein Versuch fehlschlägt, kann man sich in Richtung

des Ziels bewegen, indem zu einem Nachbarn entlang eines kürzesten
Weges im GraphenG übergegangen wird. Daher wird der nächste Ver-
such immer noch in einem Knoten ausgeführt, der höchstens Abstandd
von t hat. Aufgrund der Definition 10.4-4 folgt damit für die erwartete
Anzahl der Versuche, bis man inK d

c
(t) landet:

1

p
[

u→ K d
c
(t)
] ≤ f(d)

Dies bedeutet, dass man ausgehend vonu nach höchstensf(d) vielen
erwarteten Routing-Schritten in der KugelK d

c
(t) ankommt. Mit der

Iteration dieses Arguments kann man nun schließen, dass dieerwar-
tete Anzahl von Schritten für das Routing höchstensO(

∑logc D
i=1 f(D

ci ))

beträgt.

Für die weitere Argumentation führt die folgende Definitionzu einer Vereinfa-
chung.

Definition 10.4-4:Eine Wahrscheinlichkeitsabbildungp auf einem GraphenG
ist abstandsinvariant, falls der Wert vonp(u, v) nur von dem Abstandd(u, v)
abhängt. Eine abstandsinvariante Abbildung heißt fallend, wenn sie als Funktion
des Abstands eine fallende Funktion ist.
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Zur Vereinfachung der Schreibweise kann man bei einer abstandsinvarianten Abbil-
dung nun auchp(d(u, v)) stattp(u, v) schreiben.

Lemma 10.4-4: Ist p eine fallende abstandsinvariante Wahrscheinlichkeitsab-
bildung auf dem GraphenG, dann gilt für alle Knotenu, t mit d(u, t) ≤ d

undc > 0 die Ungleichungp
[

u→ K d
c
(t)
]

≥ p( (c+1)d
c

) · |K d
c
(t)|.

Beweis: Es seiv ein Knoten inK d
c
(t). Offenbar giltd(u, v) ≤ d(u, t) +

d(t, v) ≤ d+ d
c

= (c+1)d
d

. Damit folgt:

p
[

u→ K d
c
(t)
]

=
∑

v∈K d
c
(t)

p(u, v) =
∑

v∈K d
c
(t)

p(d(u, v))

≥
∑

v∈K d
c
(t)

p(
(c+ 1)d

c
) = p(

(c+ 1)d

c
) · |K d

c
(t)|.

Die≥-Beziehung ergibt sich daraus, dassp als fallend vorausgesetzt ist.
Damit ist das Lemma bewiesen.

Als direkte Konsequenz bekommt man hieraus:

Lemma 10.4-5: Gegeben seien ein GraphG und eine fallende abstandsinva-
riante Abbildungp. Dann ist für jedesc > 1 das Paar(G, p) ein (f, c)-
Fernkontakt-Graph, wenn die Funktionf definiert ist als

f(d) =
1

p( (c+1)d
c

) ·mint∈V |K d
c
(t)|

.

Wir können nun das angestrebte Resultat für die "angereicherten Kreise" beweisen:

Satz 10.4-4: Die erwartete Anzahl von Schritten beim Greedy-
Routing in Kreisen Cn mit r-harmonischen Verteilungen beträgt
{

O(log2 n) falls r = 1

O(nr−1) falls 1 < r < 2

}

.

Beweis: Die r-harmonischen Abbildungen sind fallend und abstandsin-
variant. Aufgrund von Lemma 10.4-5 ist(G, p1) ein Fernkontakt-
Graph mitf(d) ≃ logn. DieO(log2 n)-Schranke ergibt sich dann aus
Lemma 10.4-3. In ähnlicher Weise ist fürr > 1(G, pr) ein Fernkontakt-
Graph mitf(d) ≃ dr−1, woraus Lemma 10.4-3 die Behauptung folgt.

Abschließend geht es nun darum, die obigen Ergebnisse für Kreise auf allgemeine
Graphen zu verallgemeinern. Es stellt sich heraus, dass eine solche Verallgemei-
nerung für epimorphe Bilder von Tori (dies wird jetzt genauer erläutert) in der Tat
möglich ist.
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Zunächst werden die Ergebnisse von Kleinberg für Gitter (siehe oben, Satz 10.4-2)
verallgemeinert. MitT k

q wird derk-dimensionale Torusder Kantenlängeq bezeich-
net, d. h. er besteht ausn = qk vielen Ecken.

Im TorusT k
q hat eine Kugel mit Radiusd offenbar die GrößeΘ(dk), eine Kuge-

loberflächeΘ(dk−1). Für den Durchmesser giltD = Θ(n
1
k ). Wir wollen die r-

harmonische Verteilung aufT k
q betrachten. Hier gilt

p(d) =
d−r

∑d
i=1 i

−r|KOi(t)|
= Θ(

d−r

∑q
i=1 i

−1 · ik−r
).

(Mit KOi(t) ist die Kugeloberfläche im Abstandi vont bezeichnet.) Im Faller = k

ergibt dasp(d) = Θ( d−k

log q
). Mit Lemma 10.4-5 wird(T k

q , p) ein (f, c)-Fernkontakt-
Graph, wobei

f(d) =
1

p(3d
2
) · |K d

2
(t)| =

1

Θ(
( 3d

2
)−k

log q
· (d

2
)−k)

= Θ(
3k

k
log n)

Mit Lemma 10.4-3 ergibt sich aus diesen Überlegungen:

Lemma 10.4-6: Ist pk die k-harmonische Abbildung auf dem TorusT k
q , so

ist (T k
q , pk) ein (f, 2)-Fernkontakt-Graph, mitf(d) = Θ(3k

k
logn). Greedy-

Routing benötigt in(T k
q , p) eine erwartete Anzahl vonO(3k

k2 log2 n) vielen
Schritten.

Abschließend gehen wir nun zu allgemeineren Graphen über. Zunächst muss an
eine Begriffsbildung aus den Grundlagen der Graphentheorie erinnert werden.

Definition 10.4-5:Zwei GraphenG = (V,E) undG′ = (V ′, E ′) seien gegeben.
Ein Epimorphismus vonG auf G′ ist eine surjektive AbbildungΦ : V −→ V ′

mit der Eigenschaft, dass Kanten in Kanten übergehen, d. h. aus{u, v} ∈ E folgt
stets{Φ(u),Φ(v)} ∈ V ′. Φ heißt überdiesα-abstandserhaltend (für eine Konstante
α > 0), falls stets giltdG(u, v) ≤ α · dG′(Φ(u),Φ(v)).

Man kann sich leicht folgendes überlegen: Istp eine Wahrscheinlichkeitsabbildung
aufG undΦ ein Epimorphismus aufG′, dann istp′ eine Wahrscheinlichkeitsabbil-
dung aufG′, wobei

p′(u′, v′) =
1

|Φ−1(u′)|
∑

u∈Φ−1(u′)
v∈Φ−1(v′)

p(u, v)

Das folgende technische Lemma kann nun bewiesen werden.

Lemma 10.4-7: Es existiere einα-abstandserhaltender Epimorphismus von
G auf G′. (G, p) sei ein (f, αc)-Fernkontakt-Graph. Dann ist(G′, p′) (p′

wie oben definiert) ein(f ′, c)-Fernkontakt-Graph, mitf ′(d) = f(αd) ·
maxu′∈V ′ |Φ−1(u′)|.

Damit können wir den folgenden Satz zeigen.
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Satz 10.4-5: Es seiG = (V,E) ein Graph derart, dass ein abstandserhalten-
der EpimorphismusΦ einesk-dimensionalen Torus der GrößeO(n) aufG
existiert. Ferner sei angenommen, dassmaxv∈V |Φ−1(v)| = O(1) gilt. Dann
gibt es eine Wahrscheinlichkeitsabbildungp aufG, so dass Greedy-Routing
in (G, p) eine erwartete Anzahl vonO(3k

k
log2 n) vielen Schritten benötigt.

Beweis: Aufgrund von Lemma 10.4-6 ist(T k
q , pk) ein (f, 2)-Fernkontakt-

Graph mitf(d) = Θ(3k

k
logn). Man kann nun ebenfalls zeigen, dass die

oben definierte Abbildungp′ einen(f ′, 2)-Fernkontakt-Graphen(G, p′)
ergibt, wobeif ′(d) ≤ β · f(αd) für geeignete Konstantenα undβ gilt,
d. h.f ′(d) = O(3k

k
log n). Nach Lemma 10.4-3 benötigt damit Greedy-

Routing in(G, p′) eine erwartete Anzahl vonO(3k

k
logn) vielen Schrit-

ten.

Selbsttestaufgabe 10.4-1:

Erläutern Sie den Begriff eines Greedy-Algorithmus. GebenSie ein Beispiel an, bei
dem der offensichtliche Greedy-Algorithmus nicht zum Zielführt.

10.5 Das Web als Graph

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Frage beschäftigen, ob auch im Inter-
net und im World Wide Web Small-World-Effekte auftreten. Wie sich zeigt, stoßen
wir hier unter anderem auf ein Potenzgesetz für die Eckengrade, welches auch in
vielen weiteren Netzen beobachtet wurde. Für Graphen mit dieser Eigenschaft hat
sich die Bezeichnungskalenfrei durchgesetzt. Solche skalenfreien Graphen sind in
den letzten Jahren von zahlreichen Autoren aus unterschiedlichen Fachrichtungen
untersucht worden. Einigen Ergebnissen ist der übernächste Abschnitt 10.7 gewid-
met.

Das Internet im Jahre 1998
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Beginnen wir mit dem Internet, also der Hardware-Struktur aus Leitungen, Rou-
tern usw. Die Website Internet Mapping Project4, die von den Informatikern Bill
Cheswick und Hal Burch für die Firma Lumeta (ein Spin-Off vonLucent Techno-
logies) betrieben wird, widmet sich der ständigen Beobachtung der Struktur des
Internet und stellt hierzu zahlreiche Diagramme zur Verfügung. Das obige Bild
zeigt ein Abbild der Internetstruktur, das im Dezember 1998in der Zeitschrift
Wired abgedruckt wurde. Eine genaue Untersuchung ergibt, dass das Internet in
der Tat das Small-World-Phänomen zeigt: Die mittleren Abstände sind recht kurz,
und der Cluster-Koeffizient ist um einige Zehnerpotenzen höher, als man es von
einem Zufallsnetz erwarten würde. Jedoch ähnelt die Struktur des Internet weder
dem Watts-Strogatz-Modell noch dem Modell von Kleinberg, die von uns bisher
betrachtet wurden. Wir kommen auf die graphentheoretischeModellierung bald
zurück, wenden uns aber zunächst dem WWW zu.

Die Linkstruktur des World Wide Web bildet einen gigantischen Graphen, der den
"Internet-Graphen" noch übertrifft. Es wird geschätzt, dass heute im WWW eine
Milliarde Dokumente abgelegt sind, täglich werden es mehr.Die Links zwischen
Dokumenten bilden die Kanten eines Graphen, wobei man dieseVerweise als unge-
richtet oder auch gerichtet ansehen kann, da ja stets von einem Dokument zu einem
anderen hin (also mit einer Richtung) verwiesen wird. Aufgrund der Größe und der
ständigen Änderungen im WWW können die Ecken und Kanten dieses Graphen
natürlich niemals vollständig katalogisiert werden. Umsointeressanter sind allge-
meinere Fragen nach der Topologie dieses Netzes, denn dieseTopologie bestimmt
letztlich, wie das Web "zusammenhängt" und wie man dort Informationen am bes-
ten finden kann. Es liegt auf der Hand, dass Aussagen zur Struktur des Web insbe-
sondere für Suchmaschinen höchst relevant sind.

Bildet auch das Web einen Small-World-Graphen? Die Antwortlautet: Nicht
nur das! Es zeigt sich, dass die typischen Eigenschaften eines Small-World-
Graphen vorliegen (also gemessen an der Eckenzahl relativ wenige Kanten, geringe
Abstände, respektabler Cluster-Koeffizient), jedoch gibtes eine andere Eigenschaft,
die ursprünglich von den Brüdern Faloutsos für das Internetentdeckt wurde (vgl.
[Fal99]) und sich als äußerst bedeutungsvoll erweist: Es gilt ein Potenzgesetz für
die Eckengrade.

Zur Erinnerung: In einem ungerichteten Graphen bezeichnenwir für eine Eckex
mit γ(x) denEckengrad, also die Anzahl der vonx ausgehenden Kanten bzw. der
zux benachbarten Ecken. In einem gerichteten Graphen wird zwischen demInnen-
grad γ+(x) (in x hineinlaufende Kanten) und demAußengradγ−(x) (vonx ausge-
hende Kanten) unterschieden.

Definition 10.5-1:Für einen ungerichteten GraphenG = (E,K) mit n vielen
Ecken seiPi (1 ≤ i ≤ n−1) die Anzahl der Ecken miti vielen Nachbarn. Man setzt
fernerpi := Pi

n
.

4 http://research.lumeta.com/ches/map/
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Die Zahlpi kann man offenbar interpretieren als die Wahrscheinlichkeit, dass eine
beliebig herausgegriffene Ecke genaui viele Nachbarn hat.

Für Zufallsgraphen kann man die Wahrscheinlichkeitpi direkt angeben (vgl. z. B.
[New03]):

Lemma 10.5-1: In einem ZufallsgraphenG ∈ G(n, p) gilt für beliebigesi (1 ≤
i ≤ n− 1)

pi =
(

n−1
i

)

pi(1− p)n−1−i.

Setzt man - wie üblich - für wachsendesn den mittleren Grad einer Eckez =

p(n− 1) als konstant an, so strebtpi für n→∞ gegenzie−z

i!
.

Diese Aussage bedeutet insbesondere, dass für wachsendesi die Wahrscheinlichkeit
pi recht schnell klein wird - anschaulich gesprochen: In einemgroßen Zufallsgra-
phen gibt es sehr wenige Ecken mit sehr vielen Nachbarn. Wie sich zeigt, erfasst
die folgende Definition Graphen, für die letzteres nur in milderer Form gilt.

Definition 10.5-2: In dem ungerichteten GraphenG = (E,K) mit n vielen Ecken
gilt ein Potenzgesetz für die Eckengerade, wenn es eine Konstanteγ > 0 gibt, so
dass die Folge der Wahrscheinlichkeitenpi proportional ist zui−γ .

Man beachte: Gilt in einem Graphen ein Potenzgesetz für die Eckengrade, so nimmt
die Anzahl der Ecken mit Gradi für wachsendesi selbstverständlich ab, jedoch
lange nicht so rapide wie in einem Zufallsgraphen. Dabei lässt man meistens zu
(insbesondere bei sehr großen Graphen), dass das Potenzgesetz erst ab einem gewis-
seni0 gilt, d. h. die Folge der Wahrscheinlichkeitenpi mit i ≥ i0 ist proportional zu
i−γ . Um endliche Graphen nicht von vornherein auszuschliessen, kann man auch
zulassen, dass ab einem gewissenj die Wertepi (i ≥ j) Null sind.

Die Aussage, auf die wir hinaus wollen, ist nun die folgende:Im World Wide Web
gilt ein Potenzgesetz für die Eckengrade5.

Dies ist selbstverständlich kein mathematischer Satz, sondern eine empirische Aus-
sage, die auf mehreren Untersuchungen basiert. In der Arbeit von Barabasi et al.
( [Bara00]) wird beschrieben, wie mit Hilfe eines Computerprogramms (hier als
"Roboter" bezeichnet) die Domänend.eduder Notre Dame University mit allen
ihren Webseiten samt der aus- und eingehenden Links untersucht wurde. Es han-
delte sich um 325.729 Webseiten und 1.469.680 Links. Die Richtung der Links
wurde mit berücksichtigt (d. h. der gerichtete Graph betrachtet). In den beiden fol-
genden Grafiken, die dem zitierten Papier entnommen sind, ist zu sehen, dass in der
Auswertung dieser Daten sowohlPout(k) als auchPin(k) einem Potenzgesetz fol-
gen; die eingezeichneten Linien führen zu den Wertenγout = 2, 45 undγin = 2, 1.

5 Dies gilt auch für die Struktur des Internet selbst, jedochkonzentrieren wir uns jetzt auf das
World Wide Web
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Ein Beleg für Potenzgesetze bei ein- und ausgehenden Links (nach [Bara00])

Zu ähnlichen Ergebnissen kommen Broder et al. in [Bro00], die aufgrund von "web
crawls" ebenfalls aufγin = 2, 1 und für γout auf den etwas größeren Wert 2,72
stoßen. Bemerkenswert ist allerdings, dass bei den Außengraden das Potenzgesetz
erst ab einer gewissen Größe zu beobachten ist, zu Beginn istdie Abnahme weniger
steil.

In den zitierten Arbeiten zur empirischen Untersuchung derWeb-Struktur werden
neben den Eckengraden zahlreiche weitere Eigenschaften unter die Lupe genom-
men, so z. B. auch der mittlere Abstand. Die Autoren von [Bar00] gehen dabei
so vor: Um ein Modell des WWW zu erzeugen, werden gerichtete Zufallsgra-
phen mitn vielen Ecken untersucht, die jedoch der Bedingung genügen,dass sich
die Außen- und Innengrade der beteiligten Ecken gemäß den Ergebnissen aus den
zitierten Untersuchungen verhalten, d. h.γout = 2, 45 undγin = 2, 1. Das erstaunli-
che Ergebnis ist, dass sich als mittlerer Abstandl zwischen zwei beliebigen Ecken
herausstellt:

l = 0, 35 + 2, 06 · log(n)

Setzt man hiern = 8 · 108 ein (für das Jahr 2000 geschätzte Anzahl von Doku-
menten im WWW), so ergibt sichl = 18, 59, was von den Autoren so interpretiert
wird: Zwei Dokumente im World Wide Web sind im Schnitt 19 "Klicks" voneinander
entfernt.Interessant ist hier vor allem das Wachstum mitlog(n), was z. B. bedeutet,
dass ein Faktor 10 bein sich als nur um den Summanden 2 vergrößerte mittlere
Weglänge niederschlägt.

Zu leicht anderen Ergebnissen kommen die Autoren in [Bro00], die ihre per "web
crawl" erhaltenen Daten auch für die Bestimmung der mittleren Weglänge ausnut-
zen. Sie erhalten für Webseiten, zwischen denen eine Kette von Linksexistiert, eine
mittlere (gerichtete) Weglänge von ca. 16; werden die Linksals ungerichtete Kanten
angesehen, ist der mittlere Abstand sogar nur ca. 7.
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Ein weiterer Untersuchungsgegenstand in [Bro00] ist dieKonnektivität des Web.
Die Untersuchung ermittelt eine aus ca. 186 Millionen Knoten bestehende Zusam-
menhangskomponente imungerichtetenWeb, die 91 Prozent der betrachteten Kno-
ten umfasst - der Rest sind kleinere isolierte Komponenten.Betrachtet man diese
"Riesenkomponente" (im Englischengiant component) genauer, so ergibt sich die
im folgenden Bild dargestellte Situation.

Mit SCC (für: strongly connected component) ist die größte stark zusammenhän-
gende Komponente (im Sinne der Theorie gerichteter Graphen) bezeichnet. Bezieht
man die anderen Knoten auf diese Komponente, so hat man ferner eine Knoten-
menge IN mit der Eigenschaft, dass von jedem Knoten in IN aus ein gerichteter
Weg in SCC hinein (und damit zu jedem Knoten von SCC) existiert; analog ergibt
sich eine Knotenmenge OUT, bei der jeder Knoten aus SCC heraus erreichbar ist.
An IN und OUT "hängen" sogenannteTendrils (zu Deutsch: Ranken), die aus IN
heraus erreichbar sind bzw. von denen aus man in OUT hineinkommt, ohne durch
SCC zu passieren. Ferner kommt es vor, dass eine Ranke aus IN heraus in eine
in OUT hineinlaufende übergeht, ohne SCC zu berühren - hier spricht man von
einemTunnel. (Kleinere Komponenten, die zu dieser Gesamtkonfigurationkeinen
Zusammenhang haben, sind in dem Bild nicht dargestellt.)

Tendrils
(44 Mio.)

IN OUT

(44 Mio.) (44 Mio.)

Tunnel

56 Millionen Knoten

SCC

Komponenten des Web

Als interessante Frage bleibt, ob es möglich ist, ein graphentheoretisches Modell
anzugeben, mit dem man auf abstrakte Weise die Entstehung und Struktur des
WWW nachbilden und so transparent machen kann. Darauf gehenwir im über-
nächsten Abschnitt näher ein, in dem skalenfreie Graphen untersucht werden. Unter
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anderem werden Untersuchungen zu "Epidemien" in skalenfreien Graphen ange-
sprochen, die sich auf die Problematik der Ausbreitung von Viren im Internet
anwenden lassen.

Zum Abschluss erwähnen wir - stellvertretend für eine Reihevon Untersuchungen -
die Ergebnisse von Adamic (vgl. [Ada99] ). Hier wird die Small-World-Eigenschaft
des WWW verwendet, um Schlüsse für verbesserte Strategien für Suchmaschinen
zu ziehen. Die Grundidee für die Nutzung von Ergebnissen zurKonnektivität des
Web durch Suchmaschinen besteht darin, aus dem gerichtetenGraphen aller Doku-
mente, die für den Suchbegriff relevant erscheinen, die größtestark zusammenhän-
gende Komponente(im Sinne der Theorie gerichteter Graphen) herauszusuchenund
dort ein zentrales Elementauszuwählen, welches an die erste Stelle der Sucher-
gebnisse zu setzen ist. Dies leuchtet sicher auch ohne Graphentheorie als sinnvolle
Strategie ein - die Small-World-Ergebnisse besagen hier jedoch, dass sich der ent-
sprechende Aufwand in Grenzen hält. Auf weitere Details gehen wir nicht ein.

Selbsttestaufgabe 10.5-1:

Zeigen Sie: Mit den Bezeichnungen des Bildes "Komponenten des Web" in
Abschnitt 10.5 ist es nicht möglich, dass eine gerichtete Kante von einem Knoten
der MengeOUT zu einem Knoten der MengeIN existiert.

10.6 Der Graphen-Erzeugungsprozess nach
Barabasi, Albert und Jeong

Wie im vorigen Abschnitt angekündigt, ist es nun das Ziel, ein mathematisches
Modell für Small-World-Graphen aufzustellen, in denen einPotenzgesetz für die
Eckengrade gilt. Mit diesem Modell kann dann – so die Absicht– auch die Struktur
des World Wide Web untersucht werden. Das Modell (vgl. [Bara00]) weicht in zwei
entscheidenden Punkten von den bisher beschriebenen Modellen (Watts-Strogatz,
Kleinberg) ab:

• Es wird nicht von einer festen Eckenzahl ausgegangen, vielmehr wird der Graph
schrittweise erweitert.

• Neue Kanten werden nicht nach einer festen Wahrscheinlichkeit zwischen belie-
bigen Ecken gezogen, sondern es werden Kanten zwischen solchen Ecken
bevorzugt, die schon relativ viele Kanten haben. ("Die Reichen werden rei-
cher.")

Man beachte, dass diese beiden Eigenschaften auf die Link-Struktur des World
Wide Web zutreffen: Ständig kommen neue Webseiten hinzu, und die von dort
aus aufgebauten neuen Links verweisen häufiger auf "wichtige" Webseiten, auf die
bereits oft verwiesen wird.
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Das Modell wird nun zunächst so beschrieben, wie es in der Originalarbeit von
A. Barabasi, R. Albert und H. Jeong vorgestellt wird - die Autoren sind der sta-
tistischen Physik zuzuordnen. Dem aufmerksamen Leser wirddabei auffallen, dass
die gewohnte mathematische Strenge hier nicht immer eingehalten wird - dies gilt
sowohl bei der Beschreibung des Modells wie beim Beweis von Satz 10.6-1. Im
nächsten Abschnitt über skalenfreie Graphen wird das Modell noch einmal aus
streng mathematischer Perspektive aufgegriffen.

Beschreibung des ModellsAusgegangen wird von einer Anzahlm0 von isolierten
Ecken. Nun wird in jedem Schritt eine weitere Ecke hinzugefügt, die mitm vielen
der bisherigen Ecken durch jeweils eine neue Kante verbunden wird. Diesem vie-
len Ecken werden zufällig ausgewählt, wobei die Wahrscheinlichkeit Πe, dass eine
bestimmte Eckee ausgewählt wird, proportional zum bisherigen Eckengradγ(e)

ist, also:

Πe =
γ(e)

∑

x∈E γ(x)

Nach t Schritten führt dieses Verfahren zu einem zufälligen Graphen mitm0 + t

vielen Ecken undmt vielen Kanten.

Im nächsten Bild ist eine beispielhafte Abfolge der entstehenden Graphen mitm0 =

3 undm = 2 dargestellt.

t = 0 t = 1

t = 2 t = 6

Eine mögliche Folge von Graphen nach dem Modell von Barabasi, Albert und Jeong
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In [Bara00] sind die Ergebnisse einer Reihe von Computersimulationen vorgestellt,
in denen der hier beschriebene Erzeugungsprozess einer zufälligen Folge von Gra-
phen nachgebildet wurde. Ergebnis ist, dass für wachsendest stets Graphen ent-
stehen, für die ein Potenzgesetz für die Eckengrade mitγ ≈ 2, 9 gilt - und zwar
unabhängig von der Wahl vonm0 (Anzahl der Anfangsecken) undm (Anzahl der
Kanten pro neuer Ecke). Die Graphen werden für großest hinsichtlich der Wahr-
scheinlichkeiten der Eckengrade stationär, unabhängig von der Größe vonm0 und
m.

In der Grafik sind die erwähnten Simulationsergebnisse grafisch dargestellt.

Potenzgesetz der Eckengrade beim Modell von Barabasi, Albert und Jeong

In [Bara99-2] werden die Simulationsergebnisse theoretisch untermauert. Tatsäch-
lich gelingt es, für den Graphenerzeugungsprozess - allerdings nur mit einer Reihe
zusätzlicher Annahmen -γ = 3 nachzuweisen. Aus der Argumentation in [Bara99-
2] fomulieren wir den folgenden Satz:

Satz 10.6-1: Wird bei einem Graphenerzeugungsprozess nach Barabasi, Albert
und Jeong (mitm0 undm) die Anzahlt der Schritte sehr groß, so ergibt sich
für die Wahrscheinlichkeitenp(k) asymptotischp(k) = 2m2

k3 .
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Beweis: Für den Eckengradγe(t) der Eckee in Abhängigkeit des Schrittes
t gilt offenbar∂γe

∂t
= γe

2t
. Lösung dieser Differentialgleichung istγe(t) =

C
√
t mit einer noch zu bestimmenden KonstanteC.

Mit den Anfangsbedingungen ergibt sich darausγe(t) = m
√

t
ti

, wobei

ti den Schritt bezeichnet, in dem die Eckee hinzugefügt wurde. Damit
gilt für die Wahrscheinlichkeit, dass Eckee weniger alsk viele Nach-
barn hat,P (γe(t) < k) = P (ti >

m2t
k2 ). Unter der Voraussetzung, dass

neue Ecken in gleichen Zeitintervallen hinzugefügt werden, erhält man
hierausP (ti >

m2t
k2 ) = 1 − P (ti ≤ m2t

k2 ) = 1 − m2t
k2(t+m0)

. Da sich die

Wahrscheinlichkeitsdichtep(k) ergibt alsp(k) = ∂P (γe(t)<k)
∂k

, erhält man
hierp(k) = 2 tm2

t+m0
k−3, was fürt→∞ gegen2m2

k3 strebt.

Es stellt sich heraus, dass die mittlere Weglänge in den hierbetrachteten Graphen
mit logn

loglogn
wächst - dazu mehr im folgenden Abschnitt.

Anmerkung: In der mathematischen Literatur werden der hierbeschriebene
Graphen-Erzeugungsprozess sowie der letzte Beweis (Satz 10.6-1) als "heuristisch"
kritisiert. Der Grund liegt darin, dass die Formulierung des Erzeugungsprozesses
nicht ganz präzise ist (z. B.: Werden diem neuen Kanten nacheinander oder gemein-
sam zusammen hinzugefügt?) und dass im Beweis die Funktionγe(t) als über-
all definiert und differenzierbar vorausgesetzt wird. Im nächsten Abschnitt werden
einige der vorgeschlagenen mathematischen Modelle angesprochen, die ebenfalls
auf dem Prinzip "Die Reichen werden reicher" basieren. Die sich dabei ergebenden
Resultate beinhalten stets ähnliche Aussagen wie Satz 10.6-1.

Das Modell von Barabasi, Albert und Jeong scheint geeignet,das in vielen rea-
len Netzen annähernd geltende Potenzgesetz für die Eckengrade sowie sehr kurze
Weglängen zu erklären. Allerdings finden sich die Voraussagen des Modells über
die Größe vonγ in diesen Netzen in der Regel so nicht wieder, es gibt noch große
Diskrepanzen. Korrekturen am Modell scheinen nötig, die das Modell komplexer
machen - auch dazu mehr im nächsten Abschnitt.

Selbsttestaufgabe 10.6-1:

Begründen Sie: In einem sehr großen Graphen, der nach dem Modell von Barabasi,
Albert und Jeong erzeugt wurde, beträgt der durchschnittliche Eckengrad etwa2m.

10.7 Skalenfreie Graphen

Skalenfreie Graphen sind in den letzten Jahren Gegenstand zahlreicher Untersu-
chungen gewesen, wobei die Eigenschaft der "Skalenfreiheit" nicht immer präzise
definiert wird. Wir gehen von der folgenden einfachen Begriffsbildung aus.
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Definition 10.7-1:Ein ungerichteter Graph heißtskalenfrei, wenn in ihm ein
Potenzgesetz für die Eckengrade gilt.

Man könnte nun beliebige endliche Graphen auf Skalenfreiheit untersuchen bzw.
die Frage stellen, für welche Eckenanzahln und Kantenanzahlm ein skalenfreier
Graph überhaupt existiert. Eine präzise Proportionalitätzwischen der Verteilung der
Eckengrade und einer Folge der Formk−γ dürfte dabei selten auftreten.

Im Zusammenhang mit dem Thema Kleine Welten, um welches es indem vorlie-
genden Kapitel geht, sind solche Einzelfragen freilich recht uninteressant. Vielmehr
werden entwederunendlicheGraphen betrachtet, für die ein Potenzgesetz durchaus
gelten kann oder abersehr große endlicheGraphen, für die ein Potenzgesetz nähe-
rungsweise gilt (Graphen mit sehr vielen – mehreren Millionen – Ecken und Kanten
werden mitunter alsmassive Graphenbezeichnet).massive Graphen

Die Fragen, mit denen wir uns hier weiter beschäftigen wollen, lauten:

• Gibt es strukturelle Eigenschaften, die massiven skalenfreien Graphen gemein-
sam sind?

• Welche Modelle des Graphenwachstums führen zu skalenfreien Graphen?

Vor dem Hintergrund, dass auch das Internet und das World Wide Web auf einer
skalenfreien Graphenstruktur zu basieren scheinen, ist ferner die folgende Frage
von Interesse:

• Haben skalenfreie Graphen hinsichtlich der Ausbreitung von Epidemien beson-
dere Eigenschaften?

Bevor auf diese Fragen weiter eingegangen wird, wollen wir kurz erläutern, woher
die Bezeichnungskalenfreistammt. Der Begriff kommt aus der Physik6, wo man
Funktionen der Form

f(x) = c · x−(1+α)

skalenfrei nennt, da hier stets die Beziehung

f(ax) = g(a) · f(x)(mit geeigneter Funktiong)

gilt: Streckt oder staucht man diex-Achse mit einem konstanten Faktor, so wird der
Funktionsgraph ebenfalls getreckt oder gestaucht, ohne seinen "qualitativen Ver-
lauf" zu ändern.

Skalenfreie Graphen sind in den letzten Jahren in den Mittelpunkt des Interesses
gerückt, weil sich herausgestellt hat, dass sie als Modellefür viele reale komplexe
Netze geeignet sind - dort sind Potenzgesetze für die Eckengrade festgestellt wor-
den. Alseine mögliche Erklärung dafür gelten Graphen-Wachstumsmodelle, bei
denen (ähnlich dem im vorigen Abschnitt beschriebenen Modell von Barabasi und

6 Es fällt sicher auf, dass die meisten Literaturzitate auf Physik-Zeitschriften verweisen.
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anderen) neue Knoten sich bevorzugt mit solchen mit bereitshohem Eckengrad ver-
binden ("preferential attachment") - auf ein präzises Modell eines solchen Prozesses
wird noch eingegangen.

Im folgenden werden einige der interessantesten Ergebnisse über skalenfreie Gra-
phen vorgestellt. Dabei wird auf einige Beweise verzichtet, da diese mitunter sehr
komplexe wahrscheinlichkeitstheoretische Argumente verwenden und in den jewei-
ligen Originalarbeiten viele Seiten beanspruchen - die kompletten Beweise würden
den Rahmen des vorliegenden Kurses sprengen.

Zufallsgraph und skalenfreier Graph - das Auftreten von Hubs

Eigenschaften skalenfreier Graphen

Skalenfreie Graphen besitzen gegenüber den Zufallsgraphen eine Reihe von Eigen-
schaften, die in verschiedener Hinsicht interessant sind,jedoch nicht schonauf den
ersten Blickaus dem Potenzgesetz für die Eckengrade folgen.

Beispielsweise führt die gegenüber einem Zufallsgraphen langsamere Abnahme der
Wahrscheinlichkeit, dass eine herausgegriffene Ecke einen hohen Eckengrad hat,
dazu, dass eine höhere Anzahl von Ecken mit hohem Grad zu erwarten ist - solche
Ecken werdenHubs genannt.

Um dies zu illustrieren, sind in der obigen Grafik typische Vertreter eines Zufalls-
graphen und eines skalenfreien Graphen dargestellt. Aus dieser Eigenschaft ergibt
sich sofort eine Folgerung, die für das Internet und das Web offenbar von Bedeutung
ist:

• Ein skalenfreies Netz ist robust gegenüber zufälligen Ausfällen, da im Schnitt
kein Hub betroffen ist.

• Ein skalenfreies Netz ist höchst anfällig gegenüber zielgerichteten Angriffen, da
der Ausfall von Hubs leicht den Zusammenhang des Netzes gefährden kann.

Was kann über den Durchmesser skalenfreier Graphen gesagt werden?
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Wir beginnen mit Ergebnissen, die in dem Papier [Coh03] von R. Cohen und S.
Havlin mit dem bezeichnenden Titel "Scale-free networks are ultrasmall" abgeleitet
wurden. Da die Beweisführung nicht auf einem präzisen mathematischen Wahr-
scheinlichkeitsmodell beruht (ähnlich wie bei Satz 10.6-1), wollen wir die Ergeb-
nisse nicht als "Satz" formulieren. (Die Ergebnisse werdenallerdings durch die
mathematischen Modelle, die bald angesprochen werden, bestätigt.) Sie lauten:

In skalenfreien Netzen mitp(k) ∝ k−λ gilt für den Durchmesserd:

• d ∝ loglogn falls 2 < λ < 3

• d ∝ logn

loglogn
falls λ = 3

• d ∝ logn falls λ > 3.

Eine weitere allgemeine Eigenschaft, die man in großen skalenfreien Netzen beob-
achten kann, betrifft die Größe der Zusammenhangskomponenten. Hier gibt es das
erstaunliche Ergebnis, dass mit hoher Wahrscheinlichkeiteinesehr große ("giganti-
sche") Komponente existiert, daneben einige kleinere Komponenten. Auch auf die-
sen Punkt gehen wir noch ein.

Erzeugungsprozesse für skalenfreie Graphen

Als Vorbereitung auf die Thematik der skalenfreien Graphenhaben wir in
Abschnitt 10.6 den Graphen-Erzeugungsprozess nach Barabasi, Albert und Jeong
vorgestellt, der sozusagen die "Initialzündung" für zahlreiche in den Folgejahren
vorgeschlagene mathematische Modelle gewesen ist, deren Intention darin besteht,
das Phänomen der Skalenfreiheit in zahlreichen realen Netzen zu "erklären". Wir
wollen hier auf zwei dieser Modelle kurz eingehen sowie einige weitere zumindest
erwähnen.

Wir beginnen mit demModell von Bollobas und Riordan(siehe [Bol01], [Bol04]).

Bei diesem Graphen-Erzeugungsprozess werden (wie im Barabasi-Modell) in
jedem Schritt eine neue Ecke undm viele neue Kanten hinzugefügt - und zwar
werden die neuen Kantengleichzeitighinzugefügt, was dazu führt, dass man Mehr-
fachkanten zwischen den Ecken sowie Schleifen erlauben muss.

Begonnen wird mit dem Fallm = 1. Der Einfachheit halber geht man von einer
festen Folgev1, v2, ... von Ecken aus, auf denen der wachsende Graph definiert wird.
Nun wird induktiv ein Zufallsgraph-Prozess(Gt

1)t≥0 definiert, wobeiGt
1 jeweils ein

Graph auf der Eckenmenge{vi : 1 ≤ i ≤ t} ist. Gestartet wird mit dem Graphen
G1

1 mit einer Ecke und einer Schleife. Ausgehend vonGt−1
1 wird nunGt

1 gebildet,
indem die Eckevt sowie eine Kante zwischenvt undvi hinzugefügt wird, wobei es
für i eine zufällige Auswahl gibt gemäß der Wahrscheinlichkeit

P(i = s) =

{

γ
G

t−1
1

(vs)

2t−1
falls 1 ≤ s ≤ t− 1

1
2t−1

falls s = t

}



10.7 Skalenfreie Graphen 325

Mit anderen Worten wirdvt mit einer zufällig ausgewählten Eckevi durch eine neue
Kantek verbunden, wobei die Wahrscheinlichkeit einer Ecke, als diesesvi ausge-
wählt zu werden, proportional zu ihrem derzeitigen Grad ist(wie beim Barabasi-
Modell) undk bereits beim Eckengrad vonvt mitgezählt wird.

Im Fallem > 1 wird vt mit m vielen Eckennacheinanderjeweils durch eine neue
Kante k verbunden, wobei in jedem Einzelschritt die bereitszugefügten Kanten
sowie die bereits anvt "hängenden" und noch nicht an einer anderen Ecke befestig-
ten Ecken bei den Eckengraden schon mitgezählt werden. Auf diese Weise hat man
nun einen Zufallsgraphen-Prozess(Gt

m)t≥0 definiert.

Bei der Formulierung der folgenden mathematischen Sätze ist man allerdings weni-
ger an dem beschriebenen Prozess als vielmehr an den Eigenschaften der so ent-
stehenden Graphen interessiert. Dazu bezeichnet man mitGn

m den Wahrscheinlich-
keitsraum aller Graphen auf der Eckenmenge{v1, v2, ..., vn}, wobei zufällig her-
ausgegriffene GraphenGn

m ∈ Gn
m die sich aus dem obigen Prozess abgeleitete Ver-

teilung besitzen.

Der erste Satz, der dem Papier [Bol01] entnommen ist und den wir ohne Beweis
zitieren, bestätigt für das hier diskutierte mathematische Modell die Ergebnisse aus
Abschnitt 10.6 zum Barabasi-Modell.

Mit #n
m(d) wird ide Anzahl der Ecken vonGn

m mit Innengradd bezeichnet.

Satz 10.7-1: Seim ≥ 1 fest und(Gn
m)n≥0 der oben definierte Zufallsgraph-

prozess. Ferner seiαm,d = 2m(m+1)
(d+m)(d+m+1)(d+m+2)

und ǫ > 0 ebenfalls fest

gegeben. Dann gilt fürn→∞mit d ≤ n
1
15 die Ungleichungskette

(1− ǫ)αm,d ≤
#n

m(d)

n
≤ (1 + ǫ)αm,d

mit einer gegen1 konvergierenden Wahrscheinlichkeit.

Die Aussage des Satzes bedeutet insbesondere, dass – zumindest tendenziell – eine
Proportionalität vonp(d) zu d−3 vorliegt und man es mit skalenfreien Graphen zu
tun hat. Ferner liefert der Satz – wegen des ähnlichen Konstruktionsprinzips – eine
Bestätigung der Ergebnisse von Barabasi, Albert und Jeong.

In [Bol04] haben B. Bollobas und O. Riordan für dieselbe Graphenklasse den erwar-
teten Durchmesser untersucht. Auch hier findet sich eine Bestätigung von Ergebnis-
sen, die zu anderen ähnlichen Methoden erzielt wurden. OhneBeweis formulieren
wir:

Satz 10.7-2: Eine natürliche Zahlm ≥ 2 und eine positive reelle Zahlǫ seien
fest gegeben. Dann ist fast jeder GraphGn

m ∈ Gn
m zusammenhängend und

hat einen Durchmesserdiam(Gn
m) mit

(1− ǫ) log n

log log n
≤ diam(Gn

m) ≤ (1 + ǫ)
log n

log log n
.

Alternative Modelle für Graphen-Erzeugungsprozesse, diezu ähnlichen Ergebnis-
sen führen, sind von W. Aiello, F. Chung und L. Lu untersucht worden – die
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Modelle von Aiello, Chung und Lu wollen wir hier jedoch nicht näher untersu-
chen (siehe [Aie02]).

Ein weiterer interessanter Ansatz in [Aie02] betrachtet eine Klasse von Zufallsgra-
phen, deren Verteilung der Eckengrade von zwei festen Werten α undβ gesteuert
wird:

Man nimmt an, es gebey viele Ecken vom Gradx > 0, wobeix undy gemäß

logy = α− β · logx

verknüpft sind. (Ecken vom Grad 0 werden der Einfachheit halber ausgeschlossen.)

Anders gesagt gilt:

|{v : γ(v) = x}| = y =
eα

xβ

Man kann alsoα als den Logarithmus der Anzahl der Ecken vom Grad 1 undβ als
die log-log-Abnahmerate der Eckenzahl eines festen Grads ansehen.

Betrachten wir nun die Klasse aller so definierten (α,β)-Potenzgesetz-Graphen,
wobei jeder der möglichen konkreten Graphen als gleich wahrscheinlich angese-
hen wird. Es können einige interessante strukturelle Eigenschaften nachgewiesen
werden, die mit hoher Wahrscheinlichkeit gelten.

Wir skizzieren ein Ergebnis, das die Zusammenhangskomponenten betrifft.β0 =

3, 47875... sei eine Lösung der Gleichung7

ζ(β − 2)− 2ζ(β − 1) = 0.

Folgendes wird unter anderem gezeigt:

• Ist β > β0, so hat der Zufallsgraph fast sicherkeinegigantische Komponente.

• Ist β < β0, so hat der Zufallsgraph fast sichergenau einegigantische Kompo-
nente.

Weitere Aussagen beziehen sich auf die wahrscheinlichen Größenordnungen der
zweitgrößten Komponente und vieles mehr.

Ein weiterer Graphen-Erzeugungsprozess, der eng an das Barabasi-Modell ange-
lehnt ist, wird in [Ber05] betrachtet und dort mit dem NamenPloya-Urnen-
Darstellung des Barabasi-Albert-Graphenbezeichnet. Wir gehen nicht weiter
darauf ein, kommen jedoch auf das Papier [Ber05] im Kontext von Viren und Epi-
demien in skalenfreien Graphen in Kürze noch einmal zurück.

Alle von uns bisher geschilderten bzw. zumindest erwähntenGraphen-Erzeugungs-
prozesse verwenden auf die eine oder andere Weise einen Mechanismus des "pre-
ferential attachment", wie es in der englischsprachigen Literatur heißt - neue Ecken

7 Mit ζ(t) wird die sogenannte Riemannsche Zetafunktion
∑

∞

n=1
1
nt bezeichnet.
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werden mit einer höheren Wahrscheinlichkeit mit solchen bisher vorhandenen
Ecken verbunden, die schon einen hohen Eckengrad haben.

Eine interessante Idee wird in [Kle99] verfolgt: Hier werden die Nachbarn einer
neuen Ecke ausgewählt, indem mit hoher WahrscheinlichkeitNachbarn einer bereits
vorhandenen Ecke "kopiert" werden - eine Idee, die für Weblinks durchaus plausibel
ist. Auch hier kann gezeigt werden, dass sich skalenfreie Graphen ergeben!

Epidemien in skalenfreien Graphen

Die Ausbreitung von Krankheiten und die Entstehung von Epidemien sind nahe-
liegenderweise von Seiten unterschiedlicher Wissenschaften untersucht worden -
Literatur dazu findet man in der Medizin, der Biologie, der Soziologie sowie der
Mathematik und der Informatik. Die Fragestellungen sind typischerweise der fol-
genden Art:

• Unter welchen Bedingungen breitet sich eine übertragbare Infektion im ganzen
Netz aus?

• Wie ist die Situation, wenn jedes infizierte Individuum nacheiner gewissen Zeit
wieder gesund wird aber gleichwohl andere Individuen angesteckt haben kann?

• Unter welchen Bedingungen und nach welcher Zeit ist die Infektion aus dem
Netz wieder verschwunden?

Wir beschränken uns hier auf die Sichtweise der Graphentheorie: Die Ecken eines
Graphen stellen die Individuen oder auch die Computer dar, die durch Übertragung
längs der existierenden Graphenkanten von bereits infizierten Nachbarn ihrerseits
ebenfalls (z. B. mit einem Virus) infiziert werden können.

Wir folgen in unseren weiteren Betrachtungen dem sogenanntenSIS-Modell (steht
für: susceptible-infected-susceptible), bei dem jede Ecke für die Infektion emp-
fänglich ist (susceptible) und nach einer Infektion (infected) mit Sicherheit nach
einer festen Zeit geheilt wird und dann wieder empfänglich ist (susceptible). Dieses
Modell ist passend für die Vireninfektionen von Computern.

(Beim sogenanntenSIR-Modell ist jedes Individuum nach einer Infektion und
erfolgter Heilung resistent, daher der Buchstabe "R" am Schluss.)

Von folgenden Voraussetzungen wird im Weiteren beim SIS-Modell ausgegangen:

- Der Zustand des Systems (hier: Graph) ändert sich in Zeittakten.

- Zu jedem Zeitpunkt ist eine Ecke entweder gesund oder infiziert.

- In einem Zeittakt wird eine gesunde Ecke mit einer Rateν (interpretierbar als
Wahrscheinlichkeit) infiziert, falls mindestens einer ihrer Nachbarn infiziert ist
(genauer: im vorigen Zeittakt infiziert war).

- Eine infizierte Ecke wird mit einer Rate (Wahrscheinlichkeit) δ im nächsten Zeit-
takt wieder gesund.
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Mit

λ =
ν

δ

wird die Ausbreitungsrate bezeichnet. Dabei ist es üblich,δ = 1 zu setzen, mit
anderen Worten wird ein infiziertes Individuum stets im nächsten Zeittakt wieder
gesund. Man überlege sich, dass man dies als eine andere Skalierung der Zeitachse
auffassen kann – da man ohnehin an qualitativen Aussagen interessiert ist, die sich
ergeben, wenn die Zeit "ins Unendliche läuft", macht dies nichts aus.

Beispiel 10.7-1:
Die untenstehende Grafik soll einen Ausschnitt eines skalenfreien Graphen dar-
stellen, in dem die Ecken mit einer Ausbreitungsrate vonλ = 0, 5 infiziert wer-
den. Es sind nur die Zeittakte von 1 bis 10 dargestellt. Die neben einer Ecke
notierten Zahlen sollen besagen, in welchem Zeittakt die betreffende Ecke infi-
ziert ist. Begonnen wird mit einer Infektion der im Zentrum dargestellten Ecke,
die eine "1" trägt und in Zeittakt 3 ebenfalls wieder infiziert ist usw. (Da die
Infektionen stets mit Wahrscheinlichkeit 0,5 auf Nachbarknoten übergehen, ist
der hier dargestellte Ablauf selbstverständlich willkürlich.) In Zeittakt 11 wür-
den nun im Schnitt drei oder vier der sieben Nachbarn des die "10" tragenden
Knotens infiziert etc.

Verbreitung eines Virus in 10 Zeittakten

Das zentrale Ergebnis über Epidemien gemäß dem SIS-Modell besagt nun folgen-
des (siehe [Bai75][Mar99][Mur93]):

Sind die Eckengrade des zugrunde liegenden Graphen beschränkt (wie z. B. in einem
regelmäßigen Gitter, man spricht von lokaler Konnektivität), oder handelt es sich
um einen Zufallsgraphen (in dem die Wahrscheinlichkeit hoher Eckengrade expo-
nentiell abnimmt), so gibt es eine epidemische Schrankeλc > 0: Ist dann für die
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betrachtete Infektion das zugehörigeλ ≥ λc, so breitet sich die Infektion epide-
misch aus und stabilisiert sich, d. h. es ist stets ein gewisser Prozentsatz der Ecken
infiziert. Istλ < λc, so stirbt die Infektion zügig (genauer: exponentiell schnell) aus.

Nun hat man auf der anderen Seite beobachtet, dass Viren in Computernetzen sehr
lange zu "überleben" scheinen, so klein auch ihre Ausbreitungsrate ist. In [Pas01]
wird über entsprechende Statistiken berichtet. In [Pas01]wird auch die Erklärung
für dieses Phänomen geliefert:

In skalenfreien Graphen istλc = 0!

Aus dem Papier [Pas01], welches ähnlich wie [Bara99-2] im Stil von Physikern
recht forsch argumentiert und u. a. die Differenzierbarkeit aller vorkommenden
Funktionen voraussetzt, ziehen wir den folgenden Satz, derdort nicht explizit for-
muliert ist:

Satz 10.7-3: In einem sehr großen (bzw. unendlich großen) Graphen mitp(k) ∝
k−3 und durchschnittlichem Eckengrad2m (wie bei den Barabasi-Graphen in
Abschnitt 10.6) istλc = 0. Der Prozentsatz der infizierten Knoten konvergiert
nach2e−

1
mλ .

Die Aussage des Satzes bedeutet: So klein die Ausbreitungsrateλ einer Infektion in
einem skalenfreien Netz auch ist - die Infektion stirbt wahrscheinlich niemals aus,
es stellt sich ein stabiler Prozentsatz infizierter Knoten ein. Unter der Prämisse, dass
Internet und WWW skalenfreie Netze bilden, "lebt" dort ein Virus tendenziell recht
lange.

Beweisidee: Mitρk(t) wird der Prozentsatz infizierter Ecken vom Gradk bezeich-
net. In Analogie zu aus der Physik bekannten sogenannten "mean field equations"
kommt man zu der Gleichung

∂tρk(t) = −ρk(t) + λk [1− ρk(t)]Θ(λ).

Dabei bezeichnetΘ(λ) die Wahrscheinlichkeit, dass ein betrachteter Endpunkt einer
beliebig herausgegriffenen Kante infiziert ist. Geht man nun davon aus, dass ein
stationärer Zustand erreicht ist, so folgt mit∂tρk(t) = 0 für die "stationäre Dichte"

ρk =
kλΘ(λ)

1 + kλΘ(λ)
.

Zusammen mit der offensichtlich erfüllten Gleichung

Θ(λ) =
∑

k

kpkρk
∑

s sps

.

ergibt sich daraus durch Integration schließlich

Θ(λ) =
e−

1
mλ

mλ
.

Fürρ(t) führt dies im Grenzprozesst→∞ zu

ρ = 2e−
1

mλ .
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Auch bei dem Thema der Epidemien in skalenfreien Graphen haben sich eine Reihe
mathematischer Autoren gefunden, die diese Ergebnisse im Rahmen präziserer
mathematischer Modelle bestätigt haben. Stellvertretendzitieren wir im nächsten
Satz ein Ergebnis aus [Ber05]. Das Papier enthält auch, wie bereits erwähnt, ein
eigenes mathematisches Modell zur Erzeugung großer skalenfreier Graphen, auf
dessen Grundlage dann der folgende Satz bewiesen wird:

Satz 10.7-4: Zu jedemλ > 0 gibt es eine natürliche ZahlN , so dass für einen
skalenfreien Graphen der Größen > N und eine darin ausgewählte belie-
bige Eckev gilt: mit Wahrscheinlichkeit1 − O(λ2) gilt für v, dass eine dort

startende Infektion mit einer von unten durchλ
C1

log( 1
λ

)

log log( 1
λ

) und von oben durch

λ
C2

log( 1
λ

)

log log( 1
λ

) beschränkten Wahrscheinlichkeit überlebt; dabei sindC1 undC2

Konstanten, die nicht vonλ odern abhängen.

Das Gradprodukt und skalenfreie Graphen

Wie zu Anfang dieses Abschnitts erwähnt, gibt es zahlreicheAnsätze, den Begriff
der skalenfreien Graphen mathematisch präzise zu erfassen, wobei die meisten
Autoren zu einer Begriffsbildung kommen, bei der diese Graphen als Resultate von
Zufallsprozessen mit wachsender Eckenzahl entstehen und bei der Entstehung neuer
Kanten solche Knoten als Endpunkte bevorzugt werden, die schon viele Nachbarn
haben ("preferential attachment"). Da es unterschiedliche solcher Ansätze gibt, sind
die erzielten Resultate nicht immer miteinander vereinbar.

Der von uns gewählte Weg, einen beliebigen Graphen bereits dann "skalenfrei" zu
nennen, wenn in ihm ein Potenzgesetz für die Eckengrade gilt, wird selten gewählt
- obwohl er den Vorteil hat, nicht auf irgendwelchen Zufallsprozessen zu beruhen,
so dass man sich sofort auf die strukturellen Eigenschaftensolcher Graphen kon-
zentrieren kann. Der Nachteil ist freilich, dass unter diesen schwachen Vorausset-
zungen viele interessante Eigenschaften, die Graphen wie dem Internet oder dem
WWW eigen sind, nicht ohne weitere Voraussetzungen allgemein bewiesen werden
können, so dass man Gefahr läuft, sich von den "interessanten" Graphen in seiner
Theorie zu entfernen.

Einen interessanten neuen Weg schlagen die Autoren L. Li et al. in [Li05] ein, die
zusätzlich zu einem Potenzgesetz für die Eckengrade noch ein großes Gradprodukt
fordern.

Definition 10.7-2:Ein endlicher ungerichteter GraphG = (E,K) sei gegeben.
Das Gradprodukts(G) ist definiert als

s(G) :=
∑

(e,f)∈K

γ(e) · γ(f).

s(G) misst, inwieweit inG Ecken von hohem Grad wieder mit solchen Ecken ver-
bunden sind - in der Interpretation: inwieweitG einen "Kern von Hubs" besitzt.



10.7 Skalenfreie Graphen 331

In [Li05] wird nun ferner der Parametersmax betrachtet als der maximal mögli-
ches(G)-Wert, den ein Graph mit der gegebenen Verteilung der Eckengrade haben
kann. Mit

S(G) :=
s(G)

smax

wird schließlich gemessen, inwieweitG den bei gleicher Verteilung der Eckengrade
maximal möglichens(G)-Wert besitzt.

In [Li05] wird vorgeschlagen, neben dem Potenzgesetz für die Eckengrade einen
nahe an 1 gelegenenS(G)-Wert als Kriterium für Skalenfreiheit auszuwählen. Fer-
ner werden einige erste Ergebnisse vorgestellt, inwieweitfür gewisse Graphenklas-
sen skalenfreie Graphen (in diesem Sinne) existieren und wie solche konstruiert
werden können.

Auf weitere Details gehen wir nicht ein.

Selbsttestaufgabe 10.7-1:

Begründen Sie, dass in einem endlichen Graphen niemals ein Potenzgesetz für die
Eckengrade im Sinne der strengen Definition 10.5-2 gelten kann.
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11 Random Walks und Elektrische
Netzwerke

11.1 Zwei einführende Beispiele

Anhand zweier Beispiele, denen derselbe Graph zugrunde liegt, wird in die Thema-
tik dieses Kapitels eingeführt.

Um das erste Beispiel vollständig nachvollziehen zu können, muss man sich noch
einmal eine Konsequenz der Kirchhoffschen Gesetze ins Gedächtnis zurückrufen.
Dabei werden die Ecken eines Graphen als Knoten eines elektrischen Netzwerkes
aufgefasst, die Kanten als Widerstände einheitlicher GrößeR. Für eine Eckex des
Graphen bezeichneN(x) die Menge der Nachbarecken.

Lemma 11.1-1: Wird zwischen zwei beliebigen Ecken eines Graphen eine Span-
nung angelegt und der Stromkreis geschlossen, so gilt für die Spannungvx in
einer beliebigen Eckex des Graphen mit|N(x)| = n stets

vx = (1/n)
∑

y(x)

vy.

Die Spannung ist also immer das arithmetische Mittel aller Nachbarspannun-
gen.

Beweis: Ist y Nachbar vonx, so wird mit iyx der von y nach x flie-
ßende Strom (eventuell mit negativem Vorzeichen) bezeichnet. Nach
den Kirchhoffschen Gesetzen gilt

∑

y(x) iyx = 0 und somit
∑

y(x)((vy −
vx)/R) = 0.

Multiplikation mit R und Herausnehmen vonvx aus der Summe ergibt
dann

∑

y(x) vy − nvx = 0 und darausvx = (1/n)
∑

y(x) vy.

Beispiel 11.1-1:
Der in der folgenden Abbildung gezeigte GraphG stelle ein elektrisches Netz-
werk dar, in dem die Kanten zwischen den durch sie verbundenen Punkten
Widerstände der gleichen Größe sind (also o. B. d. A. Widerstäde von 1 Ohm).
Zwischena undb wird eine Spannung von 1 Volt angelegt,va = 1 undvb = 0.
Welche Spannung ergibt sich daraus in den Punktenc, d, e undf?
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Ein GraphG

Das in der nächsten Abbildung gezeigte Ergebnisvc = 1/2, vd = 2/3, ve = 1/3

undvf = 1/2 lässt sich auf mehrere Arten ermitteln.Eine mögliche Argumen-
tation (und für uns die interessanteste) geht so:

Die Spannung in einem Punkt ist stets das arithmetische Mittel der Spannungen
in den Nachbarpunkten. Daraus folgt sofortvc = vf = 1/2 sowievd = (1 +

ve)/2 undve = vd/2, was leicht die obigen Werte ergibt.

Anliegende elektrische Spannungen im GraphenG

Welche Stromstärken werden jeweils auf den Kanten erzeugt,wenn a und b
kurzgeschlossen werden und so der Stromkreis geschlossen wird? Da der effek-
tive Widerstand zwischena undb Reff = 3/4 beträgt, folgt

iab = 4/3,
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m. a. W. strömt ein Fluss der Größe4/3 in a hinein und beib wieder hinaus.
Die folgende Abbildung zeigt, welche Ströme sich dadurch auf den einzelnen
Kanten ergeben.

Stromstärken auf den Kanten vonG

Beispiel 11.1-2:
Derselbe GraphG aus dem obigen Beispiel stelle nun das Straßennetz eines
Dorfes mit Knotenpunktena bisf dar. Ein Betrunkener starte in einem Punktx

und wähle auf seinem Weg an jeder Kreuzung stets zufällig eine der sich dort
kreuzenden Straßen.wx bezeichne nun die Wahrscheinlichkeit, dass der Betrun-
kene auf seinem Weg durch den Punkta kommt,bevor er zum ersten Mal durch
b kommt. Wie groß sind die Wahrscheinlichkeitenwx für die unterschiedlichen
Knotenpunktex?

Aus dem Satz über die totale Wahrscheinlichkeit folgt, dassjede Wahrschein-
lichkeit wx das arithmetische Mittel der entsprechenden Wahrscheinlichkeiten
der Nachbarknoten vonx sein muss. Somit kommt man, da offensichtlichwa=1
undwb = 0 ist, zu den Gleichungen

wc = wf = 1/2,

wd = (1 + we)/2

und

we = wd/2,

was zuwc = wf = 1/2, wd = 2/3 undwe = 1/3 führt.

Diese Wahrscheinlichkeiten entsprechen also den im vorigen Beispiel berech-
neten elektrischen Spannungen.

An den beiden Beispielen ist deutlich geworden, dass offenbar ein Zusammenhang
besteht zwischen Random Walks in Graphen und Fragestellungen, die sich erge-
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ben, wenn dieselben Graphen als Grundstrukturen elektrischer Netzwerke aufge-
fasst werden. Dabei geht die Parallelität sogar noch weiterals im zweiten Beispiel
angedeutet: Auch die Stromstärken aus dem ersten Beispiel haben bei den Random
Walks eine wahrscheinlichkeitstheoretische Interpretation - dazu mehr im nächsten
Abschnitt.

Auf eines muss an dieser Stelle hingewiesen werden: Die Parallelität zwischen
Random Walks und elektrischen Netzwerken, die zu ähnlichenmathematischen
Ergebnissen führt, bedeutet selbstverständlichnicht, dass ein realer physikalischer
Zusammenhang besteht, der Zusammenhang besteht nur auf derlogisch-mathe-
matischen Ebene. Dies ist nicht ungewöhnlich: Daraus, dasszwei Äpfel plus zwei
Äpfel vier Äpfel und zwei Autos plus zwei Autos vier Autos ergeben, folgt schließ-
lich ebenfallsnicht, dass Äpfel etwas mit Autos zu tun haben.

Trotzdem kann der Zusammenhang ausgenutzt werden: Durch die Untersuchung
elektrischer Netzwerke können Aussagen über Random Walks abgeleitet werden -
und umgekehrt.

11.2 Random Walks in einer und zwei
Dimensionen

Die Analogie zwischen Random Walks (im folgenden gelegentlich durch "RW"
abgekürzt) und elektrischen Netzwerken kann besonders einfach anhand von Gra-
phenstrukturen erklärt werden, die nur aus einem Pfad bestehen oder ein zweidi-
mensionales Gitter darstellen. Schlüssel sind dabei dieharmonischen Funktionen. harmonische

Funktionen

Definition 11.2-1:Es seiS die Menge der natürlichen Zahlen von0 bis n, S =

{0, 1, 2, ..., n}. Wir nennenI = {1, 2, ..., n − 1} die inneren undA = {0, n} die
äußerenPunkte vonS. Die Funktion

f : S → R

heißtharmonisch, wenn für jeden inneren Punktx ∈ D gilt

f(x) =
f(x− 1) + f(x+ 1)

2
.

Beispiel 11.2-1:
Der in der untenstehenden Grafik dargestellte Pseudograph mit Schleifen bei den
Ecken 0 und 5 stelle Straßenecken dar, die Kanten stehen für Straßen zwischen
den Ecken.

Das Szenario: Ein Mann geht in Eckex los (x ∈ {0, 1, ..., 5}) und wählt jedes
Mal, wenn er sich an einer Eckex ∈ {1, ..., 4} befindet (also auch gleich am
Anfang) zufällig mit gleicher Wahrscheinlichkeit eine derbeiden Richtungen
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zur nächsten Nachbarecke. Kommt er in der Bar (Ecke 0) oder zuHause an
(Ecke 5), so bleibt er dort.

Die Frage: Wie groß ist die Wahrscheinlichkeitp(x), dass der Mann, falls er in
der Eckex losgeht, zu Hause ankommt?

Die Antwort: Offenbar giltp(0) = 0, p(5) = 1 und

p(x) = 1/2 · p(x− 1) + 1/2 · p(x+ 1)

für die restlichenx. Daraus folgtzwingendp(x) = x/5 für allex!

Beispiel 11.2-2:
In der folgenden Grafik ist dieselbe Graphenstruktur als elektrisches Netzwerk
dargestellt.

1 Volt

0
1 2 3 4 5

Es sind fünf Widerstände gleicher Größe in Reihe geschaltetund an die beiden
Enden eine Spannung von 1 Volt angelegt. Gefragt ist nach denSpannungenvx,
die sich an den Punktenx = 0, 1, ..., 5 ergeben. Dabei wird der Punkt 0 geerdet,
so dassv0 = 0 ist. Aufgrund von Lemma 11.1-1 ergibt sich auch hier

vx = 1/2 · vx−1 + 1/2 · vx+1

mit dem Ergebnis wie im vorigen Beispiel, d. h.vx = x/5.

Die Gleichheit der Ergebnisse in den beiden letzten beiden Beispielen hat eine ein-
fache mathematische Begründung.
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Lemma 11.2-1: (Maximum-Prinzip)

Jede harmonische Funktionf(x) nimmt ihren maximalen WertM und ihren
minimalen Wertm in einem äußeren Punkt an.

Beweis: M sei der größte vonf angenommene Wert. Fallsf(x) = M für
einen inneren Punktx ∈ D ist, muss auchf(x−1) = M undf(x+1) =

M gelten, daf(x) der Mittelwert vonf(x−1) undf(x+1) ist. Ist auch
x−1 innerer Punkt, so führt dasselbe Argument zuf(x−2) = M usw.,
d h. man kommt so zuf(0) = M undf(N) = M . Analog kann man
für den minimalen Wert schließen.

Lemma 11.2-2: (Eindeutigkeits-Prinzip)

Eine harmonische Funktion aufS ist durch die Werte fürx ∈ A eindeutig
festgelegt.

Beweis: Seienf(x) und g(x) harmonische Funktionen mitf(x) = g(x)

für x ∈ A. Eine leichte Rechnung zeigt, dass auch die Funktion

h(x) = f(x)− g(x)

harmonisch ist. Offenbar gilth(x) = 0 für jedesx ∈ A. Nach dem
Maximum-Prinzip folgt daraush(x) = 0 für allex, womit f(x) = g(x)

für beliebigesx gezeigt ist.

Durch die letzten beiden Lemmas ist klar geworden, dass die Eigenschaften harmo-
nischer Funktionen die tiefere Begründung liefern, dass Random Walks etwas mit
elektrischen Netzwerken zu tun haben.

Im nächsten Schritt kann man nun von den eindimensionalen Pfaden zu zweidi-
mensionalen Gittern übergehen. Dies wird an dem folgenden Beispiel aus [Doy84]
verdeutlicht.

Wir legen den in der nächsten Abbildung dargestellten Graphen zugrunde. Die
Ecken mit vier Nachbarn sind hier die inneren Punkte, die restlichen sind äußere
oder Randpunkte. Die äußeren Punkte sind noch einmal in zweiKlassen unterteilt,
nämlich "P" für Polizei und "E" für Entkommen.

Die zugehörige Geschichte lautet: Ein Taschendieb flieht vor der Polizei, indem er
sich in dem Graphen (Staßennetz) von Ecke zu Ecke bewegt und jeweils als nächste
eine zufällige Nachbarecke besucht (also auf einem Random Walk).

Die Frage ist: Wie groß ist die Wahrscheinlichkeitp(x), dass der Dieb, der bei dem
inneren Punktx startet, zuerst eine Randecke des Typs E erreicht (also entkommt)
und vorher nicht bei einer P-Ecke landet?
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E E

E

P

PPE

E

E

Es liegt auf der Hand, wie der Begriff der harmonischen Funktion verallgemeinert
werden muss, um die hier vorliegende Situation einzufangen:

Definition 11.2-2:SeiS = I∪A eine endliche Menge von Gitterpunkten der Ebene

{(a, b)|1 ≤ a ≤ N, 1 ≤ b ≤ N}

mit folgenden Eigenschaften:

• I ∩A = ∅

• Jeder Punkt(a, b) vonI hat vier Nachbarpunkte(a− 1, b), (a+ 1, b), (a, b− 1)

und(a, b+ 1) in S.

• Jeder Punkt inA hat höchstens drei Nachbarpunkte, von denen mindestens einer
zuI gehört.

• Zwischen den Randpunkten inA existieren keine Kanten.

Der sich so ergebende Graph sei ferner zusammenhängend. Dann heißen die Punkte
vonI innere und die vonA äußere Punkte vonS. Eine Funktion

f : S → R

heißt harmonisch, wenn für jeden Punkt(a, b) ∈ I gilt

f(a, b) =
f(a− 1, b) + f(a+ 1, b) + f(a, b− 1) + f(a, b+ 1)

4
.

Die entscheidende Beobachtung ist nun auch hier:

Die Funktion p(x) (Wahrscheinlichkeit zu entkommen)ist harmonisch.
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Dies folgt wieder mit dem Satz über die totale Wahrscheinlichkeit. Ebenso lassen
sich wieder sowohl das Maximum- als auch das Eindeutigkeits-Prinzip beweisen.
Da diep-Werte für die Randpunkte feststehen - offenbar istp(x) = 1 für die E-
Knoten undp(x) = 0 für die P-Knoten -, sind die gesuchten Wahrscheinlichkeiten
die restlichen Wertep(x) für x ∈ D.

Nach wie vor bleibt die Frage offen, wie man die Wahrscheinlichkeitenp(x) für
die inneren Knotenx denn nunkonkret ausrechnet. Darauf kommen wir in Kürze
zurück.

Zuvor wollen wir auch für dieses Beispiel das Problem der elektrischen Spannun-
gen untersuchen. In derfolgenden Abbildung ist das relevante elektrische Netzwerk
dargestellt - dabei sind die P-Knoten geerdet und die E-Knoten mit einer 1-Volt-
Batterie verbunden.

1 Volt

Von Interesse sind die Spannungenv(x) für die inneren Punktex ∈ I. Auch hier
hat man wieder, dass die Spannung

v : S → R

harmonische Funktion ist, die zudem für die Randpunkte mit der
Wahrscheinlichkeits-Abbildungp übereinstimmt – nach dem Eindeutigkeits-
Prinzip (Lemma 11.2-2) folgt

v(x) = p(x)

für allex!

Bevor wir nun auf einige Rechenmethoden eingehen, mit derenHilfe die Spannun-
genv(x) bzw. die Wahrscheinlichkeitenp(x) aus den Werten für die Randpunkte
berechnet werden können, wollen wir an einem physikalischen Beispiel aufzeigen,
wie harmonische Funktionen außerhalb der Graphentheorie auftreten.
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Beispiel 11.2-3:
Angenommen, man habe ein quadratförmiges dünnes Metallstück, aus dem ein
kleineres Quadrat ausgeschnitten wurde. Durch eine äußereVorrichtung wird
der innere Rand auf der Temperatur 0 und der äußere Rand auf Temperatur 1
gehalten (siehe folgende Grafik).

T=0

T=1

Wie ist die Temperatur an einer beliebigen Stelle dieses Metallplättchens? Führt
man ein Koordinatensystem ein und bezeichnet die Temperatur im Punkte(x, y)
mit T (x, y), so besagt für diese Situation die sogenannte Laplacesche Differen-
zialgleichung:

Txx + Tyy = 0

Die Lösungen dieser Differenzialgleichung heißen harmonisch. Sie haben die
Eigenschaft, dass der WertT (x, y) stets der Mittelwert aller Werte in einem
Kreis um(x, y) ist, der ganz zu dem betrachteten Gebiet gehört. Das Problem,
eine solche harmonische Funktion zu finden, wird auch als dasDirichletsche
Problem bezeichnet.

Zum Ende dieses Abschnitts wollen wir einige Möglichkeitenskizzieren, für die
eben betrachteten Gitter-Graphen die Wertev(x) bzw.p(x) aus den Randwerten zu
berechnen. Es sind dies:

• Aufstellung eines linearen Gleichungssystems

• Auffassung als Markov-Kette

• Methode der Relaxationen

• Monte-Carlo-Methode
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Wir skizzieren diese Methoden anhand des obigen Beispiels ("fliehender Taschen-
dieb").

Aufstellung eines linearen Gleichungssystems

Wenn die inneren Punkte wie in der folgenden Abbildung bezeichnet sind, bekommt
man für die Spannungen das folgende lineare Gleichungssystem aus fünf Gleichun-
gen mit fünf Unbekannten:

va =
vb + vd + 2

4

vb =
va + ve + 2

4

vc =
vd + 3

4

vd =
va + vc + ve

4

ve =
vb + vd

4

1 1

1

0

001

1

1

a b

c d e

Die Lösung dieses Gleichungssystems lautetva = 0, 823, vb = 0, 787, vc = 0, 876,
vd = 0, 506 undve = 0, 323.

Auffassung als Markov-Kette

Die Methode der Markov-Ketten kann als eine anspruchsvollere Version der vorigen
Methode der linearen Gleichungssysteme ausgefasst werden.
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Als endliche Markov-Kette bezeichnet man eine spezielle Art von Zufallspro-
zess, die folgendermaßen beschrieben werden kann: Man hat eine endliche Menge
S = {s1, s2, ..., sr} von Zuständen und einen Zufallsprozess, aufgrund dessen stets
einer dieser Zustände angenommen wird. Wenn der Prozess sich gerade im Zustand
si befindet, wird mit WahrscheinlichkeitPij danach der Zustandsj angenommen.
Die ÜbergangswahrscheinlichkeitenPij können in einerr × r-Matrix P angeord-
net werden. (Um den Prozess eindeutig zu definieren, muss noch ein Startzustand
festgelegt werden.)

Ein Random Walk auf einem endlichen Graphen kann offenbar als Markov-Kette
aufgefasst werden. (Man kann auch umgekehrt zeigen, dass man sich jede Markov-
Kette als Random Walk auf einem geeigneten Graphen vorstellen kann.) Der Vorteil
der Auffassung als Markov-Kette liegt darin, dass in einem großen Graphen durch
die spezielle Form der "Markov-Matrix"P die interessierenden Wahrscheinlichkei-
ten (wie z. B. die "Spannungen"vx) effizienter berechnet werden können als durch
das lineare Gleichungssystem.

Auf Details gehen wir nicht ein.

Methode der Relaxationen

Bei dieser Methode fasst man die obigen linearen Gleichungen, die die Werte
vx miteinander verknüpfen, als Iterationsanweisungen auf, um jeweils eine Folge
v1

x, v
2
x, v

3
x, ... zu berechnen, die gegen den gesuchten Wertvx konvergiert:

vn+1
a =

vn
b + vn

d + 2

4

vn+1
b =

vn
a + vn

e + 2

4

vn+1
c =

vn
d + 3

4

vn+1
d =

vn
a + vn

c + vn
e

4

vn+1
e =

vn
b + vn

d

4
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1 1

1

0

001

1
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0 0

0 0 0

Startet man mit den Werten wie in der obigen Abbildung dargestellt, so erhält man
im zweiten Schritt:

v2
a =

1

2

v2
b =

1

2

v2
c =

3

4

v2
d = 0

v2
e = 0

Diese Werte werden nun genommen, umv3
x zu berechnen etc. Man kann das Ver-

fahren beschleunigen, indem man bei jeder Neuberechnung eines Wertes immer die
aktuellen Werte der anderenvx einsetzt. (Bei einer Programmierung des Verfahrens
kann man sich also die obere Indizierung sparen.) In der Praxis erweist sich dieses
Verfahren zur Ermittlung dervx-Werte als recht effizient.

Monte-Carlo-Methode

In der Mathematik spricht man von der Monte-Carlo-Methode,wenn ein
Zufallsprozess involviert ist und man die interessierendeGröße durch die wieder-
holte praktische Durchführung eines pseudo-zufälligen Experiments zu bestimmen
versucht. In den Ingenieurwissenschaften wird in einem solchen Fall meist der
Begriff derSimulation verwendet.

Angewendet auf die hier vorliegende Situation besteht die Monte-Carlo-Methode
darin, mit Hilfe eines pseudo-zufälligen Prozesses (dies kann auch die Anwendung
eines Pseudo-Zufallszahlen-Generators sein) auf einem Graphen sehr viele Random
Walks nachzuspielen und auszuwerten, wie häufig man eine gewisse Ecke vor einer
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anderen besucht hat usw. Dann können die interessierenden Wahrscheinlichkeiten
abgeschätzt werden.

Die Monte-Carlo-Methode ist weniger effizient als die Methode der Relaxationen.

Selbsttestaufgabe 11.2-1:

Skizzieren Sie die Grundidee der Methode der Relaxationen,um in einem Gitter-
Graphen die Wahrscheinlichkeitenp(x) für die inneren Punktex aus den Randwer-
ten zu berechnen.

11.3 Random Walks in endlichen Graphen

In diesem Abschnitt werden Random Walks und elektrische Netzwerke auf belie-
bigen endlichen Graphen betrachtet. Einige Ergebnisse sind bereits "klassisch" und
haben den Weg in Lehrbücher gefunden, jedoch gibt es auch aktuellere Unersu-
chungen wie z. B. [Cha89], in denen weitere Verbindungen zwischen den Gebieten
aufgedeckt werden.

Wir beginnen mit der folgenden Begriffsklärung.

Definition 11.3-1:Es seiG = (E,K) ein Graph undr : K → R+ eine Abbil-
dung, wobeir(k) der Widerstandder Kantek ist. Das Paar(G, r) wird elek-Widerstand

trisches Netzwerkgenannt. Alternativ wird ein elektrisches Netzwerk als(G, c)elektrisches Netzwerk

bezeichnet, wennc die Leitwert-Funktion ist (im Englischen "conductance"), alsoLeitwert

c(k) = 1/r(k) für jede Kantek.

Die folgenden Grundtatsachen sind aus der Theorie elektrischer Netzwerke
bekannt.

• Ist jeder Ecke des Graphen ein Potenzial zugeordnet, so führt eine Potenzialdif-
ferenzpk zwischen den Endeckena undb einer Kantek zu einem elektrischen
Stromik vona nachb, für den nach dem Ohmschen Gesetz giltik = pk

r(k)
.

• Nach dem ersten Kirchhoffschen Gesetz ist die Potenzialdifferenz summiert
über die Kanten eines Kreises stets Null. Nach dem zweiten Kirchhoffschen
Gesetz hat der totale (also summierte) Strom in einer Eckex ebenfalls den Wert
Null; dabei wird jeder inx hinein fließende Strom (auch von außerhalb des
Netzwerkes) positiv, jeder hinaus fließende negativ gerechnet. (Zur Erinnerung:
In Kapitel 5 hatten wir eine solche Kantenbewertung allgemein eine Zirkulation
genannt.)

• Allgemeiner lässt sich die Situation folgendermaßen formulieren: Sind
s1, s2, ..., sk Knoten des zusammenhängenden elektrischen Netzwerks(G, r),
und sindwi(1 ≤ i ≤ k) reelle Zahlen mit

∑

wi = 0, so gibt es eine eindeutige
Verteilung von Strömen und Potenzialdifferenzen auf den Kanten derart, dass
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für jedesi ein Strom der Größewi das Netzwerk beisi betritt (fallswi > 0)
bzw. verlässt (fallswi < 0), und in allen Knoten das zweite Kirchhoffsche
Gesetz gilt (also Strombilanzen insgesamt gleich Null).

Auch der Begriff der harmonischen Funktionen lässt sich allgemein übertragen:

Definition 11.3-2:Gegeben sei ein endlicher zusammenhängender GraphG =

(E,K) undS ⊂ E eine Menge von Ecken. Eine Funktion

f : E → R

ist harmonisch aufG mit Rand S, falls für allex ∈ E \ S gilt

f(x) =
1

d(x)

∑

y∈N(x)

f(y).

Aufgrund von Lemma 11.1-1 können wir nun (ohne Beweis) formulieren:

Satz 11.3-1: Gegeben sei ein endliches zusammenhängendes Netzwerk(G, r),
für jede Kantek ∈ K sei der Widerstandr(k) = 1. Ferner seiens1, s2, ..., sk

Ecken inG. Falls in (G, r) außer beis1, s2, ..., sk kein Strom in das Netzwerk
kommt oder austritt, ist die Funktion der absoluten Potenzialevx harmonisch
aufG mit RandS = {s1, s2, ..., sk}, d. h.

vx =
1

d(x)

∑

y∈N(x)

vy.

Der hierzu korrespondierende Satz über Random Walks geht bei gegebenemG =

(E,K) und S ⊂ E davon aus, dass für jedess ∈ S ein Gewinng(s) definiert
ist. Nun wird beix ∈ E ein Random Walk gestartet, der endet, wenn ein Knoten
s ∈ S erreicht wird, der Gewinn ist danng(s). Mit Ex werde der erwartete Gewinn
bezeichnet, wenn beix gestartet wird.

Satz 11.3-2: Für alle Knotenx gilt

Ex =
1

d(x)

∑

y∈N(x)

Ey.

Wie sich bereits in Abschnitt 11.1 abgezeichnet hat, geht die Analogie zwischen
elektrischen Netzwerken und Random Walks wesentlich weiter. Für den nächsten
Schritt benötigen wir die folgende Definition.
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Definition 11.3-3:(G, a) sei ein Graph mit Kantengewichtunga = (axy)xy∈K . Man
setzt

Ax =
∑

y∈N(x)

axy

und

Pxy =

{

axy

Ax
falls xy ∈ K
0 sonst

}

Sind die Kantenbewertungen Leitwerte wie in Definition 11.3-1, so werden diese für
Random Walks so interpretiert, dassPxy die Wahrscheinlichkeit darstellt, dass ein
in x angekommener RW als nächsten Knoteny besucht.

Für die jetzt folgenden Ergebnisse gehen wir davon aus, dassin den betrachteten
Graphen zwei ausgezeichnete Eckens undt gegeben sind.

Wie in der Literatur zu Random Walks und elektrischen Netzwerken üblich, werden
wir die Terminologien aus beiden Gebieten simultan verwenden.

Definition 11.3-4:Gegeben sei ein elektrisches Netzwerk(G, r), s und t seien
Ecken inG. Die Fluchtwahrscheinlichkeit Pesc(s → t) ist die Wahrscheinlich-Fluchtwahrscheinlich-

keit keit, dass ein Random Walk, der beis startet, durch die Ecket kommt, bevor er
wieder zus zurückkehrt.

Die nächsten interessanten Begriffe sind der des effektiven Widerstands und des
effektiven Leitwerts.

Definition 11.3-5:Gegeben sei ein einfacher zusammenhängender GraphG, s und
t seien Ecken. Es wird von außen eine Spannung mitvs = 1 undvt = 0 angelegt.
Dann fließt ein Stromis in s hinein.

Reff (s, t) =
1

is

heißt dereffektive Widerstandzwischens undt. Legt man statt der Potentialdiffe-effektive Widerstand

renz zwischens undt den ins hineinfließenden Stromis auf den Wert 1 fest, so wird
die Potentialdifferenz betragsmäßig gleichReff (s, t) sein. Der Kehrwert

Ceff(s, t) =
1

Reff (s, t)

heißteffektiver Leitwert.effektiver Leitwert

Satz 11.3-3: Sei(G, c) ein zusammenhängendes elektrisches Netzwerk unds 6=
t Ecken inG. Für jede Eckex sei

vx = P (nach Start beix kommt ein RW zuerst zus und erst dann zut),

insbesondere alsovs = 1 undvt = 0.
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Dann ist(vx)x∈E die Verteilung der absoluten Potentiale, wenns auf 1 undt
auf 0 gesetzt wird.

Der effektive Leitwert ist

Ceff(s, t) = CsPesc(s→ t).

Ferner gilt

Pesc(s→ t)

Pesc(t→ s)
=
Ct

Cs

.

Beweis: Startet der RW beix 6= s, t, so hat man

vx =
∑

y

Pxyvy =
∑

y

cxy

Cx

vy

bzw.

Cxvx =
∑

y∈N(x)

cxyvy.

Dies besagt jedoch gerade, dass(vx)x∈E die Verteilung der Potenziale
mit vs = 1 undvt = 0 ist.

Weiter stellen wir nun fest, dass

Pesc(s→ t) = 1−
∑

y∈N(s)

Psyvy

ist, denn im ersten Schritt gelangt man vonsmit WahrscheinlichkeitPsy

zum Nachbarny, und von dort mit Wahrscheinlichkeitvy erst zus und
dann zut. Daher gilt für den gesamten Strom

Ceff(s, t) =
∑

y∈N(s)

(vs − vy)csy

=
∑

y∈N(s)

(vs − vy)
csyCs

Cs

= Cs

∑

y∈N(s)

(
csy
Cs

− vy

csy
Cs

)

= Cs(1−
∑

y∈N(s)

Psyvy)

= CsPesc(s→ t).

Da außerdem giltCeff(s, t) = Ceff(t, s), folgt schließlich auch

Pesc(s→ t)

Pesc(t→ s)
=
Ceff(s, t)/Cs

Ceff(t, s)/Ct

=
Ct

Cs

.
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Beispiel 11.3-1:
Wir wollen den effektiven Widerstand zwischen zwei benachbarten Ecken des
Einheitswürfels aus Einheitswiderständen bestimmen (siehe folgende Grafik).

c
g

h

ds

t f

e

Wir legen eine 1-Volt-Spannung zwischens undt. Aus Symmetriegründen folgt
zunächst, dass die Spannungen inc undd gleich sind, ebenso ine undf . Folglich
ist unser Schaltkreis äquivalent zu dem in der folgenden Darstellung.

{c,d}

{e,f}

g

f

s

t

Durch die Anwendung der üblichen Gesetze für die Serien- undParallelschal-
tung von Widerständen gelangt man zu der nachfolgend dargestellten Abfolge
von Vereinfachungen, an deren Ende das Resultat steht: Der effektive Wider-
stand zwischens undt beträgt 7

12
Ohm.
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1 1/2

1/2 1/2
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1/21/2

1/2

1/2

1 1/2 2

1/2

1/2

1 2/5

s

t

1 7/5

s

t

7/12
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Beispiel 11.3-2:
Eine Spinne krabbelt zufällig auf dem Einheitswürfel herum(siehe folgende
Grafik).

Falls sie vons aus startet - wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie die tote
Fliege beit erreicht, bevor sie zus zurückkehrt?

Aufgrund des vorigen Beispiels wissen wir:

Ceff(s, t) =
12

7

Mit Satz 11.3-3 ergibt sich damit

Pesc(s→ t) = Ceff(s, t)/Cs =
12

7
/3 =

4

7
.

Als nächstes fragen wir nach der erwarteten Anzahl von Schritten, in einem Random
Walk von einer bestimmten Ecke zu einer anderen zu gelangen.

Ein beliebiger GraphG = (E,K) sei gegeben.

Mit Huv bezeichnen wir die erwartete Anzahl von Schritten eines Random Walk in
G, der bei der Eckeu startet und bei der Eckev stoppt.

Cuv seiHuv +Hvu.

Ruv sei der effektive Widerstand zwischenu undv in dem elektrischen Netzwerk
(G, r) mit m vilen Kanten, in dem jede Kante vonG einen Widerstand von 1Ω
darstellt.

Satz 11.3-4: Es gilt stetsCuv = 2mRuv.
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Beweis: Mit γ(x) wird wieder der Eckengrad einer Ecke bezeichnet, also
γ(x) = |N(x)|. Φuv sei die Spannung beiu bezüglichv, falls ein Strom
der Stärkeγ(x) in jeden Knotenx ∈ E hineinfließt und den Knotenv
ein Strom der Stärke2m verlässt.

Zuerst wird gezeigt, dass für alle Eckenu gilt

Huv = Φuv.

Aufgrund der Kirchhoffschen Gesetze und des Ohmschen Gesetzes
folgt nämlich

γ(u) =
∑

w∈N(u)

(Φuv − Φwv)

für alleu 6= v.

Dies lässt sich umformen zu

Φuv =
∑

w∈N(u)

1

d(u)
(1 + Φwv)(∗).

Andererseits kann mit elementarer Wahrscheinlichkeitstheorie
geschlossen werden

Huv =
∑

w∈N(u)

1

γ(u)
(1 +Hwv)(∗∗)

für alleu 6= v.

Fast man dieΦuv bzw. Huv als Unbekannte auf, so hat man mit(∗)
und(∗∗) zwei identische lineare Gleichungssysteme vorliegen, dieeine
eindeutige Lösung besitzen - dies zeigt, dassHuv = Φuv gelten muss.

Wir stellen nun fest, dass alsoHvu gleich der SpannungΦvu bei v in
(G, r) bezüglichu ist, wenn Ströme in alle anderen Knoten hineinge-
führt und beiu hinausgelassen werden. Werden die Vorzeichen geän-
dert, so lässt sich damit auch sagen:Φvu ist die Spannung beiu beüglich
v, wenn ein Strom der Stärke2m in u eingeführt wird und bei jedem
v 6= u in der Größeγ(v) wieder abfließt. Da elektrische Netzwerke
linear überlagert werden können, kann nunCuv = Huv +Hvu bestimmt
werden: Da sich bei allen Knoten außeru undv die eingeführten bzw.
abgezweigten Ströme aufheben, wird soCuv die Spannung zwischen
u und v, wenn ein Strom der Stärke2m bei u eingeführt und beiv
abgezweigt wird. Die Aussage des Satzes folgt nun mit dem Ohmschen
Gesetz.

Zum Ende dieses Abschnitts kommen wir noch aufRayleigh’s Monotoniegesetz Rayleigh’s
Monotoniegesetzzu sprechen kommen. Es besagt im wesentlichen, dass sich durch die Vergrößerung

von Einzelwiderständen der effektive Widerstand auch nur vergrößern kann:
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Satz 11.3-5: (G, r) und (G, r′) seien elektrische Netzwerke auf dem Graphen
G, und es sei

r′(k) ≥ r(k)

für jede Kantek in G. Dann gilt für beliebige Eckens und t in G für die
effektiven Widerstände

R′
eff(s, t) ≥ Reff (s, t).

Beispiel 11.3-3:
Gegeben sei der folgende Graph, mit einheitlicher Kantenbewertung 1.

t

s

In der Sprache der Random Walks istPesc(s → t) die Wahrscheinlichkeit, dass
ein beis startender RWt erreicht, bevor er wieder zus zurückkehrt. Entfernt
man nun aus dem Graphen eine Kante, so kann dies interpretiert werden als
Erhöhung ihres Widerstandes auf "unendlich" (siehe folgende Darstellung).

t

s
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Nach Rayleigh’s Monotoniegesetz gilt nun

P ′
esc(s→ t) ≤ Pesc(s→ t).

Die Interpretation lautet:Es ist schwieriger geworden, vons nach t zu ent-
kommen.

In der Sprache der elektrischen Netzwerke stellt sich die Ungleichung mit Satz
11.3-3 dar als:

R′
eff (s, t) ≥ Reff (s, t).

Das Rayleighsche Monotoniegesetz beinhaltet auch die entsprechende Aussage für
die Verkleinerung von Einzelwiderständen, als deren Resultat sich die effektiven
Widerstände ebenfalls verkleinern.

Obwohl die Ausssagen des Rayleighschen Monotoniegesetzesrecht plausibel sind,
ist das Gesetz nicht einfach zu beweisen. In der Literatur sind unterschiedliche
Beweise zu finden (siehe z. B. [Doy84] oder [Bol98]), wobei man sowohl in der
Sprache der Random Walks als auch in der elektrischer Netzwerke argumentieren
kann.

Auf die Darstellung eines Beweises wollen wir an dieser Stelle verzichten.

Die Bedeutung des Rayleighschen Gesetzes liegt vor allem darin, dass man mit sei-
ner Hilfe effektive Widerstände bzw. Wahrscheinlichkeiten in großen komplexen
Netzwerken bzw. Graphen abschätzen kann, indem man durch Hinzufügen oder
Entfernen von Kanten zu bekannteren Strukturen kommt, deren Parameter man
bereits kennt. Man spricht vonRayleigh’s short-cut Methode.

Die Methode kann insbesondere für den Beweis des PolyaschenSatzes über Ran-
dom Walks in unendlichen Gittern angewendet werden (siehe mehr dazu im nächs-
ten Abschnitt).

Selbsttestaufgabe 11.3-1:

Erläutern Sie den Begriff des effektiven Widerstands zwischen zwei beliebig gewähl-
ten Ecken eines endlichen Graphen.

11.4 Random Walks in unendlichen Graphen

Wir wollen uns in diesem Abschnitt beschränken auf das "klassische" Problem der
Random Walks in unendlichen Gittern, welches zuerst von George Polya im Jahre
1921 untersucht wurde (siehe [Pol21]). Erweiterungen der Ergebnisse auf allge-
meine unendliche Graphen, die vorwiegend auf eine geschickte Anwendung der
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Rayleighschen short-cut-Methode hinauslaufen (vgl. dazuim vorigen Abschnitt),
werden hier jedoch nicht betrachtet.

1-dimensionales Gitter

2-dimensionales Gitter

3-dimensionales Gitter

In der obigen Abbildung sindd-dimensionale unendliche Gitter fürd = 1, 2 und
3 dargestellt. Die Punkte kann man sich alsd-dimensionale Vektorenx ∈ Zd mit
ganzzahligen Komponenten vorstellen. (Aus Gründen der Übersichtlichkeit ist die
Vektordarstellung in den Bildern nicht eingetragen.) Kanten existieren zwischen
Punkten dann, wenn sich die Vektoren in einer Komponente um den Betrag 1 unter-
scheiden und ansonsten gleich sind; beispielsweise gibt esalso im 3-dimensionalen
Gitter eine Kante zwischen(−1, 2, 1) und(−1, 3, 1).
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Einen Random Walk im zweidimensionalen Gitter kann man sichals zufälliges
Bewegen in einem unendlichen Straßennetz vorstellen. Im Falle d = 3 ist eine
Interpretation als zufällige Bewegung eines Moleküls in einem unendlich großen
räumlichen Kristall möglich.

Die zentrale Frage, die Polya in der bereits zitierten Arbeit stellt, lautet:

• Kehrt der RW mit Sicherheit (also mit Wahrscheinlichkeit 1)irgendwann zu
seinem Ausgangspunkt zurück?

Falls dies der Fall ist, wird der RW alsrekurrent bezeichnet, andernfalls alsrekurrent

transient. transient

Definition 11.4-1:Für einen Random Walk in einemd-dimensionalen Gitter sei

Pescape

die Wahrscheinlichkeit, dass der RW niemals zu seinem Ausgangspunkt zurückkehrt.

Der RW heißt

• rekurrent , fallsPescape = 0,

• transient, fallsPescape > 0.

Das Problem, festzustellen, ob ein RW (bzw. ein Graph) rekurrent oder transient ist,
bezeichnet man als dasTyp-Problem.

Der berühmteSatz von Polyalautet:

Satz 11.4-1: Ein Random Walk auf einemd-dimensionalen Gitter ist rekurrent
für d = 1 oder2 und transient fürd > 2.

In der Literatur findet man mehrere Beweise für diesen Satz. Eine Möglichkeit
besteht darin zu zeigen, dass - in der Sprache der elektrischen Netzwerke - der
effektive Widerstand zwischen einem beliebigen Anfangspunkt und einem "unend-
lich fernen" Punkt im Falled ≤ 2 unendlich groß ist (weshalb der RW nicht entwei-
chen kann), im Falled > 2 hingegen einen endlichen Wert hat. Auf diese Beweise
können wir jedoch nicht eingehen.

Stattdessen wollen wir zum Abschluss Polyas Originalbeweis für den einfachsten
Fall d = 1 präsentieren.

Beweis: für den Falld = 1

Wir bezeichnen mitu die Wahrscheinlichkeit, dass ein im Nullpunkt star-
tender Random Walk dorthin zurückkkehrt. Die Wahrscheinlichkeit, dass der
RW sich dort genauk mal aufhält, ist dann offenbaruk−1(1− u). Bezeichnet
man mitm die erwartete Anzahl von Aufenthalten im Nullpunkt, so giltnun

m =
∞
∑

k=1

kuk−1(1− u) =
1

1− u.
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Istm =∞ bzw.u = 1, so ist der RW rekurrent, im Fallem <∞ undu < 1

transient.

Es wird nun noch ein anderer Ausdruck fürm abgeleitet.

un bezeichne die Wahrscheinlichkeit, dass der RW, welcher beim Punkt 0 star-
tet, nach demn-ten Schritt wieder bei 0 angekommen ist. Da bei 0 begonnen
wird, istu0 = 1.

Sei nunen eine Zufallsvariable, die den Wert 1 annimmt, falls sich derRW
nach demn-ten Schritt im Punkt 0 befindet, und den Wert 0 sonst. Dann ist

T =
∞
∑

n=0

en

die gesamte Anzahl aller Aufenthalte im Punkt 0, und

m = E(T ) =
∞
∑

n=0

E(en).

Andererseits istE(en) = 1 · un + 0 · (1− un), und man hat schließlich

m =

∞
∑

n=0

un.

Damit ist nun klar:

• Der RW ist rekurrent, falls die Reihe
∑∞

n=0 un divergiert, und transient,
falls sie konvergiert.

Um im eindimensionalen Gitter zum Nullpunkt zurückzukehren, muss der
RW sich gleich oft nach links und nach rechts bewegt haben - essind also
in diesen Fällen nur gerade Anzahlen von absolvierten Schritten möglich. Es
geht folglich darum, die Wahrscheinlichkeitenu2n zu berechnen.

Jeder einzelne Weg, der nach2n Schritten zurückkehrt, besitzt die Wahr-
scheinlichkeit 1

22n . Die Anzahl dieser Wege entspricht der Anzahl von Mög-
lichkeiten, aus den2n Schrittenn viele auszuwählen, bei denen nach rechts
gegangen wird. Dies bedeutet:

u2n =

(

2n

n

)

1

22n

Das Ziel ist zu zeigen:
∑

n

u2n =∞

Dazu wird die bekannte Stirlingsche Formel benutzt:

n! ∼
√

2πne−nnn
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Damit folgt nämlich:

u2n =
(2n)!

n!n!

1

22n
∼
√

2π · 2ne−2n(2n)2n

(
√

2πne−nnn)222n

=
1√
πn

Dies zeigt
∑

n u2n =∞, und der Beweis ist erbracht.

Selbsttestaufgabe 11.4-1:

Erläutern Sie das Grundprinzip der Anwendung der Rayleighschen short-cut-
Methode auf unendliche Graphen.
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A Kurze Übersicht der verwendeten
Begriffe und Symbole aus der
Mengenlehre

EineMengeM kann durch eine Eigenschaft oder - falls sie nur endlich viele Ele- Menge

mente hat - durch die Aufzählung ihrer Elemente beschriebenwerden: z. B. istM =

{1, 3, 5, 7, 9} identisch mitM = {x|x ist eine ungerade natürliche Zahl, x <

10}.

x ∈M steht für "x istElement der MengeM". Element

M ⊆ N steht für "M ist TeilmengevonN", d. h. für jedesx mit x ∈ M gilt auch Teilmenge

x ∈ N .

M ⊂ N bedeutet "M ist echte TeilmengevonN", alsoM ⊆ N undM 6= N . echte Teilmenge

Die leere Menge, d. h. die Menge ohne Elemente, wird mit dem Symbol∅ bezeich- leere Menge

net.
Für MengenM undN wird gesetzt

M ∩N = {x|x ∈M und x ∈ N} Durchschnitt

M ∪N = {x|x ∈M oder x ∈ N} Vereinigung

M ∩N heißtDurchschnitt, M ∪N Vereinigung vonM undN .

Ist M ∩ N = ∅, so heißenM undN disjunkte Mengen, M ∪ N die disjunkte disjunkte Mengen

Vereinigung vonM undN . disjunkte Vereinigung

Allgemein ist für eine beliebige nicht-leere IndexmengeI, falls für jedesi ∈ I eine
MengeMi gegeben ist,

⋂

i∈I

Mi = {x|für alle i ∈ I ist x ∈Mi}

und
⋃

i∈I

Mi = {x|es gibt ein i ∈ I mit x ∈Mi}.

Für MengenM undN ist dieMengendifferenzvonM undN Mengendifferenz

M\N = {x|x ∈M und x ∈/ N}.

Ist N ⊆ M , so heißtM\N auch dasKomplement von N in M und wird mit Komplement

NM oder, falls die übergreifende Menge nicht benannt werden muss, einfach mitN
bezeichnet.P (M), die PotenzmengevonM , ist die Menge aller Teilmengen vonPotenzmenge

M .

Istn eine natürliche Zahl, und sindM1,M2, . . . ,Mn Mengen, dann heißt die Menge

Xn
i=1Mi = {(x1, x2, . . . , xn)|für alle 1 ≤ i ≤ n ist xi ∈Mi}
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dasn-faches kartesisches ProduktderMi für i = 1 bisn.n-faches kartesisches
Produkt Fürn = 1 wird unterXn

i=1Mi einfach die MengeM1 verstanden.
Fürn = 2 schreibt man stattXn

i=1Mi einfacherM1 ×M2.
Sind alleMi gleich einer MengeM , so wirdXn

i=1Mi mit Mn bezeichnet.
Die Elemente vonXn

i=1Mi heißen (geordnetes n-Tupel, im Falle n = 3 auchgeordnetes n-Tupel

Tripel .Tripel

Ein beliebiges Element von
⋃

i∈N M
i wird auch als (endliche)Folgevon ElementenFolge

ausM bezeichnet.

SindM undN Mengen, so wird eine TeilmengeR ⊆ M × N auch eineRelationRelation

zwischenM undN genannt.
R ist eineeindeutige RelationoderFunktion , wenn fürm ∈M undn, n′ ∈ N auseindeutige Relation

Funktion (m,n) ∈ R und(m,n′) ∈ R stetsn = n′ folgt.

Gilt für eine eindeutige RelationR ⊆M ×N , dass zu jedem
m ∈M ein (wegen Eindeutigkeit dann genau ein)n ∈ N mit (m,n) ∈ R existiert,
so heißt RAbbildung vonM in N (oder: vonM nachN).Abbildung

Für Abbildungen werden meist kleine lateinische oder aber griechische Buchstaben
als Namen verwendet, z. B. f (statt R). Auch schreibt man statt f ⊆ M × N übli-

cherweisef : M → N oderM
f→ N , um herauszuheben, dass durch f jedem

m ∈ M (genau) einn ∈ N zugeordnet wird, dieses Element vonN wird auch mit
f(n) bezeichnet. Istf : M → N eine Abbildung undM̃ ⊆ M eine Teilmenge von
M , so wird dieEinschränkung von f auf M̃ mit f/M̃ bezeichnet, d. h. man hatEinschränkung einer

Abbildung die Abbildungf/M̃ : M̃ → N .

Eine Abbildungf : M → N heißt injektiv , wenn ausm1 6= m2 in M stetsinjektiv

f(m1) 6= f(m2) in N folgt. f ist surjektiv , falls es zu jedemn ∈ N (mindes-surjektiv

tens) einm ∈ M gibt mit f(m) = n. Schließlich heißt fbijektiv , wennf injektivbijektiv

und surjektiv ist.

Für eine RelationR ⊆ M ×M auf einer MengeM schreibt man statt(x, y) ∈ R
auchxRy.

Man definiert:

• ist reflexiv aufM , wenn für allex ∈M gilt xRx.reflexiv

• R ist symmetrischaufM , wenn ausxRy stetsyRx folgt.symmetrisch

• ist transitiv aufM , wenn ausxRy undyRz stetsxRz folgt.transitiv

• R ist Äquivalenzrelation aufM , wennR reflexiv, symmetrisch und transitivÄquivalenzrelation

aufM ist.

Eine Äquivalenzrelation gibt Anlass zu einer disjunkten Zerlegung der MengeM in
dieR−Äquivalenzklassen. Innerhalb einer solchen Klasse stehen je zwei ElementeÄquivalenzklassen

in der RelationR, und umgekehrt gehören zwei in der Relation stehende Elemente
vonM stets zur selben Klasse.



361

B Kurze Erläuterung der verwendeten
Begriffe aus der Linearen Algebra

Eine MengeF , in der man in der üblichen Weise addieren, subtrahieren, multipli-
zieren und dividieren kann, wirdKörper genannt. Dabei geht man bei der axio-Körper

matischen Definition eines Körpers zunächst nur von den Operationen+ und · aus
sowie zwei besonderen Elementen0 und1. (Ein Körper hat also stets mindestens
zwei Elemente.)

Die Axiome sind die folgenden:

Axiom: A1. Assoziativgesetz:
a + (b+ c) = (a + b) + c für alle a, b, c ∈ F

Axiom: A2. Kommutativgesetz:

a + b = b+ a für allea, b ∈ F ;

Axiom: A3. 0 als neutrales Element:

a + 0 = a für allea ∈ F ;

Axiom: A4. Existenz inverser Elemente:

Zu jedema ∈ F existiert ein
b ∈ F mit a+ b = 0.

Für die Multiplikation gilt:

Axiom: M1. Assoziativgesetz:

a · (b · c) = (a · b) · c für allea, b, c ∈ F ;

Axiom: M2. Kommutativgesetz:

a · b = b · a
für allea, b ∈ F ;

Axiom: M3. 1 als neutrales Element:

a · 1 = a für allea ∈ F ;

Axiom: M4. Existenz inverser Elemente:

Zu jedema ∈ F , a 6= 0, existiert einb ∈ F mit a · b = 1.

Für die Addition und Multiplikation gilt das

Axiom: D. Distributivgesetz:
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(a+ b) · c = (a · c) + (b · c)
für allea, b, c ∈ F .

In Anwendungen hat man es meist mit demKörper IR der reellen Zahlen zu tun.Körper IR

Für diesen Kurs ist auch derKörper IF2 von besonderer Wichtigkeit: es handelt sich
um die MengeIF2 = {0, 1}mit der in den folgenden Tafeln beschriebenen Addition
und Multiplikation. Man beachte die Besonderheit1 + 1 = 0.

+ 0 1 · 0 1

0 0 1 0 0 0

1 1 0 1 0 1

Es seiF ein beliebiger Körper. EinVektorraum überF besteht aus einer Menge
V (den Vektoren) mit einem besonderen Element0 und folgenden Eigenschaften:
In V ist eine Addition+ für Vektoren erklärt, so dass dafürA1 bisA4 (mit 0 als
neutralem Element) gelten. Ferner ist eine sogenannteskalare Multiplikation vonskalare Multiplikation

Vektoren mit Körperelementen definiert, für die gilt:

Axiom: V1. Distributivgesetze:
(α + β) · a = (α · a) + (β · a) undα · (a + b) = (α · a) + (α · b) für alle
a, b ∈ V undα, β ∈ F ;

Axiom: V2. Assoziativgesetz:
α · (β · a) = (α · β) · a für alle a ∈ V undα, β ∈ F ;

Axiom: V3. Multiplikation mit 1 ∈ F :
1 · a = a für alle a ∈ V .

In dem soeben beschriebenen Sinne wird die PotenzmengeP(M ) einer beliebigen
MengeM zu einem Vektorraum überIF2 (mit ∅ als Nullelement), wenn man+ als
diesymmetrische Differenzdefiniert, d. h. fürA,B ∈ P(M ) setztsymmetrische

Differenz

A+B := (A ∪B)\(A ∩B).

Es gilt dann immerA + A = ∅. Für die skalare Multiplikation mit den Elementen
IF2 setzt man0 · A = ∅ und1 · A = A.

Ist V ein Vektorraum über einem KörperF , so istU ⊆ V ein UntervektorraumUntervektorraum

vonV , wennU unter den algebraischen Operationen abgeschlossen ist, d.h. wenn
ausu, v ∈ U undλ ∈ F stetsu+ v ∈ U undλ · u ∈ U folgt.

In einer PotenzmengeP(M ) bilden z. B. alle Teilmengen vonM mit gerader Ele-
menteanzahl einen Untervektorraum, denn habenA,B ∈ P(M ) eine gerade Anzahl
von Elementen, so gilt dies auch fürA+B.

Gilt in einem VektorraumV über dem KörperF die Beziehung
v = α1 · v1 + . . .+ αnvn mit v, v1, . . . , vn ∈ V undα1, . . . , αn ∈ F , so heißtv eine
Linearkombination vonv1, . . . , vn.Linearkombination
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Elemente v1, . . . , vn eines VektorraumsV bilden eine Basis von V , wenn Basis

v1, . . . , vnlinear unabhängig sind (d. h. keinvi lässt sich als Linearkombinationlinear unabhängig

anderervj erhalten) und wenn jedes Elementv ∈ V sich als Linearkombination
gewisservj darstellen lässt.

IstV Vektorraum überIF2 und hat eine Basis vonn Elementen, so gibt es insgesamt
2n viele Elemente (Vektoren) inV .

Für einen-elementige MengeM = {m1, . . . , mn} bilden z. B. die einelementigen
Teilmengenv1 = {m1}, . . . , vn = {mn} eine Basis des VektorraumsP (M).

Ein Vektorraum kann viele Basen haben, jedoch ist die Anzahlder Vektoren in einer
Basis eindeutig und heißtDimensiondes Vektorraums. Dimension

In einem VektorraumV (überF ) kann auch eine Multiplikation zwischen Vekto-
ren mit einem Körperelement als Ergebnis definiert werden, man spricht dann von
einemSkalarprodukt . In dem VektorraumF n dern-tupel über dem KörperF setzt Skalarprodukt

man z. B. üblicherweise für Vektorenu, v ∈ F n

(u1, . . . , un) · (v1, . . . , vn) := u1 · v1 + . . .+ un · vn,

wobei die rechtsstehenden Multiplikationen und Additionen inF auszuführen sind.
Solche Skalarprodukte haben Eigenschaften, wie man sie vomdreidimensionalen
reellen Raum kennt (z. B. giltu · v = v · u undu · (v + w) = u · v + u · w).

Auf die präzise (axiomatische) Definition eines Skalarprodukts soll hier verzichtet
werden.1

Setzt man in dem VektorraumP (M) (überIF2) für A,B ∈ P (M)

A ·B :=

{

0, falls |A ∩B| gerade ist,
1, falls |A ∩B| ungerade ist,

so hat die so definierte Multiplikation von Vektoren (mit Werten in IF2) ebenfalls
die Eigenschaften eines Skalarprodukts.

Die Analogie wird aus folgendem klarer: hat man inP (M) die Basisvi = {mi}
(s. o.) gewählt, und habenA undB die DarstellungenA = a1 ·v1+. . .+an ·vn,B =

b1 ·v1+ . . .+bn ·vn(ai, bi ∈ IF2), so ist die obige Definition der Skalarmultiplikation
gleichbedeutend mit

A ·B = a1 · b1 + . . .+ an · bn,

wobei die rechtsstehenden Multiplikationen und Additionen in IF2 auszuführen
sind.

1 Es sollte beachtet werden, dass für verschiedene Additionen bzw. Multiplikationen stets die
gleichen Zeichen+ und· verwendet werden; z. B. hat man bei dem VektorraumP (M) über
IF2 die Multiplikation in IF2, die Multiplikation von Vektoren mit Körperelementen und die
Skalarmultiplikation zweier Vektoren.
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Vektorenu, v in einem VektorraumV , in dem ein Skalarprodukt definiert ist, heißen
orthogonal oderzueinander senkrecht(in Zeichenu⊥v), wennu · v = 0 gilt.orthogonal

UntervektorräumeU1, U2 ⊆ V sind orthogonal (U1⊥U2), wenn für beliebigeu1 ∈
U1 undu2 ∈ U2 stetsu1⊥u2 ist.

V undW seien Verktorräume über dem KörperF . Eine Abbildung

f : V → W

heißtlinear, wenn für alleu, v ∈ V undα ∈ F giltlineare Abbildung

f(u+ v) = f(u) + f(v)

f(α · u) = α · f(u).

(Dabei sind die Operationen inV undW mit den gleichen Symbolen bezeichnet.)

Ferner setzt man die Untervektorräume Kernf vonV und Bildf vonW folgender-Kern
Bild maßen fest:

Kernf := {a ∈ V |f(a) = 0},

Bildf := {b ∈W | es gibt eina ∈ V mit f(a) = b}.
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C Kurze Erläuterung der verwendeten
Begriffe aus der Theorie der Matrizen

Eine (n × m)-Matrix über einem Körper F besteht ausn · m vielen Elementen Matrix über einem
Körperdes KörpersF , die in einem rechteckigen Schema mitn Zeilen undm Spalten

angeordnet sind. Um die einzelnen Einträge in der MatrixA benennen zu können,
ist die Schreibweise

A = (aij)

üblich, wobei in der doppeltenIndizierung i die Zeilen undj die Spalten durchläuft. Indizierung

aij bezeichnet also den Eintrag der Matrix in Zeilei und Spaltej, im Bild:

A =











a11 a12 . . . a1m

a21 a22 . . . a2m

...
...

...
an1 an2 . . . anm











Für Matrizen sind gewisse Rechenoperationen erklärt, die ihrerseits gewissen
Rechenregeln genügen. Die Eigenschaften von Matrizen und des Rechnens mit
ihnen werden in der Linearen Algebra nutzbringend angewandt, z. B. beim Lösen
linearer Gleichungssysteme.

Die Multiplikation von Matrizen ist folgendermaßen definiert. Gegeben seien eine
(n ×m)-Matrix A und eine(m × p)-Matrix B (überF ). DasProduktC = A · B
der MatrizenA undB ist die(n× p)-Matrix (cij) mit

cij =
m
∑

k=1

aik · bkj (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ p).

Anschaulich gesprochen werden diej-te Spalte vonB und diei-te Zeile vonA
”übereinandergelegt” (beide bestehen ausm Elementen vonF ), die in Paaren grup-
pierten Zahlen jeweils multipliziert und die Ergebnisse aufsummiert, wobei diese
Rechnung im KörperF ausgeführt wird.

Sind drei MatrizenA,B,C gegeben und (aufgrund der Zeilen- und Spaltenanzah-
len)A · B undB · C ausführbar, so sind auch(A · B) · C undA · (B · C) erklärt,
und es gilt dasAssoziativgesetz Assoziativgesetz

A · (B · C) = (A · B) · C.

Eine quadratische Matrix hat die gleiche Zeilen- wie Spaltenanzahl. Eine qua-
dratische MatrixA kann mit sich selbst multipliziert werden, man erhältA · A,
(A ·A) ·A u.s.w.. Da wegen des Assoziativgesetzes die Klammerung (also die Rei-
henfolge der Einzelmultiplikationen) keine Rolle spielt,macht es Sinn, einfach von
A2, A3, allgemein von dern-tenPotenzAn vonA zu sprechen.
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Die Zeilen bzw. Spalten einer(n ×m)-Matrix A können als Vektoren des Vektor-
raumsFm bzw.F n aufgefasst werden. Die maximale Anzahl linear unabhängiger
Zeilen vonA heißtZeilenrang vonA, die maximale Anzahl linear unabhängiger
SpaltenSpaltenrang vonA. Trivialerweise kann der Zeilenrang höchstensn und
der Spaltenrang höchstensm sein. Ein wichtiger Satz besagt nun, dass der Zeilen-
rang einer Matrix stets gleichihrem Spaltenrang ist. Diese Zahl wird einfachRang
genannt. Man schreibtrg(A) für den Rang der MatrixA oderrgF (A), wenn der
Bezug zum KörperF herausgestellt werden soll.

Zu beachten ist, dass die Bestimmung des Rangs einer Matrix zu verschiedenen
Ergebnissen führen kann, wenn man verschiedene Körper zugrundelegt. Beispiels-
weise kann die folgende MatrixA, die als Einträge nur0 oder1 hat, sowohl als
Matrix über dem zweielementigen KörperIF2 als auch als Matrix über dem Körper
IR der reellen Zahlen aufgefasst werden:

A =





1 0 1

1 1 0

0 1 1





Es gilt rgIR(A) = 3, aberrg2(A) = 2. (Der Rang überIF2 wird der Einfachheit
halber mitrg2 bezeichnet.)

Die Transponierte einer MatrixA wird mit At bezeichnet. Sie wird durch Vertau-
schung der Zeilen mit den Spalten ausA erhalten.At ist also eine(m× n)-Matrix,
wennA eine(n×m)-Matrix ist. Aufgrund des oben Gesagten ist klar, dass

rgF (A) = rgF (At)

gilt.

Die Determinante einer MatrixA, det(A), ist ein Element vonF , welches einer
beliebigen quadratischen Matrix zugeordnet werden kann. Genauer kann man die
Determinante für beliebige(n×n)-Matrizen z. B. auf folgende Weise induktiv defi-
nieren:

• ist n = 1, so istdet(A) = a11;

• ist n > 1, so istdet(A) =
n
∑

j=1

(−1)j+1 · a1j · det(A1j),

wobeiA1j die ((n− 1)× (n− 1))-Matrix ist, die ausA durch Streichen
der ersten Zeile und derj-ten Spalte entsteht. (Eigentlich muss man
auch hierdetF (A) schreiben).

Es sind zwei Bemerkungen nötig:

1. Meist wird die Determinante in der Literatur auf andere Weise definiert, wozu
aber als Vorbereitung mehr theoretischer Hintergrund nötig ist. Die obige, als
Definition verwendete Gleichung muss dann als Satz bewiesenwerden.

2. Bei der obigen Formel sagt man, man habedet(A) ”nach der ersten Zeile
entwickelt”. Es kann gezeigt werden, dass Entwicklung nachjeder anderen
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Zeile (oder Spalte) genauso - mit der nötigen Abwandlung derFormel - mög-
lich ist.

Eine (n × n)-Matrix A (überF ) heißtregulär, wennrgF (A) = n ist, andernfalls
ist siesingulär. Eine wichtige Eigenschaft der Determinante ist es, dass mit ihrer
Hilfe die Regularität einer quadratischen Matrix getestetwerden kann:A ist genau
dann regulär, wenndet(A) 6= 0 gilt.

A sei eine(n × m)-Matrix überF , x ein Element des VektorraumsFm (also ein
m-tupel (x1, . . . , xm) mit xi ∈ F ). Fasst manx als (m × 1)-Matrix auf, so ergibt
das ProduktA · x eine(n× 1)-Matrix bzw. einen Vektory ausF n, im Bild:











a11 a12 . . . a1m

a21 a22 . . . a2m

...
...

...
an1 an2 . . . anm





















x1

x2

...
xm











=











y1

y2

...
yn











Man hat also eine Abbildungf : Fm → F n durchf(x) = A · x definiert. Es ist
leicht nachzurechnen, dass diese Abbildung stets linear ist.
Umgekehrt lässt sich sogar zeigen, dass jede lineare Abbildung vonFm nachF n

auf diese Weise (also durch die Wahl einer geeigneten Matrix) beschrieben werden
kann.
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D Pascal-Programme zu den
Algorithmen von Dijkstra und
Kruskal

Im Folgenden werden für die Algorithmen von Dijkstra und vonKruskal ablauffä-
hige Pascal-Programme vorgestellt. Die Art der gemachten Einschränkungen (z. B.
auf maximal100 Ecken des Graphen) kann natürlich je nach benutztem Rechner
verschieden sein.

Die Programme erheben nicht den Anspruch, besonders gute Umsetzungen der
Algorithmen zu sein. Im Programmieren geübte Leser werden ermuntert, uns bes-
sere Lösungen zuzusenden.

Algorithmus : Program Dijkstra

PROGRAM dijkstra(input, output);

{ Konstantendeklarationen }

CONST

anz_ecke = 100;
anz_kante = 100;

infinity = 2147483647;

TYPE

t_ecke = 0..anz_ecke;
t_matrix = ARRAY[1..anz_ecke,1..anz_ecke] of real;

t_nodelist= ARRAY[1..anz_ecke] of t_ecke;

VAR laenge : real;

e, s, t, ende : t_ecke;
a : t_matrix;

path : t_nodelist;

PROCEDURE init;

VAR i,j : integer;

BEGIN

writeln;

writeln;

write(’Bitte die Anzahl der Ecken eingeben : ’);
readln(e);

writeln;

writeln(’Bitte die Inzidenzmatrix zeilenweise eingeben : ’);

FOR i:=1 TO e DO

BEGIN
writeln;
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FOR j:=1 TO e DO

read(a[i,j]);
END;

writeln;
write(’Bitte den Startpunkt eingeben : ’);

readln(t);

writeln;
write(’Bitte den Endpunkt eingeben : ’);

readln(s);

END; { init }

PROCEDURE shortestpath;

{ Diese Prozedur findet den kuerzesten Weg von s nach t in der M atrix}
{ A und gibt ihn in PATH zurueck }

TYPE lab = (perm,tent); { is label permanent or tentative ? }

NodeLabel = RECORD

predecessor : t_ecke;
length : real;

labl : lab;
END;

GraphState = ARRAY[1..anz_ecke] OF NodeLabel;

VAR state : GraphState;
i, k : t_ecke;

min : real;

BEGIN

FOR i := 1 TO e do

WITH state[i] DO
BEGIN

predecessor := 0;
length := infinity;

labl := tent;

END;
state[t].length := 0;

state[t].labl := perm;
k := t; { k ist die Anfangsecke }

repeat { Gibt es einen besseren Weg von k aus ? }
FOR i:=1 TO e DO

BEGIN
IF ( a[k,i] <> 0) AND (state[i].labl = tent) then

IF state[k].length + a[k,i] < state[i].length then
BEGIN

state[i].predecessor := k;

state[i].length := state[k].length + a[k,i];
END;

END;

{ Finden der unbenutzten Ecke mit der kuerzesten Kante }
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min := infinity;
k := 0;

FOR i:=1 TO e DO

BEGIN
IF (state[i].labl = tent) AND (state[i].length < min) THEN

BEGIN
min := state[i].length;

k := i;
END;

END;

state[k].labl := perm;
UNTIL k = s;

{ Kopieren des Weges in den Ausgabevektor }

k := s;
i := 0;

laenge := state[k].length;

REPEAT
i := i + 1;

path[i] := k;
k := state[k].predecessor;

UNTIL k = 0;

ende := i;

END; { shortestpath }

PROCEDURE ausgabe;

VAR i : integer;

BEGIN

writeln;

writeln;
writeln(’Der kuerzeste Weg von Ecke ’,t:3,’ nach Ecke ’,

s:3,’ lautet folgendermassen :’);
FOR i:=1 TO ende DO

write(path[ende+1-i]:3,’ ’);

writeln;
writeln(’Die Laenge des Weges ist : ’,laenge:10);

END; { ausgabe }

BEGIN

init;
shortestpath;

ausgabe;
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END. { dijkstra }

Algorithmus : Program Kruskal

PROGRAM kruskal(input, output);

{ Konstantendeklarationen }

CONST
anz_ecke = 100;

anz_kante = 100;
anz_komp = 100;

anz_k_min = 100;

{ Typedeklaration }

TYPE
t_e =-1..anz_ecke;

t_k =0..anz_ecke;
t_komp =1..anz_ecke;

t_fehler =0..3;

t_zaehler =0..anz_k_min;
t_grenze =1..anz_k_min;

t_bewertung =ARRAY[t_grenze]of real;
t_kante_bew =ARRAY[t_k]of real;

t_inzidenz =ARRAY[t_e,1..2]of integer;

t_komp_verz =ARRAY[t_grenze]of integer;
t_geruest =ARRAY[t_grenze,1..2]of integer;

VAR

e : t_e; { Ecke }

k : t_k; { Kante }
bewertet : boolean; { Graph bewertet }

kante_bew : t_kante_bew; { Kantenbewertung }
inzidenz : t_inzidenz;

geruest : t_geruest;
bewertung : t_bewertung; { Ausgabevektor }

komp_verz : t_komp_verz; { Verzeichnis der }

{ Komponenten }
fehler : t_fehler; { Fehlercode }

zaehler : t_zaehler;

PROCEDURE error(fehler: t_fehler);

{ Diese Prozedur wertet den Fehlercode aus, und gibt einen en tsprechende }

{ Fehlermeldung aus. Je nach Fehler wird die Verarbeitung ab gebrochen }

BEGIN

CASE fehler OF

1 : writeln(’Es sind keine Ecken angegeben worden!!’);
2 : BEGIN

writeln(’Bitte J oder N fuer die Anfrage nach der’,

’Bewertung des Graphen angeben.’);
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writeln(’Bitte erneute Eingabe’);

END;
END;

END; { ERROR }

PROCEDURE init(VAR e : t_e;
VAR k : t_k;

VAR bewertet : boolean;

VAR kante_bew : t_kante_bew;
VAR inzidenz : t_inzidenz;

VAR fehler : t_fehler);

{ Diese Prozedur liest alle Daten ein, die fuer den Algorithm us }

{ relevant sind. Zudem werden alle Variablen initialisiert . }

VAR entscheid : char;
i : integer;

flag : boolean;

BEGIN

FOR i:=1 TO anz_kante DO
kante_bew[i]:=1;

writeln;
write(’Bitte die Anzahl der Ecken eingeben : ’);

readln(e);
IF ( e = 0 )

THEN fehler := 1
ELSE IF ( e > 0 )

THEN BEGIN

writeln;
writeln(’Bitte die Anzahl der Kanten angeben : ’);

readln(k);
writeln;

writeln;

writeln(’Ist der Graph bewertet ?’);
write(’Bitte J oder N angeben:’);

readln(entscheid);

CASE entscheid OF

’J’,’j’ : bewertet := TRUE;

’N’,’n’ : bewertet := FALSE;
ELSE

fehler := 2;
END;

{ Initialisieren des Komponentenverzeichnisses }

IF ( fehler = 0 ) THEN
BEGIN

FOR i := 1 TO anz_k_min DO
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komp_verz[i] := i;

FOR i := 1 TO K DO

BEGIN

IF bewertet THEN
BEGIN

writeln;
writeln(’Bitte die Bewegung der n„chsten Kanten angeben’) ;

readln(kante_bew[i]);
END;

{ Einlesen der inzidierten Ecken }

writeln;
writeln(’Bitte die inzidenten Eckpunkte angeben :’);

readln(inzidenz[i,1],inzidenz[i,2]);
END; { FOR i := 1 .. }

END; { IF fehler = 0 }

END; { THEN BEGIN }

END; { INIT }

PROCEDURE sort(VAR kante_bew : t_kante_bew;

VAR inzidenz : t_inzidenz;
k : t_k);

{ Diese Prozedur sortiert den Graphen nach aufsteigender }

{ Kantenbwertung }

VAR i,l,ll : integer;

j,jj : integer;
min,kk : real;

BEGIN

FOR i := 1 TO (k-1) DO

BEGIN
min := 214748364;

FOR j := i TO k DO
BEGIN

IF ( kante_bew[j] - min < 0 )

THEN BEGIN
jj := j;

min := kante_bew[j];
END;

END;
kk := kante_bew[i];

kante_bew[i] := kante_bew[j];

FOR l := 1 TO 2 DO
BEGIN

ll := inzidenz[i,l];
inzidenz[i,l] := inzidenz[jj,l];

inzidenz[jj,l]:= ll;
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END; { FOR l := ...}

END; { FOR i := ...}
END; { BEGIN }

PROCEDURE algorithmus(k : t_k;
e : t_e;

kante_bew : t_kante_bew;
inzidenz : t_inzidenz;

VAR komp_verz : t_komp_verz;
VAR geruest : t_geruest;

VAR bewertung : t_bewertung);

{ Diese Prozedur ist der Kern der Algortihmus. Sie nimmt imme r dann }

{ die naechste Kante zum Geruest hinzu, wenn sie mit den bishe r }
{ gewaehlten keinen Kreis bildet. }

VAR kk,ll,l,m : t_zaehler;
i,j : integer;

BEGIN

zaehler := 0;

FOR i :=1 TO anz_k_min DO

BEGIN
l := inzidenz[i,1];

m := inzidenz[i,2];

IF ( komp_verz[m] - komp_verz[l] <> 0 )
THEN BEGIN

zaehler := zaehler + 1;
ll := komp_verz[l];

kk := komp_verz[m];
geruest[zaehler,1] :=m;

geruest[zaehler,2] :=l;

bewertung[zaehler] := kante_bew[i];
FOR j := 1 TO e DO

BEGIN
IF ( komp_verz[j] - kk = 0 )

THEN komp_verz[j] := ll;

END;
END; { THEN BEGIN }

END; { I-Schleige }

END; { Algorithmus}

PROCEDURE ausgabe( VAR komp_verz : t_komp_verz;
geruest : t_geruest;

bewertung : t_bewertung;
e : t_e);

VAR hilf : t_komp_verz;
ia,js,is,z,i,nr,j : integer;

summe : real;

BEGIN
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writeln;

writeln(’Komponenten’);
is := 0;

FOR i := 1 TO e DO

BEGIN
IF ( komp_verz[i] <> 0 )

THEN BEGIN
ia := komp_verz[i];

js := 0;
FOR j :=1 TO e DO

BEGIN

IF ( komp_verz[i] - ia = 0 )
THEN BEGIN

js := js + 1;
hilf[js] := j;

komp_verz[j] := 0;

END;
END; { FOR j ..}

is := is + 1;

writeln;

writeln(is,’-te’,’ ’);
writeln;

FOR z := 1 TO js DO

write(’ ’,hilf[z]:3,’ ’);

END;
END; { FOR i:= .. }

writeln;

writeln;
writeln(’Geruest’);

writeln;

nr := e - is;
FOR i := 1 TO nr DO

BEGIN
write(’ Kante (’,geruest[i,1]:3,’,’,geruest[i,2]:3,’) ’);

writeln(’mit der Kantenbewertung:’,bewertung[i]:10:6) ;

END;

{ Berechnung der Summe der Kantenbewertungen des Minimalge ruestes }

summe := 0;

FOR i := 1 TO anz_k_min DO
summe := summe + bewertung[i];

writeln;

writeln(’Die Summe der Kantenbewertungen des Minimalgeru estes’,
’ lautet: ’,summe:10:6);

END; { Ausgabe }

BEGIN { Hauptprogramm }

e := 0;
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writeln;

WHILE ( e>= 0) DO

BEGIN
writeln(’Der Algorithmus ist mit -1 fuer die Anzahl ’,

’der Ecken abzubrechen !’);

fehler := 0;
init(e,k,bewertet,kante_bew,inzidenz,fehler);

IF ( fehler <> 0)

THEN error(fehler)
ELSE BEGIN

IF bewertet
THEN sort(kante_bew,inzidenz,k);

algorithmus(k,e,kante_bew,inzidenz,komp_verz,gerues t,
bewertung);

ausgabe(komp_verz,geruest,bewertung,e);

END;

END;
END. { Hauptprogramm }
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E Pascal-Programm zum Algorithmus
von Ford und Fulkerson

Im folgenden wird für den Algorithmus von Ford und Fulkersonein ablauffähiges
Pascal-Programm vorgestellt.

Als Einschränkung soll hier der gegebene Digraph nicht mehrals50 Ecken haben.
Die Eingabe des mit der Kantenbewertungc (Kapazität) versehenen Digraphen
erfolgt durch die bewertete Adjazenzmatrix: an derj-ten Stelle deri-ten Zeile wird
c(ij) eingetragen, falls es eine gerichtete Kanteij von Eckei zu Eckej gibt, ansons-
ten der Wert0.

Der Leser sollte sich davon überzeugen, dass es sich hier nicht um eine Implemen-
tierung des Algorithmus von Edmonds und Karp handelt.

Algorithmus : Algorithmus von Ford und Fulkerson

PROGRAM ford_fulkerson(input, output);

{ Dieses Programm berechnet einen maximalen Fluss bzw. eine n Schnitt }

{ minimaler Kapazitaet in einem Netzwerk. }
{ Die grundlegende Idee des Algorithmus von Ford und Fulkers on ist }

{ es, von q ausgehend schrittweise diejenigen Ecken zu marki eren, }

{ zu denen es von q aus einen zunehmenden Weg gibt. Wird s mar- }
{ kiert, so kann der vorliegende Fluss vergroessert werden. }

CONST

anz_ecken = 50;
unendlich =32767; { Fr Compiler mit 16-Bit Integerarithmet ik }

{=2147483647; Fr Compiler mit 32-Bit Integerarithmetik }

VAR

i, g : integer; { Zaehlervariable }
e : 1..anz_ecken; { Anzahl der Ecken des Netzes }

q : integer; { Quelle }

s : integer; { Senke }
fluss : integer; { aktueller Fluss }

ecke : 1..anz_ecken; { Ecke, von der aus weitere Wege gesucht werden }

wert1 : integer; { Vergleichswert fuer die Suche des Minimum s: }

{ Hier: Kapazitaet - Fluss einer Kante }
wert2 : integer; { Vergleichswert fuer die Suche des Minimum s: }

{ Hier: moegliche Flussvergroesserung bis zur }
{ Vorgaengerecke }

minimum : integer; { Kleinerer Wert von wert1 und wert2 }

{ Die Markierung soll fuer jede Ecke ein 3-Tupel sein. In der e rsten }

{ Komponente steht der Vorgaenger der Ecke, in der zweiten Ko mponente }
{ gibt es drei Moeglichkeiten: }

{ 0 : Initialwert }
{ 1 : positiver Fluss, also in Laufrichtung }

{ 2 : negativer Fluss, also in Umkehrrichtung }
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{ }

{ In der dritten Komponente steht der Wert, um den der Fluss bi s zur }
{ betreffenden Ecke verbessert werden kann }

markierung : ARRAY[1..anz_ecken,1..3] of integer;

{ Das Netzwerk, das in der 1. Komponente die Kapazitaet der Ka nte und }
{ in der 2. Komponente den Fluss enthaelt }

netz : ARRAY[1..anz_ecken,1..anz_ecken,1..2] of integer ;

u : ARRAY[1..anz_ecken] of integer; { gibt an, welche der }

{ markierten Ecken bereits }
{ abgesucht wurden }

d : ARRAY[1..anz_ecken] of integer; { moegliche Flussverbe s- }
{ serung bis zur }

{ zur Vorgaengerecke }

abbruch : BOOLEAN; { Abbruchbedingung fuer die Suche nach We gen }

PROCEDURE initialisierung;

VAR
i, j : integer;

BEGIN { initialisierung }

q := 0;
s := 0;

fluss := 0;

FOR i:=1 TO anz_ecken DO
BEGIN

u[i] := 0;

d[i] := unendlich;
markierung[i,1] := 0;

markierung[i,2] := 0;
markierung[i,3] := unendlich;

END;

write(’Bitte die Anzahl der Ecken eingeben: ’);

readln(e);

FOR i:=1 TO e DO

BEGIN
writeln(’Bitte die ’,i:2,’ -te Zeile der bew. Netzmatrix ei ngeben: ’);

writeln;
FOR j:=1 TO e DO

BEGIN
netz[i,j,2] := 0;

read(netz[i,j,1]);

END;
END;

writeln;

writeln;
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write(’Bitte die Quelle eingeben: ’);

readln(q);

writeln;

writeln;
write(’Bitte die Senke eingeben: ’);

readln(s);

{ Die Quelle q wird mit (-1,0,unendlich) markiert }

markierung[q,1] := -1; { Quelle hat keinen Vorgaenger }

markierung[q,2] := 2;
markierung[q,3] := unendlich;

END; { initialisierung }

PROCEDURE wahl_markierte_n_abgesuche_ecke;

VAR
i : integer;

gefunden : BOOLEAN;

BEGIN

gefunden := FALSE;
i := 1;

REPEAT

{ Ist die Ecke markiert, aber noch nicht abgesucht }

IF (markierung[i,1] <> 0) AND (u[i] = 0) THEN

BEGIN
ecke := i;

gefunden := TRUE;

END
ELSE i := i + 1;

UNTIL gefunden;
END;

PROCEDURE markiere(zu_markierende_ecke : integer;
vorgaenger : integer;

flussrichtung : integer;
differenz : integer);

BEGIN
markierung[zu_markierende_ecke,1] := vorgaenger;

markierung[zu_markierende_ecke,2] := flussrichtung;
markierung[zu_markierende_ecke,3] := differenz;

END;

PROCEDURE absuchen_der_vorwaertskanten;

VAR
g :integer;
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BEGIN

{ Untersuche alle Kanten, die von der Ecke ECKE weggehen, unt er der }

{ Bedingung, dass die adjazente Ecke noch nicht markiert ist und }

{ der Fluss auf dieser Kante noch verbessert werden kann, d. h . er }
{ ist bisher kleiner als die Kapazitaet der Kante }

FOR g:=1 TO e DO

BEGIN
{ Alle zu ecke adjazenten Ecken, nicht die Ecke ecke selbst }

IF (g <> ecke) AND (netz[ecke,g,1] > 0) THEN

BEGIN
{ Fuer Ecke g ist noch kein Vorgaenger eingetragen und der bis - }

{ Fluss auf der Kante [ecke,g] ist kleiner als deren Kapazita et }

IF (markierung[g,1] = 0)

AND (netz[ecke,g,2] < netz[ecke,g,1]) THEN
BEGIN

wert1 := netz[ecke,g,1] - netz[ecke,g,2];
wert2 := markierung[ecke,3];

IF wert1 < wert2 THEN minimum := wert1

ELSE minimum := wert2;
d[g] := minimum;

markiere(g,ecke,1,d[g]);
END;

END; { if g <> ecke }

END;{ Durchsuche alle Kanten }

END; { positiven_fluss_suchen }

PROCEDURE absuchen_der_rueckwaertskanten;

VAR

g :integer;

BEGIN

{ Untersuche alle Kanten, die zu der Ecke ECKE hinfuehren, un ter der }

{ Bedingung, dass die adjazente Ecke noch nicht markiert ist und der }
{ bisherige Fluss auf dieser Kante groesser Null ist. }

FOR g:=1 TO e DO

BEGIN

{ Alle zu ecke adjazenten Ecken, nicht die Ecke ecke selbst }
IF (g <> ecke) AND (netz[g,ecke,1] > 0) THEN

BEGIN
{ Fuer Ecke g ist noch kein Vorgaenger eingetragen und der Flu ss }

{ der Kante [g,ecke] ist groesser Null }

IF (markierung[g,1] = 0)

AND (netz[g,ecke,2] > 0) THEN
BEGIN

wert1 := netz[g,ecke,2];
wert2 := markierung[ecke,3];

IF wert1 < wert2 THEN minimum := wert1
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ELSE minimum := wert2;

d[g] := minimum;
markiere(g,ecke,2,d[g]);

END;

END; { Kante noch nicht markiert + der Fluss < Kapazitaet der K ante }
END; { alle Ecken fuer den negativen Fluss durchsuchen }

END; { negativen_fluss_suchen }

PROCEDURE fluss_vergroessern;

VAR

g, i : integer;

BEGIN
ecke := s;

WHILE ecke <> q DO

BEGIN
g := markierung[ecke,1];

IF markierung[ecke,2] = 1
THEN netz[g,ecke,2] := netz[g,ecke,2] + markierung[s,3]

ELSE netz[ecke,g,2] := netz[ecke,g,2] - markierung[s,3];

ecke := g;

END; { while }

fluss := fluss + markierung[s,3];

{ Alle Markierungen loeschen, ausser der von q und Zurueckse tzen }
{ der Arrays u und d }

FOR i:=1 TO e DO

BEGIN

IF i <> q THEN
BEGIN

markierung[i,1] := 0;
markierung[i,2] := 0;

markierung[i,3] := unendlich;

END;
u[i] := 0;

d[i] := unendlich;
END;

END;

PROCEDURE ausgabe;

VAR
i, j : integer;

BEGIN
writeln;

writeln(’Eingegebenes Netz: ’);
writeln;

FOR i:=1 TO e DO
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BEGIN

writeln;
FOR j:=1 TO e DO

BEGIN

write(netz[i,j,1]:4,’ ’);
END;

END;

writeln;
writeln;

writeln(’Der maximale Fluss lautet: ’,fluss:4);

writeln;

writeln(’Flussmatrix: ’);
writeln;

FOR i:=1 TO e DO

BEGIN
writeln;

FOR j:=1 TO e DO
BEGIN

write(netz[i,j,2]:4,’ ’);

END;
END;

END; { Ausgabe }

BEGIN { HP }

initialisierung;

REPEAT
wahl_markierte_n_abgesuche_ecke;

absuchen_der_vorwaertskanten;

absuchen_der_rueckwaertskanten;

{ Ecke ECKE als bereits abgesucht markieren }

u[ecke] := 1;

{ Ist die Senke markiert? }

IF markierung[s,3] <> unendlich THEN fluss_vergroessern;

{ Abbruchbedingung fuer die Repeat-Schleife. Abbruch wird generell }
{ zuerst auf TRUE gesetzt. Die Schleife soll abbrechen, wenn fuer }

{ alle markierten Ecken u[e] =1 ist, d. h. bereits abgesucht. }

abbruch := TRUE;

i := 0;
REPEAT

i := i + 1;
IF (markierung[i,1] <> 0) AND (u[i] = 0) THEN abbruch := FALSE ;

UNTIL (i = e) OR (NOT abbruch);
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UNTIL abbruch;

ausgabe;

END. { HP }
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F Boolesche Ausdrücke und ihre
Umformung

Gegeben seienBoolesche Variablenx1, ..., xn, die die Werte 1 (für "wahr") und 0Boolesche Variable

(für "falsch") annehmen können.

Ein Boolescher Ausdruckist irgendein Ausdruck, den man aus diesen Variablen
sowie den Konstanten 0 und 1 mit Hilfe der Verknüpfungen

∧ (und)
∨ (oder)
′ (nicht)

und unter Verwendung von Klammern "in sinnvoller Weise" bilden kann. (Auf eine
exakte (induktive) Definition wird hier verzichtet.)

Boolesche Ausdrücke sind z. B.x1 ∨ x2, x
′
1 ∧ (x2 ∨ (x3 ∧ x1)

′)′, x1 ∨ 0; kein
Boolescher Ausdruck, da nicht sinnvoll, ist etwax1(∧x2 ∨′ x3).

Um zu verdeutlichen, dass ein Boolescher Ausdruckf von den Variablenx1, ..., xn

abhängt, schreiben wir auchf(x1, ..., xn).

Setzt man für die Variablenxi jeweils 0 oder 1 ein, so nimmt auchf einen dieser
beiden Werte an; dabei arbeiten die elementaren Verknüpfungen∧,∨ und ′ so, wie
in den folgenden Tafeln dargestellt:

∧ 0 1 ∨ 0 1 ′ 0 1
0 0 0 0 0 1 1 0
1 0 1 1 1 1

Ist z. B.f(x1, x2, x3) = x1∧ (x2∨x′3), so gibt es acht möglicheVariablenbelegun-
genα ∈ {0, 1}3, deren Einsetzen inf jeweils den Wertfα (der0 oder1 ist) liefert.Variablenbelegungen

Fürα = (1, 0, 1) ergibt sich hier z. B.fα = 1 ∧ (0 ∨ 1′) = 0. Allgemein wird für
f(x1, ..., xn) die Menge allerα ∈ {0, 1}n mit fα = 1 als derTräger von f (kurz:Träger

T (f)) bezeichnet.

Um den Träger vonf(x1, x2, x3) = x1 ∧ (x2 ∨ x′3) systematisch zu ermitteln, kann
man eineWahrheitstafel für f aufstellen, in der man alle möglichenα und dieWahrheitstafel

zugehörigenfα einträgt. Die Spalten 2 und 3 haben hier nur Hilfsfunktion:
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α = (x1, x2, x3) x′3 x2 ∨ x′3 fα

0 0 0 1 1 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 1 1 0
0 1 1 0 1 0
1 0 0 1 1 1
1 0 1 0 0 0
1 1 0 1 1 1
1 1 1 0 1 1

Man liest ab, dass in diesem Beispiel gilt

T (f) = {(1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1)}.

Der Aufwand zur Ermittlung des Trägers mittels einer Wahrheitstafel steigt offen-
bar exponentiell mit der Anzahln der vorkommenden Variablen. Jedoch muss
jeder andere Algorithmus, der die Träger Boolescher Ausdrücke berechnet und nie-
derschreibt, ebenfalls exponentiell sein, weil es2n viele mögliche Elemente des
gesuchten Trägers gibt.

Verschiedene Boolesche Ausdrückef(x1, ..., xn) und g(x1, ..., xn) können
äquivalent sein in dem Sinne, dass jede Variablenbelegung fürf und g das- äquivalente Boolesche

Ausdrückeselbe Resultat liefert:fα = gα für alle α ∈ {0, 1}n ; wir schreiben dannf ≡ g.

Es gilt z. B.

x1 ∧ (x2 ∨ x3) ≡ (x1 ∧ x2) ∨ (x1 ∧ x3) ,
x1 ∨0 ≡ x1 ,
x′′′2 ≡ x′2 .

Man kann beweisen, dass zwei Boolesche Ausdrücke genau dannäquivalent sind,
wenn sie sich durch Anwendung der folgenden Regeln ineinander überführen las-
sen. Diese Regeln stellen dieAxiome der Booleschen Algebradar: Axiome der

Booleschen Algebra

x ∨ x ≡ x x ∧ x ≡ x

x ∨ y ≡ y ∨ x x ∧ y ≡ y ∧ x
x ∨ (y ∨ z) ≡ (x ∨ y) ∨ z x ∧ (y ∧ z) ≡ (x ∧ y) ∧ z
x ∨ (x ∧ y) ≡ x x ∧ (x ∨ y) ≡ x

x ∨ (y ∧ z) ≡ (x ∨ y) ∧ (x ∨ z) x ∧ (y ∨ z) ≡ (x ∧ y) ∨ (x ∧ z)
x ∨ 0 ≡ x x ∧ 1 ≡ x

x ∨ 1 ≡ 1 x ∧ 0 ≡ 0

x ∨ x′ ≡ 1 x ∧ x′ ≡ 0
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Besonders wichtig für das Rechnen mit Booleschen Ausdrücken sind noch diedede Morgansche Regeln

Morganschen Regeln

(x ∨ y)′ ≡ x′ ∧ y′ (x ∧ y)′ ≡ x′ ∨ y′

sowie dieRegel für die doppelte VerneinungRegel für die doppelte
Verneinung

x′′ ≡ x ,

die sämtlich aus obigen Axiomen ableitbar sind.

Oft besteht der Wunsch, alle vorkommenden Booleschen Ausdrücke in äquiva-
lente Ausdrücke einer einheitlichen und besonders einfachen Form umzuwandeln.
Eine herausragende Stellung nehmen hier dieDisjunktiven Normalformen (DNF)Disjunktive

Normalform DNF ein. Ein Boolescher Ausdruck ist eine DNF, wenn er aus einer Disjunktion (∨ -
Verknüpfung) von Konjunktionen (∧-Verknüpfungen) von (eventuell komplemen-
tierten) Variablen besteht.

DNF sind zum Beispiel

(x1 ∧ x2 ∧ x′3) ∨ (x2 ∧ x5), (x1 ∧ x2) ∨ (x1 ∧ x′2), (x1 ∧ x2) ∨ x3

jedoch ist

x1 ∧ (x2 ∨ (x3 ∧ x4))

oder

(x1 ∧ x′′2) ∨ x3

keine DNF.

Eine DNF heißtDDNF (für disjunkte DNF), wenn die einzelnen KonjunktionenDDNF

paarweise disjunkt sind (d. h. ihre∧-Verknüpfung 0 ergibt). Z.B. ist die DNF(x1 ∧
x2) ∨ (x1 ∧ x′2) eine DDNF, denn(x1 ∧ x2) ∧ (x1 ∧ x′2) ≡ 0.

Von besonderer Bedeutung ist noch die jedem Booleschen Ausdruck eindeutig
zugehörigekanonische DNF– dies ist eine DDNF, in der in jeder Konjunktionkanonische DNF

alle Variablenx1, ..., xn (eventuell komplementiert) vorkommen.

Es sei der Boolesche Ausdruckf(x1, x2, x3) = (x1 ∧ x′′2) ∨ x3 gegeben. Eine dazu
äquivalente DNF ist(x1 ∧ x2) ∨ x3 , eine andere (die sogar DDNF ist)(x1 ∧ x2 ∧
x′3) ∨ x3. Die zugehörige kanonische DNF lautet
(x1 ∧ x2 ∧ x′3) ∨ (x1 ∧ x2 ∧ x3)∨ (x′1 ∧ x2 ∧ x3) ∨ (x1 ∧ x′2 ∧ x3)∨ (x′1 ∧ x′2 ∧ x3).

Die kanonische DNF lässt sich über den Träger ermitteln.
Zu α ∈ {0, 1}n sei

kα := x
α(1)
1 ∧ ... ∧ xα(n)

n ,

wobeix1
i = xi undx0

i = x′i vereinbart sein soll.

Damit gilt:
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Satz: Für einen beliebigen Booleschen Ausdruckf(x1, ..., xn) ist
∨

α∈T (f)

kα

die zugehörige kanonische DNF.

Es leuchtet sofort ein, dass man jeden Booleschen Ausdruck mit Hilfe der oben auf-
geführten Axiome – insbesondere sind Distributivgesetze,de Morgansche Regeln
und Regel für die doppelte Verneinung interessant – in eine zu ihm äquivalente DNF
umwandeln kann. Ein Algorithmus zur Berechnung der kanonischen DNF wird in
jedem Falle exonentiell sein. In Anwendungen ist man allerdings oft an einer DDNF
interessiert, die – im Gegensatz zur kanonischen DNF – auch noch möglichst kurz
sein sollte.

In diesem Zusammenhang ist auch das folgende Komplexitätsresultat von Interesse
(vgl. [GAR]):

Das Entscheidungsproblem, ob bei gegebenen Variablenx1, ..., xn, TeilmengeA ⊆
{0, 1}n von Variablenbelegungen und natürlicher Zahlk > 0 es eine DNF aus
höchstensk vielen Konjunktionen und mitA als Träger gibt, ist NP-vollständig.

Literaturempfehlungen zu dieser Thematik sind [GUM] und [WEG].

Boolesche Ausdrücke und Wahrscheinlichkeiten

Es seien unabhängige EreignisseE1, ..., En eines Wahrscheinlichkeitsraumes mit
bekannten WahrscheinlichkeitenP{Ei} (1 ≤ i ≤ n) gegeben. Bildet man aus den
Ei durch Anwendungen der logischen Operationen "und", "oder"und "nicht" ein
neues EreignisE, so lässt sich dies auch so auffassen: man hat in einen Booleschen
Ausdruckf(x1, ..., xn) für die Variablenxi die EreignisseEi eingesetzt, umE =

f(E1, ..., En) zu erhalten.

Es stellt sich nun die Frage, wie manP{E} bzw.P{f(E1, ..., En)} berechnen kann.

Diese Frage hat im Prinzip eine einfache Antwort, die in den folgenden beiden
Gesetzen der Wahrscheinlichkeit begründet ist:

I. Für sich gegenseitig ausschließende EreignisseF1, ..., Fk gilt stets

P{F1 ∨ ... ∨ Fk} =
k
∑

i=1

P{Fi}.

II. Für unabhängige EreignisseF1, ...Fk gilt stets

P{F1 ∧ ... ∧ Fk} =

k
∏

i=1

P{Fi}.

Daraus wird klar, dass manP{f(E1, ..., En)} über eine zuf äquivalente DDNF
unmittelbar berechnen kann.

Als Beispiel seien unabhängige EreignisseE1, E2, E3 gegeben mit bekannten Wahr-
scheinlichkeitenP{Ei} = pi. Soll P{E} für das EreignisE = (E1 ∧ E2) ∨ E3
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bestimmt werden, so betrachtet man zunächst den BooleschenAusdruck f =

(x1 ∧ x2) ∨ x3. Eine zuf äquivalente DDNF ist, wie oben angemerkt,

(x1 ∧ x2 ∧ x′3) ∨ x3.

Also gilt P {E} = p1p2(1− p3) + p3.

Die soeben skizzierte Methode zur Bestimmung vonP{E} birgt, wie bereits gesagt,
das Problem in sich, die kanonische DNF zu bestimmen, was i.a. sehr aufwändig
ist. Mitunter gibt man sich jedoch mit Abschätzungen fürP{E} zufrieden. Ein
typischer Fall für eine solche Abschätzung ist folgender:

Gegeben seien (nicht als unabhängig vorausgesetzte) EreignisseE1, ..., En, es sei
E das EreignisE1 ∨ ... ∨ En. Die Siebformel (auch alsPrinzip der Inklusion –Siebformel

Prinzip der Inklusion –
Exklusion

Exklusion bekannt) besagt:

P{E1 ∨ ... ∨ En} =
∑

i

P{Ei} −
∑

i,j

P{Ei ∧ Ej}+
∑

i,j,k

P{Ei ∧Ej ∧ Ek} − ...

+(−1)n+1 P{E1 ∧ ... ∧En}
Man beachte, dassn = 2 die bekannte Formel

P{E1 ∨ E2} = P{E1}+ P{E2} − P{E1 ∧E2}

liefert.

Ist es nun bei einem konkreten Problem so, dass die Wahrscheinlichkeiten der UND-
Verknüpfungen ab einer gewissen Anzahl beteiligterEi verschwindend klein wer-
den, so kann der ab diesem Summenzeichen "abgeschnittene" Ausdruck u. U. als
Schätzwert fürP{E} verwendet werden.

Ist also z. B. für allei, j, k P{Ei ∧ Ej ∧ Ek} sehr klein, so gilt (unter geeigneten
Bedingungen)

P {E1 ∨ ... ∨En} ≈
∑

i

P{Ei} −
∑

i,j

P{Ei ∧ Ej}.

Genauer gesagt: die Abweichung dieses Schätzwertes vom korrekten WertP {E1∨
...∨En} kann höchstens so groß sein wie der erste weggelassene Summand, welches
hier
∑

i,j,k

P{Ei ∧Ej ∧ Ek}

ist.

Boolesche Ausdrücke, Funktions- und Fehlerbäume

In der technischen Zuverlässigkeitstheorie ist es üblich,den die Funktions-
fähigkeit eines Systems darstellenden Booleschen Ausdruck mit Hilfe von
Blockschaltbildern, Funktions- oderFehlerbäumendarzustellen. Diese BegriffeBlockschaltbild

Funktionsbaum
Fehlerbaum

sollen an einem Beispiel illustriert werden. An einer genaueren Darstellung inter-
essierte Leser werden auf [SCH1] oder [SCH2] verwiesen.

Es wird wieder das folgende Netz betrachtet:
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Die Kantenki sind die ausfallgefährdeten Systemkomponenten. Die Funktionsfä-
higkeit des Systems sei gegeben dadurch, dass die Stationen1 und 4 längs irgend-
eines Weges miteinander kommunizieren können.

Das die Funktionsfähigkeit charakterisierende Blockschaltbild sieht folgenderma-
ßen aus:

Mit der üblichen Vereinbarung, dass die UND- und ODER-Schaltungen durch die
Diagramme

dargestellt werden, hat man dazu folgenden Funktionsbaum:
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Als Fehlerbaum ergibt sich entsprechend:

Zur Bestimmung der interessierenden Wahrscheinlichkeiten gibt es in der Zuverläs-
sigkeitstheorie eigene Methoden, die an diesen graphischen Darstellungen orientiert
sind, inhaltlich jedoch den oben geschilderten Methoden entsprechen.
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G Gerüste eines Graphen

In Kapitel 6 hatten wir gezeigt, dass ein vollständiger Graph mitn Eckennn−2 viele
verschiedene Gerüste enthält. Für beliebige GraphenG = (E,K)) mit n Ecken und
m Kanten gibt es keine geschlossene Formel für die Anzahl der Gerüste, jedoch
lässt sich diese Anzahl mit dem folgenden Verfahren leicht bestimmen.

Die Ecken vonG seien durchnummeriert,E = {e1, ..., en}. Es wird nun die nega-
tive Adjazenzmatrix gebildet (vgl. Kapitel 2), auf der Hauptdiagonalen werden
zusätzlich die Eckengrade eingetragen (vgl. Kapitel 1). Für die resultierende Matrix
M = (mij) gilt also

mij =







γ(ei) , falls i = j

−1 , falls ij ∈ K

0 , sonst.

Durch Streichen der letzten Zeile und Spalte vonM ergibt sich eine MatrixM ′. Es
gilt nun: die Determinante vonM ′, det(M ′), ist die Anzahl der Gerüste vonG.

Dieser Zusammenhang ist bereits im Jahre 1847 von G. Kirchhoff entdeckt worden
(siehe [KIR]). In [BRO] wurde die Aussage formal aufgestellt und bewiesen.

Beispiel:
Wir betrachten wieder den folgenden GraphenG :

Es wurde bereits an früherer Stelle festgestellt, dassG 8 Gerüste besitzt. Die
Gerüste sind hier dargestellt:
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Für die MatrixM ergibt sich

M =











3 −1 −1 −1

−1 2 −1 0

−1 −1 3 −1

−1 0 −1 2











,

also ist

M ′ =





3 −1 −1

−1 2 −1

−1 −1 3



 .

Wie man leicht nachrechnet, gilt tatsächlichdet(M ′) = 8.

Das soeben beschriebene Verfahren zur Ermittlung der Anzahl der Gerüste benö-
tigt nur polynomialen Aufwand, denn Determinanten können effizient berechnet
werden. Für die Aufzählung der Gerüste selbst kann es keinenpolynomialen Algo-
rithmus geben, da die mögliche Anzahl mitn exponentiell wächst. Wir wollen ein
Verfahren beschreiben, das die Gerüste auf elegante Weise bestimmt. Das Verfahren
stammt von M. Piekarski (vgl. [PIE]) und ist auch in [DÖR] dargestellt.

Es werden auch die Kanten durchnummeriert,K = {k1, ..., km}, und es wird die
Inzidenzmatrix I gebildet (vgl. Kapitel 2).

Um die weitere Darstellung des Verfahrens zu veranschaulichen, wollen wir die
Schritte immer gleich anhand des obigen Beispielgraphen vollziehen. Hier ergibt
sich bisher

I =











1 1 1 0 0

0 1 0 0 1

0 0 1 1 1

1 0 0 1 0











Zu den Zeilen von I (außer der letzten) werden jetzt MatrizenD1, ..., Dn−1 gebildet;
Di ist die Matrix der Basisrektoren, deren Summe gerade diei−te Zeile von I ergibt.

In unserem Beispiel erhalten wir

D1 =





1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0



 ,

D2 =

(

0 1 0 0 0

0 0 0 0 1

)

,

D3 =





0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1



 .

Nun wird zunächst ausD1 undD2 eine neue MatrixD1,2 gebildet, indem jede Zeile
vonD1 zu jeder Zeile vonD2 addiert und das Ergebnis als Zeile vonD1,2 genom-
men wird;D1,2 wird noch "reduziert", indem diejenigen Zeilen gestrichenwerden,
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die weniger als zwei Einsen enthalten oder in gerader Anzahlauftreten. Entspre-
chend wird danachD3 zuD1,2 "addiert" usw., bis alleDi(1 ≤ i ≤ n − 1) abgear-
beitet sind. Die Zeilen vonD1,2,...,n−1, gelesen als Kantenmengen, korrespondieren
dann zu den Gerüsten vonG.

Für das Beispiel ergibt sich

D1,2 =



















1 1 0 0 0

1 0 0 0 1

0 0 0 0 0

0 1 0 0 1

0 1 1 0 0

0 0 1 0 1



















← 1. ZeileD1 + 1. ZeileD2

.

.

.

bzw. nach Reduktion

D1,2 =















1 1 0 0 0

1 0 0 0 1

0 1 0 0 1

0 1 1 0 0

0 0 1 0 1















.

Hinzuaddieren vonD3 führt zu

D1,2,3 =



























































1 1 1 0 0

1 1 0 1 0

1 1 0 0 1

1 0 1 0 1

1 0 0 1 1

1 0 0 0 0

0 1 1 0 1

0 1 0 1 1

0 1 0 0 0

0 1 0 0 0

0 1 1 1 0

0 1 1 0 1

0 0 0 0 1

0 0 1 1 1

0 0 1 0 0
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bzw. nach Reduktion

D1,2,3 =





























1 1 1 0 0

1 1 0 1 0

1 1 0 0 1

1 0 1 0 0

1 0 0 1 1

0 1 0 1 1

0 1 1 1 0

0 0 1 1 1





























.

Die acht Zeilen dieser Matrix ergeben genau die acht oben dargestellten Gerüste.

Der entscheidende Schritt beim Beweis der Korrektheit dieses Verfahrens besteht
darin, die folgende Aussage zu zeigen: jede Zeile imD1,2,...,n−1 , die einem nicht
kreislosen Teilgraphen entspricht, tritt in gerader Anzahl auf.
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H Pascal-Programm zur Berechnung des
Zuverlässigkeitspolynoms

Eckenzahln und Kantenzahlm (die hier auf 6 und 15 stehen) müssen zu Anfang neu
eingetragen werden. Sodann müssen nach Programmstart die Kanten eingegeben
werden.

Der prinzipielle Programmablauf ist dann folgendermaßen:

es werden die Teilmengen der Menge aller Kanten abgesucht. Hat eine Teilmenge
mindestensn − 1 viele Elemente, so wird geprüft, ob der zugehörige Teilgraph
zusammenhängend ist. Im positiven Falle wird ein Zähler erhöht, wobei für jede
mögliche Kantenzahli (n − 1 ≤ i ≤ m) ein solcher Zähler geführt wird. Zum
Schluss stehen also die WerteFi in diesen Zählern.

Algorithmus :
program

graphzuv;

uses crt,tkbtestu;

const
n = 6;

m = 10;

l = m-n+2;

type
paare = record

x: byte;

y: byte;
END;

var
kanten : array[1..m] of paare;

i,i2,i3,i4,l1 : longint;

za : array[1..l] of longint;
a,b,msk : longint;

anz,t_i : byte;
x : array[1..anz_m] of byte;

t : array[1..n] of byte;
st,lt : byte;

zus_fl,clr_kante_fl,noeintr_fl,loesch_fl,keinzu_fl: boolean;

begin

clrscr;
a := 1;

b := 1;

for i := 1 to (n-1) do
a := 2 * a;

a := a-1;
for i := 1 to m do
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b:= 2 * b;

b := b-1;

for i := 1 to l do
za[i] := 0;

for i := 1 to m do
begin

write(i,’. Kante (x,y) : ’);
read(kanten[i].x);

gotoxy(25,wherey-1);

readln(kanten[i].y);
end;

laufzeit;

for i := a to b do
begin

for lt := 1 to m do
x[lt] := 0;

anz:=0;

msk := 1;
st := 1;

lt := 1;
while msk <= (b+1)/2 do

begin

if (msk and i) <> 0 then
begin

inc(anz);
x[lt] := st;

inc(lt);
end;

msk := 2 * msk;

inc(st);
end;

zus_fl := false;
noeintr_fl := false;

if anz >= (n-1) then

begin
for i2 := 1 to n do

t[i2] := 0;
t[1] := kanten[x[1]].x;

t[2] := kanten[x[1]].y;

x[1] := 0;
t_i := 2;

loesch_fl := true;
while loesch_fl do

begin
loesch_fl := false;

for i2 := 2 to m do

begin
if x[i2] <> 0 then

begin
for i3 := 1 to t_i do

begin
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clr_kante_fl := false;

if x[i2] <> 0 then
begin

if (t[i3] = kanten[x[i2]].x) then

begin
clr_kante_fl := true;

noeintr_fl := false;
for i4 := 1 to t_i do

if t[i4] = kanten[x[i2]].y then
noeintr_fl := true;

if not(noeintr_fl) then

begin
inc(t_i);

t[t_i] := kanten[x[i2]].y;
end;

end

else
begin

if (t[i3] = kanten[x[i2]].y) then
begin

clr_kante_fl := true;

keinzu_fl := false;
for l1 := 1 to t_i do

begin
if t[l1] = kanten[x[i2]].x then

keinzu_fl := true;

end;
if not keinzu_fl then

begin
inc(t_i);

t[t_i] := kanten[x[i2]].x;
end;

end;

end;
end;

if clr_kante_fl then
begin

x[i2] := 0;

loesch_fl := true;
end;

end;
end;

end;

end;
if t_i = n then

zus_fl := true;
end;

if zus_fl then
inc(za[anz+2-n]);

end;

i3 := 0;
i2 := 0;

clrscr;
for i := 1 to l do

begin
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inc(i3);

if i3 > 25 then
begin

i2 := i2 + 20;

gotoxy(1,i2);
end;

writeln(’ ’,i+n-2,’ K: ’,za[i]);
end;

laufzeit;
readln;

end.
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Lösungshinweise zu Selbsttestaufgaben

Lösung zu Selbsttestaufgabe 1.1-1:

Bei einem Teilgraphen eines PseudographenP ist nur verlangt, dass er mit
jeder Kante vonP auch die mit ihr inP inzidenten Ecken enthält. Ein Unter-
graph muss umgekehrt auch mit zwei zu ihm gehörenden Ecken von P alle
Kanten zwischen diesen beiden Ecken enthalten. Im folgenden Beispiel ist
von den TeilgraphenP1, P2, P3 nurP3 ein Untergraph vonP : beiP1 fehlt k1,
beiP2 fehlt k2.
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Lösung zu Selbsttestaufgabe 1.2-1:

i. Ein Kreis ist definiert als geschlossener Kantenzug, der (von Anfangs- und
Endecke abgesehen) keine Ecke zweimal enthält. Sind Durchlaufrichtung und
Festlegung von Anfangs- bzw. Endecke nicht von Interesse, so kann ein Kreis
in einem Pseudographen auch als Teilgraph mit bestimmten Eigenschaften
aufgefasst werden; z. B. kann man einen Kreis dadurch charakterisieren, dass
er ein zusammenhängender Teilgraph ist, in dem jede Ecke denGrad 2 hat.
Ein Baum ist ein zusammenhängender Graph, der keinen Kreis enthält.

ii. Jedes Gerüst vonK4 hat drei Kanten (und enthält alle vier Ecken). Es
gibt 20 Möglichkeiten, von den sechs Kanten vonK4 drei auszuwählen. Nur
vier dieser Möglichkeiten führen zu Teilgraphen, die nichtzusammenhängend
sind - eine ist unten im zweiten Diagramm dargestellt. Keineder anderen
Möglichkeiten enthält einen Kreis. Also hatK4 16 Gerüste.

Lösung zu Selbsttestaufgabe 1.3-1:

Besteht der MultigraphM ausk vielen Komponenten, so hat jeder spannende
Waldρ(M) = n−k viele Kanten. Die Bedingungenµ(M) = m−n+k = 0

ist gleichbedeutend mitn− k = m und folglich genau dann erfüllt, wennM
selbst ein Wald ist.

Lösung zu Selbsttestaufgabe 2.1-1:

Eine planare Darstellung eines Graphen ist eine Einbettungdes Graphen in
die Zeichenebene derart, dass sich keine der Linien, die dieKanten darstel-
len, überkreuzen. Ein Graph heißt planar, wenn für ihn eine solche planare
Darstellung existiert. Dies bedeutet jedoch nicht, dass ein Diagramm eines
planaren Graphen stets eine planare Darstellung sein muss.
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Lösung zu Selbsttestaufgabe 2.2-1:

Streichen der ersten Zeile inI (s. Beispiel 2.2-4) führt zu

Ir =





1 1 1

0 1 0

0 0 1





mit det (Ir) = 1.

Lösung zu Selbsttestaufgabe 2.3-1:

Wählt man als Gerüst den Baum mit den Kantenk1, k3, k4, so ergeben sich
die fundamentalen KreiseC1 = {k1, k2, k3, k4}, C2 = {k1, k4, k5}, C3 =

{k1, k4, k6}. Weitere Elemente vonK sindC4 = C1+C2, C5 = C1+C3, C6 =

C2 + C3 undC7 = C1 + C2 + C3. Im Ergebnis hat man die Matrix

C(M) =























1 1 1 1 0 0

1 0 0 1 1 0

1 0 0 1 0 1

0 1 1 0 1 0

0 1 1 0 0 1

0 0 0 0 1 1

1 1 1 1 1 1























Lösung zu Selbsttestaufgabe 3.2-1:

Die KomplexitätTA(n) eines AlgorithmusA ist die Anzahl der im schlech-
testen Fall auszuführenden elementaren Rechenoperationen bei einer Anwen-
dung vonA auf einen Einzelfall von Größen.

Lösung zu Selbsttestaufgabe 3.3-1:

Für die Lösung gewisser Probleme hat man keine polynomialenAlgorithmen
- sei es, dass solche mit Sicherheit nicht existieren, sei es, dass man bisher
keine solchen finden konnte. In solchen Fällen setzt man sichhäufig das Ziel,
einen approximativen Algorithmus zu entwerfen, der keine hohe Komplexität
hat und gute Näherungslösungen liefert.
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Lösung zu Selbsttestaufgabe 4.1-1:

Ein Pseudodigraph ist azyklisch, wenn er keinen Zyklus (gerichteten Kreis)
enthält, und kreisfrei, wenn der zugrundeliegende (ungerichtete) Pseudograph
keinen Kreis enthält. Der folgende Multidigraph ist azyklisch, enthält jedoch
Kreise, z. B. bilden die Kantenb4 undb5 einen Kreis:

Lösung zu Selbsttestaufgabe 4.2-1:

Da Ecken und Bögen numeriert sind, kann die Inzidenzmatrix unmittelbar
hingeschrieben werden:

I =











1 −1 0 0 0

−1 0 1 0 0

0 1 0 1 1

0 0 −1 −1 −1











Das folgende Bild zeigt die drei Elemente vonC, die sämtlich Kreise sind,
jeweils mit einer Orientierung:

Damit erhält man die Kreis-Bogen-Matrix

C =





−1 −1 −1 1 0

1 1 1 0 −1

0 0 0 −1 1
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Schließlich rechnet man aus:

I · Ct =











1 −1 0 0 0

−1 0 1 0 0

0 1 0 1 1

0 0 −1 −1 −1

























−1 1 0

−1 1 0

−1 1 0

1 0 −1

0 −1 1















=











0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0











Lösung zu Selbsttestaufgabe 5.2-1:

Wir wählen das hier dargestellte Gerüst:

Dies führt zu den fundamentalen KreisenC undD (mit einer beliebig gewähl-
ten Orientierung):

Somit bilden die ZirkulationenfC undfD eine Basis vonC(IR).
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Lösung zu Selbsttestaufgabe 6.1-1:

Enthält ein Netz einen Kreis negativer Länge (im gerichteten Fall einen
gerichteten Kreis bzw. Zyklus), und sinda und b auf diesem Kreis liegende
Ecken, so gibt es vona nachb beliebig kurze Kantenfolgen, denn durch wie-
derholtes Durchlaufen des Kreises erhält man immer kürzereKantenfolgen,
ohne an eine untere Schranke zu geraten. Betrachtet man jedoch nur Wege
von a nachb, d. h. keine Ecke oder Kante darf mehrfach verwendet werden,
so gibt es stets einen kürzesten Weg vona nachb. Allerdings hat man bisher
für diese Situation keinen guten Algorithmus zur Bestimmung der kürzesten
Wege gefunden. Wenn das gegebene Netz keinen Kreis negativer Länge ent-
hält, so gibt es stets kürzeste Kantenfolgen, und eine kürzeste Kantenfolge ist
auch immer ein Weg (und folglich ein kürzester Weg).

Lösung zu Selbsttestaufgabe 6.2-1:

Die Algorithmen von Prim und Kruskal bestimmen jeweils ein minimales
Gerüst für ein gegebenes Netz. Der Algorithmus von Prim gehtfolgender-
maßen vor: Ausgehend von einer Kante mit kleinstem Gewicht wird itera-
tiv jeweils eine Ecke mit einer Kante so hinzugenommen, dassdiese Kante
unter den zu neuen Ecken führenden Kanten minimales Gewichthat; auf
diese Weise ”wächst” ein Baum zu einem minimalen Gerüst. Beim Algo-
rithmus von Kruskal müssen die Kanten zunächst ”der Größe nach” (bezüg-
lich der gegebenen Bewertung) geordnet werden; dann wählt man jeweils die
kleinste Kante und erklärt sie als zum aufzubauenden Gerüstgehörig, sofern
sie mit den bereits gewählten Kanten keinen Kreis bildet. Beim Algorithmus
von Kruskal können die Zwischenergebnisse Wälder sein, diesich erst zum
Schluss zum Gerüst zusammenfügen.
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Lösung zu Selbsttestaufgabe 7.1-1:

Ist f ein Fluss auf einem Fluss-NetzN = (G, c, q, s), so kann man den
DigraphenG = (E,K) durch Hinzunahme einer zusätzlichen Kanteksq zu
einem DigraphenG′ = (E,K ′) erweitern und eine Kantenbewertungf ′ auf
K ′ erklären durch

f ′(k) :=

{

f(k), falls k ∈ K
w(f), falls k ∈ ksq ;

f ′ ist dann eine Zirkulation aufG′. Erweitert man auch die Abbildungc zur
Abbildungc′, indem man z. B.c′(ksq) :=

∑

k∈K

|c(k)| setzt, so ergibt sich für

den DigraphenG′ mit der Kapazitätsbeschränkungc′ für die Kanten, dassf ′

eine zulässige Zirkulation ist. Sind umgekehrt ein DigraphG = (E,K) mit
einer Kapazitätsabbildungc für die Kanten und darauf eine zulässige Zirku-
lation f gegeben, und istk irgendeine Kante inG, so ergibt sich durch Her-
ausnehmen vonk ausG ein Fluss vonk+ nachk−, genauer gesagt:f/K\{k}
ist ein Fluss in dem Fluss-Netz(G\k, c/K\{k}, k+, k−).

Lösung zu Selbsttestaufgabe 7.2-1:

Für jeden Schnitt[Q, S] vonN muss geltenq ∈ Q und s ∈ S. Es gibt die
folgenden vier Möglichkeiten:

Q = {q}, S = {a, b, s}mit c(Q, S) = 6;

Q = {q, a}, S = {b, s}mit c(Q, S) = 3;

Q = {q, b}, S = {a, s}mit c(Q, S) = 10;

Q = {q, a, b}, S = {s}mit c(Q, S) = 6.

Offenbar ist der zweitgenannte Schnitt[{q, a}, {b, s}] minimal, und nach dem
”max-flow min-cut”-Theorem ist der maximale Fluss-Wert aufdiesem Fluss-
Netz3.

Die Betrachtung aller Schnitte, um den Wert eines maximalenFlusses zu
ermitteln, führt nicht zu einem polynomialen Algorithmus,denn es gibt2n−2

viele Schnitte eines Fluss-Netzes, wennn die Anzahl der Ecken ist.

Lösung zu Selbsttestaufgabe 7.3-1:

Der Algorithmus von Edmonds und Karp zur Bestimmung eines maximalen
Flusses auf einem Fluss-Netz ist bei beliebigen reellen Kapazitätsbeschrän-
kungen für die Kanten anwendbar, außerdem ist er polynomial(bezüglich der
Ecken- bzw. Kantenanzahl des zugrundeliegenden Digraphen). Der Algorith-
mus von Ford und Fulkerson hat keine dieser Eigenschaften.
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Lösung zu Selbsttestaufgabe 7.4-1:

Da die Ergebnisse des vorliegenden Kapitels sämlich für Digraphen formu-
liert sind, geht man vonG zunächst zu dem DigrapheñG über, indem man
jede Kante vonG durch zwei entgegengesetzt gerichtete Kanten ersetzt (vgl.
Beispiel 4.2-2 in Kapitel 4). Im DigrapheñG ordnet man nun jeder gerich-
teten Kantek die Kapazitätc(k) = 1 zu. Man kann nun für das Fluss-Netz
(G̃, c, A,B) mit dem Algorithmus von Edmonds und Karp einen maxima-
len0-1-Fluss ermitteln. Dessen Wertw(f) stimmt mit der maximalen Anzahl
kantendisjunkter Wege vonA nachB in G̃ überein. Dabei muss es auchw(f)

viele kantendisjunkte Wege vonA nachB in G̃ geben derart, dass für jede
Kante{x, y} vonG nur eine der gerichteten Kantenxy bzw.yx von irgend-
einem dieser Wege genutzt wird. Es ist dannw(f) − 1 auch die maximale
Anzahl von Kanten bzw. Leitungen, die inG ausfallen dürfen, so dass immer
noch ein Weg vonA nachB intakt ist.

Lösung zu Selbsttestaufgabe 7.5-1:

Der vorgegebene bipartite GraphG = (E1 ∪E2, K) wird durch Hinzunahme
neuer Eckenq und s sowie gerichteter Kantenqe (für e ∈ E1) und es (für
e ∈ E2) zu einem DigrapheñG erweitert; die alten Kanten ausK werden
vonE1 nachE2 hin gerichtet. InG̃ wird jede Kantẽk mit c(k̃) = 1 bewertet.
Nun wird mit dem Algorithmus von Ford und Fulkerson ein maximaler (0-1-)
Flussfmax bestimmt. Die Kantenk ∈ K mit fmax(k) = 1 bilden dann eine
maximale Korrespondenz inG.

Lösung zu Selbsttestaufgabe 7.6-1:

Hat man für ein Fluss-Netz(G, c, q, s) zusätzlich eine untere Kapazitätb :

K → IR
+
0

gegeben, die von den Flüssen zu respektieren ist, so brauchtes
keinen zulässigen Fluss vonq nachs zu geben, also auch keinen maxima-
len Fluss. Existiert jedoch irgendein zulässiger Fluss, sogibt es auch einen
maximalen.

Zur effektiven Bestimmung eines maximalen Flusses muss zunächst irgend-
ein zulässiger Fluss gefunden werden, dann wird dieser mit Hilfe zunehmen-
der Wege zu einem maximalen Fluss erweitert. Beim ersten Problem kann
man sich des Algorithmus von Ford und Fulkerson bedienen, der auf ein
geeignet abgewandeltes Netz anzuwenden ist; für das zweiteProblem kann
eine Erweiterung des Algorithmus von Ford und Fulkerson verwendet wer-
den, in der auch die unteren Kapazitätsschranken berücksichtigt werden.
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Lösung zu Selbsttestaufgabe 7.7-1:

Es wird die bei der Besprechung des Beispiel 7.7-2 beschriebene Konstruk-
tion auf das vorliegende Beispiel angewandt. Bei diesem Beispiel gibt es
einen eindeutigen maximalen Baum:

Die folgenden Diagramme zeigen die Zerlegung vonB in uniforme Bäume:

Man kann so zu folgenden Kreisen kommen. (BeiC1 könnte auch irgendein
anderer einfacher Kreis mit den Eckena, b, c, d gebildet werden.)

Als minimales (zulässiges) Netz erhält man also:
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Lösung zu Selbsttestaufgabe 8.1-1:

Zunächst mag es mehrere kürzeste Wege gleicher Länge geben,so dass stets
eine Auswahl zu treffen ist. Im Fall von Änderungen des Netzzustandes (z. B.
Ausfall einer Leitung) können sich für bestimmte Knotenpaare die kürzes-
ten Wege zwischen ihnen ändern; es muss festgelegt werden, welche Instanz
die neuen kürzesten Wege ermittelt (zentral oder verteilt), wie die sich daraus
ergebenden Routing-Informationen im Netz weitergegeben werden usw. In
dem Fall, dass Informationen über Zweitwege (und Drittwegeusw.) bereits
von vornherein in den Knoten gespeichert sind, müssen diese"statischen"
Daten zu Beginn des Netzbetriebs sorgfältig so bestimmt werden, dass in kei-
ner Situation Nachrichten im Netz kreisen können und eine Reihe weiterer
Kriterien erfüllt sind.

Lösung zu Selbsttestaufgabe 8.2-1:

Durch die verteilte Ausführung des Algorithmus berechnet jeder Netzknoten
selbst die für ihn aktuell günstigsten Wege, es muss dies kein Knoten zen-
tral für alle anderen tun und anschließend die Informationen verteilen. Auch
müssen die einzelnen Netzknoten keine Kenntnis der gesamten Netztopolo-
gie haben. Der entscheidende Vorteil des asynchronen Algorithmus ist, dass
auf eine Synchronität der in den verschiedenen Netzknoten ausgeführten Ite-
rationsschritte verzichtet werden kann. Jeder Knoten mussnur immer wie-
der aufgrund der neuesten ihm vorliegenden Informationen seine kürzesten
Abstände zu den anderen Knoten berechnen und die Ergebnisseseinen Nach-
barn mitteilen. Dies im ganzen Netz synchron zu realisieren, würde hingegen
einen hohen zusätzlichen Aufwand bedeuten.

Lösung zu Selbsttestaufgabe 8.3-1:

Oszillationen beim Routing gehen einher mit einer ungleichmäßigen Auslas-
tung von verschiedenen Routen und so auch mit einer erhöhtenGefahr von
Überlastsituationen in Teilen des Netzes, was letztlich auf Kosten des Durch-
satzes geht. Häufiges Umlenken von Paketen wird auch die Paketlaufzeiten
erhöhen, außerdem werden durch den dazu nötigen Koordinationsaufwand
Teile der Ressourcen unnötig verbraucht.
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Lösung zu Selbsttestaufgabe 8.4-1:

B ignoriert die von A erhaltene Nachricht mit Folgenummer 2.Dies hat
jedoch keine ernsten Konsequenzen, wenn C die Nachricht vonA mit Fol-
genummer 5 korrekt empfängt, denn C versorgt danach u. a. auch B mit der
korrekten Nachricht mit Folgenummer 5.

Lösung zu Selbsttestaufgabe 8.5-1:

Obwohl das Routing im Internet sicherstellt, dass im Normalfall die Pakete
auf kürzesten Wegen zu ihren Zielen laufen, ist z. B. folgender Fall mög-
lich: aufgrund des Ausfalls einer Kante wurde die Entscheidung getroffen,
ein Paket umzuleiten, jedoch ist die defekte Kante unmittelbar danach wie-
derhergestellt, so dass rein physikalisch der optimale Wegwieder verfügbar
wäre.

Lösung zu Selbsttestaufgabe 8.6-1:

Man kann sich z. B. des Algorithmus von Dijkstra bedienen, der mit einer
Komplexität von O(n2) die kürzesten Abstände von einem Knoten zu allen
anderen bestimmen kann.

Es sei zunächst eine Eckej des Graphen fest gewählt. Mit einmaliger Anwen-
dung des Algorithmus von Dijktra können alle Nachbarnc(1, j, x) für x 6= j

bestimmt werden. Durch Streichen jeder einzelnen anj anliegenden Kante
und jeweilige anschließende Anwendung des Algorithmus vonDijkstra kann
man allc(2, j, x) mit x 6= j bestimmen.

Daj bis zun−1 viele Nachbarn haben kann, ist auf diese Weise bei festemj

ein Aufwand von O(n3) nötig, mithin hat man für den gesamten Algorithmus
zur Erstellung des Routing-Plans eine Komplexität von O(n4).

Lösung zu Selbsttestaufgabe 8.7-1:

Die Schwierigkeiten beginnen schon damit, dass es durchausnicht klar ist,
wie genau ”optimales Routing” definiert werden sollte. Dochselbst wenn
man sich auf eine Definition einlässt, indem man verschiedene Ziele des Rou-
ting in einer zu optimierenden Zielfunktion zusammenzufassen versucht –
dies ist stets nur unter vielen vereinfachenden Annahmen möglich, so stößt
man dann in der Regel auf ein sehr schwierig zu lösendes mathematisches
Optimierungsproblem.
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Lösung zu Selbsttestaufgabe 9.2-1:

Eine Möglichkeit wäre es, alle Koeffizienteng(5, b) mit 4 ≤ b ≤ 10 gemäß
der Vorgehensweise in Beispiel 9.2-5 mit einem linearen Gleichungssystem
zu bestimmen. Die Frage nachg(5, 4) lässt sich jedoch schneller beantworten:
da g(5, 4) die Anzahl der Gerüste desK5 angibt, gilt nach den Formeln in
Kapitel 6g(5, 4) = 53 = 125.

Lösung zu Selbsttestaufgabe 9.3-1:

G besitzen viele Knoten. Wird mitFi(G) bzw.Fi(G
′) die jeweilige Anzahl

funktionsfähiger Zustände miti vielen Kanten bezeichnet , so gilt offenbar
Fi(G

′) ≥ Fi(G) für alle i, denn ein fuktionsfähiger Zustand inG ist dies stets
auch inG′.

Dies zeigtzv(G
′) ≥ zv(G).

Es gilt sogarzv(G
′) > zv(G), denn es ist .z. B.Fn−1(G

′) > Fn−1(G) : ein
beliebiges Gerüst vonG′, welches die "neue" Kante erhält, ist nämlich funk-
tionsfähig inG′, jedoch gibt es keine Entsprechung inG.

Lösung zu Selbsttestaufgabe 9.4-1:

Für ein Zuverlässigkeitsproblem mit der MengeF ⊆ P(K) funktionsfähi-
ger Zustände hat das Zuverlässigkeitspolynom als Funktionder Kantenwahr-
scheinlichkeit stets die Form

z(G) =
m
∑

i=0

Fi · pi (1− p)m−i ,

wobei Fi die Anzahl funktionsfähiger Zustände miti vielen Kanten ist.
Gelingt es, diese Koeffizienten effizient zu bestimmen, so ist es gerechtfertigt,
das Zuverlässigkeitsproblem als gelöst zu betrachten. Hatman umgekehrt ein
Verfahren, zu beliebigenp0 den Wertz(G) (p0) effizient zu errechnen, so kön-
nen damit auch leicht die KoeffizientenFi bestimmt werden.

Lösung zu Selbsttestaufgabe 9.5-1:

Um die Sperner-Schranken anwenden zu können, muss die MengeF der
funktionsfähigen Zustände folgende Eigenschaft haben: jede Obermenge
eines Elements vonF gehört wieder zuF - anders gesagt: das Hinzu-
fügen von Kanten zu einem funktionsfähigen Zustand kann niezu Nicht-
Funktionsfähigkeit führen. Äquivalent dazu ist auch die folgende Aussage:
die Komplemente der Elemente vonF (als Teilmengen der KantenmengeK)
bilden ein erbliches Mengensystem.
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Lösung zu Selbsttestaufgabe 9.6-1:

In Man hat zunächst die Beziehung

z(N )(p)− ž(N )(p) ≤
(

C2

2

)

q3.

Nun istC2 ≤
(

m

2

)

undm ≤
(

n

2

)

, alsoC2 ≤
((n

2)
2

)

< n4

8
und

(

C2

2

)

< n8

128
.

Damit folgt

z(N )(p)− ž(N )(p) < n8

128
· 128 · n−8 · 10−t = 10−t.

Lösung zu Selbsttestaufgabe 9.7-1:

Ist die Kantenausfallwahrscheinlichkeitq = 1 − p sehr klein (z. B. ist10−4

oder kleiner nicht unrealistisch), so wird in der Näherung

z(G)(p) ≈ 1− Cc · qc · pm−c

bei nicht zu großen Graphen (und damit auch beschränktemCc) die Größe
vonCc · qc · pm−c vor allem von der Größe vonc bestimmt. Dies rechtfertigt
das Ziel, ein möglichst großesc anzustreben und dann für diesesc die Zahl
Cc zu minimieren.

Lösung zu Selbsttestaufgabe 10.2-1:

Wegenz = p(n − 1) mussp = 1000
6,5·109 ≈ 1, 5 · 10−7 gewählt werden. Also

folgt für den erwarteten mittleren Abstandl ≈ log 6,5·109

1000
≈ 9,81

3
= 3, 27 und

für den erwarteten Cluster-KoeffizientenC ≈ 1, 5 · 10−7.

Lösung zu Selbsttestaufgabe 10.3-1:

Für wachsendesn bleibt bei festemz der Cluster-Koeffizient in den Zufalls-
kreisen nach Watts-Strogatz recht hoch – ausgehend von3

4
· z−2

z−1
bei Kn,z

erfolgt eine Abnahme lediglich mit dem Faktor(1 − p)3. Demgegenüber
beträgt der Cluster-Koeffizient inG(n, p) nur p und nimmt umgekehrt pro-
portional zun direkt ab.

Der erwartete mittlere Abstand kommt bei den Zufallsgraphen nach Watts-
Strogatz schon bei kleinemp in die Nähe vonlog n, dem Wert für die Zufalls-
graphen der KlasseG(n, p).
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Lösung zu Selbsttestaufgabe 10.4-1:

Ein Greedy-Algorithmus wählt stets die hinsichlich einer Zielsetzung aktuell
am günstigsten erscheinende Alternative. Bei dem folgenden Problem führt
dies nicht zum Ziel.

Der GraphG = (E,K) mit einer Knotenbewertung wie im untenstehen-
den Diagramm sei gegeben. Knotena ist aktuell markiert. Durch Markierung
eines bisher nicht markierten Nachbarn möchte man schrittweise auf einen
Knoten mit möglichst großer Markierung stoßen. Wählt man nun im ersten
Schritt vona ausgehend den Nachbarnb (das wäre "greedy"), so wird man
den wahren Gewinnerg niemals finden.

Lösung zu Selbsttestaufgabe 10.5-1:

Angenommen, es existierte eine Kante vono ∈ OUT nach i ∈ IN . Da
man ohnehin (durch gerichtete Wege) voni zu jedem Knoten vonSCC und
von jedem Knoten vonSCC zu o kommt, käme man dann auch vono zu
jedem Knoten vonSCC und von jedem Knoten vonSCC zu i, d. h. es wären
i, o ∈ SCC.

Lösung zu Selbsttestaufgabe 10.6-1:

Nach t vielen Schritten hat ein nach dem Modell von Barabasi, Albert und
Jeong erzeugter zufälliger Graphm0 + t viele Ecken undmt viele Kanten.
Da jede Kante den Eckengrad zweier Ecken um Eins erhöht, führt dies zu
einem durchschnittlichen Eckengrad von

2
mt

m0 + t

was sich fürt→∞ dem Wert2m nähert.
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Lösung zu Selbsttestaufgabe 10.7-1:

In einem endlichen Graphen mitn vielen Ecken kann der Grad einer Ecke
höchstensn − 1 betragen, d. h. abi ≥ n gilt für den Anteil der Ecken vom
Grad i stetspi = 0. Falls ein Potenzgesetz für die Eckengrade exakt gilt,
nimmtpi jedoch niemals den Wert Null an.

Lösung zu Selbsttestaufgabe 11.2-1:

Die Grundidee der Methode der Relaxationen besteht darin, die für die
gesuchtenp(x)-Werte geltenden Gleichungen (Jeder Wert ist das arithmeti-
sche Mittel der zu den Nachbarknoten gehörenden Werte) als Iterationsanwei-
sungen aufzufassen, wobei die Randwerte als Startwerte genommen werden
und derp(x)-Wert eines inneren Punktesx mit Null beginnt.

Dass dieses Verfahren stets konvergiert, kann mit den Methoden der Numeri-
schen Mathematik gezeigt werden.

Lösung zu Selbsttestaufgabe 11.3-1:

Gegeben sei ein einfacher zusammenhängender GraphG, s undt seien Ecken.
Der effektive WiderstandReff (s, t) ergibt sich beispielsweise als Kehrwert
von is, wobeiis den Strom bezeichnet, der in die Eckes hinein fließt, wenn
bei s die Spannungvs = 1 und beitvt = 0 gesetzt wird.

Eine andere Formulierung lautet:Reff (s, t) ist die Potentialdifferenz zwi-
schens und t, wenn ins von außen ein Stromis = 1 hinein und beit ein
Stromit = 1 nach außen abfließt. (Bei der Verwendung der physikalischen
Begriffe ist immer vorausgesetzt, dass die KirchhoffschenGesetze gelten.)

Lösung zu Selbsttestaufgabe 11.4-1:

Aus dem Rayleighschen Monotoniegesetz folgt:

• Lässt man in einem unendlichen rekurrenten Graphen eine Kante weg, so
ist auch der entstehende Graph rekurrent.

• Fügt man in einem unendlichen transienten Graphen eine zusätzliche
Kante hinzu, so ist auch der entstehende Graph transient.

Man kann mit anderen Worten unter Umständen durch Weglassenoder Hin-
zufügen von Kanten auf bereits untersuchte Graphen treffenund so "rekur-
rent" bzw. "transient" zeigen.
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Übungsaufgaben

Übungsaufgaben zum Kapitel "Grundbegriffe"

Aufgabe 1: Beweisen Sie Satz 1.2-5. 4 Pkt

Aufgabe 2: Ein GraphG mit n Ecken undm Kanten sei gegeben. 5 Pkt
Zeigen Sie: sind irgendwelche zwei der drei folgenden Eigenschaften erfüllt, so ist
G ein Baum, und es ist auch die dritte Eigenschaft erfüllt.

i. n− 1 = m.

ii. G enthält keinen Kreis.

iii. G ist zusammenhängend.

Aufgabe 3: Es seiG ein Graph mitn Ecken, für jede Eckee gelteγ(e) ≥ n−1
2

. 5 Pkt
Zeigen Sie:G ist zusammenhängend.

Aufgabe 4: Man zeige: IstM ein Multigraph undB ein spannender Wald inM , so 5 Pkt
bilden dieρ(M) vielen fundamentalen Schnitte eine Basis vonS∗ (s.Satz 1.3-4).

Übungsaufgaben zum Kapitel "Darstellung von Graphen"

Aufgabe 5: Weisen Sie nach, dass der im folgenden Diagramm dargestellte Graph, 5 Pkt
der sogenannte Petersen-Graph, nicht planar ist.



416 Übungsaufgaben

Aufgabe 6: Beweisen Sie die im Text aufgestellte Behauptung, dass fürdie Inzi-4 Pkt
denzmatrixI eines MultigraphenM stets giltrg2(I) = ρ(M).

Aufgabe 7:5 Pkt
i. Stellen Sie die Kreis-Kanten-MatrixC(G) des im folgenden Diagramm dar-

gestellten GraphenG auf.

ii. Stellen Sie auch die InzidenzmatrixI(G) auf, und rechnen Sie die Beziehung
I · Ct = 0 (überIF2) nach.

Übungsaufgaben zum Kapitel "Algorithmen"

Aufgabe 8: Entwerfen Sie einen Algorithmus von KomplexitätO(n), der ausn4 Pkt
gegebenen reellen Zahlena1, . . . , an die kleinste heraussucht.
(Begründen Sie die Aussage über die Komplexität.)

Aufgabe 9: Für einen GraphenG = (E,K) bezeichnet man als Komplementgra-5 Pkt
phenG = (E,K) den Graphen mit derselben Eckenmenge, in dem genau die inG

nicht verbundenen Ecken benachbart sind, d. h. füre, f ∈ E gilt {e, f} ∈ K genau
dann, wenn{e, f} ∈6 K ist.
Zeigen Sie: Eine TeilmengeX ⊆ E ist genau dann eine Knotenüberdeckung inG,
wennE\X in G einen vollständigen Untergraphen bildet.
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Übungsaufgaben zum Kapitel "Pseudodigraphen"

Aufgabe 10: Bestimmen Sie für den im folgenden Diagramm dargestelltenDigra- 3 Pkt
phen die starken Zusammenhangskomponenten:

Übungsaufgaben zum Kapitel "Bewertungen"

Aufgabe 11: Stellen Sie für den Multidigraphen~M (vgl. Selbsttestaufgaben) eine6 Pkt
Schnitt-Bogen-Matrix auf, und geben Sie eine Basis des VektorraumsS(IR) an.

Aufgabe 12: Der Digraph~G = (E,B, v) sei ein Baum,W sei ein beliebiger Kör- 5 Pkt
per. Zeigen Sie: Die Nullabbildungf : B → W (d. h.f(b) = 0 für alle b ∈ B) ist
die einzige Zirkulation auf~G.
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Übungsaufgaben zum Kapitel "Kürzeste Wege und minimale Gerüste"

Aufgabe 13: Bestimmen Sie für das im folgenden Diagramm dargestellte Netz4 Pkt
(G,w) die Abstände zwischen je zwei Ecken mit dem Algorithmus von Floyd-
Warshall.

Aufgabe 14: Es sei(G,w) ein Netz ohne negative Kreise, zu jeder Eckee ∈ E5 Pkt
seiN(e) die Menge aller Nachbar- bzw. Nachfolgerecken. Zeigen Sie,dass der
folgende Algorithmus von Bellmann-Ford die Abstände von der Eckes mit Kom-
plexität0(|E|3) berechnet:

Algorithmus :

begin
Setze d(s) := 0;

for e ∈ N(s) do setze d(e) := w(se);
for e ∈ E \ (N(s) ∪ { s} ) do setze d(e) := ∞;

repeat

for e ∈ E do setze d’ (e) := d(e),
for e ∈ E do setze

d(e) := min {d’ (e), min { d’ (f) + w(fe) | fe ∈ K } }
until d(e) =d’ (e) für alle e ∈ E;

end

Aufgabe 15: Es sei(G,w) ein Netz, in dem je zwei Kanten verschiedene Bewer-5 Pkt
tungen haben. Zeigen Sie, dass(G,w) genau ein minimales Gerüst besitzt.
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Übungsaufgaben zum Kapitel "Flüsse"

Aufgabe 16: Bestimmen Sie einen maximalen Fluss für das im folgenden Dia- 5 Pkt
gramm dargestellte Fluss-Netz

Aufgabe 17: 6 Pkt

a. Bestimmen Sie für das dargestellte Fluss-Netz einen maximalen Fluss mit dem
Algorithmus von Ford und Fulkerson.

b. Verwenden Sie das Netz und die Ergebnisse aus a), um zu begründen, dass
der Algorithmus von Ford und Fulkerson selbst bei ganzzahligen Kapazitäten
nicht polynomial ist.

Aufgabe 18: Die Zusammenhangszahlκ(G) eines GraphenG = (E,K) ist wie 5 Pkt
folgt erklärt: IstG ein vollständiger GraphKn, so giltκ(G) = n−1; andernfalls ist

κ(G) := min{|F | /F ⊆ E, G\F ist nicht zusammenhängend}.

G heißtp-fach zusammenhängend, wennκ(G) ≥ p gilt.

Zeigen Sie: Ein GraphG ist genau dannp-fach zusammenhängend, wenn je zwei
Ecken inG durch mindestensp eckendisjunkte Wege verbunden sind.



420 Übungsaufgaben

Aufgabe 19: Ein (ungerichteter) GraphG heißt regulär, wenn alle Ecken denselben5 Pkt
Gradγ mit γ 6= 0 haben, d. h. jede Ecke hatγ viele Nachbarecken. Zeigen Sie: In
einem regulären bipartiten Graphen gibt es stets eine vollständige Korrespondenz.

Aufgabe 20: Es sei der folgende DigraphG mit Kapazitätenb undc gegeben:5 Pkt

Bestimmen Sie einen maximalen zulässigen Fluss vonq nachs. Begründen Sie die
Maximalität des gefundenen Flusses.

Aufgabe 21: Gegeben sei eine(n×n)-MatrixAmit nicht-negativen reellen Einträ-6 Pkt
gen. Als das Zuordnungsproblem("assignment problem") bezeichnet man das Pro-
blem, aus jeder Zeile und jeder Spalte ein Element so auszuwählen, dass die Summe
der ausgewähltenn Einträge minimal ist. Definieren Sie ein geeignetes Fluss-Netz
mit einer Kostenfunktion derart, dass ein gewisser Fluss mit minimalen Kosten eine
Lösung des Zuordnungsproblems liefert.
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Übungsaufgaben zum Kapitel "Wegauswahl in Netzen"

Aufgabe 22: In dem folgenden Netz werde mit Random Routing gearbeitet: 4 Pkt

Angenommen, A möchte eine Nachricht an F schicken. Es wird von folgenden wei-
teren Annahmen ausgegangen:

1. Die übertragungszeit eines Nachrichtenpakets auf einerKante beträgt stets 1
msec.

2. Die Verarbeitungszeit in einem Zwischenknoten, der das Paket weiterleitet,
beträgt stets 4 msec.

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Nachricht nach 11 msec beim Emp-
fänger F ankommt?

Aufgabe 23: Es wird wieder das in Aufgabe 8.1 dargestellte Netz betrachtet. Ange- 3 Pkt
nommen, B möchte per Flooding (mit Schwellwert 2) eine Nachricht an alle ande-
ren Knoten schicken. (Die Nachrichtenpakete brauchen alsobei dieser Anwendung
keine Zieladresse zu tragen.) Weiter sei angenommen, dass die Kanten BD und DE
ausfallen, nachdem B seine ersten vier Meldungen erfolgreich verschickt hat.

Bestimmen Sie die Anzahl der Meldungen, die unter diesen Bedingungen durch die
Nachricht im Netz entstehen.
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Aufgabe 24:5 Pkt

In dem hier dargestellten Paketnetz werde folgende Situation betrachtet:

• Jeder der Knoten A,B,C erzeugt pro Zeittakt T eine Datenmenge gleicher Größe
für Ziel Z.

1. Am Ende eines Zeittaktes geschieht folgendes:

2. Die Kantenlängenwij werden nun festgelegt entsprechend der im letzten Zeit-
takt getragenen Verkehrslast. (I. a. istwij 6= wji

3. Die Knoten informieren sich gegenseitig über die neuen Kantenlägen.

4. Die Knoten bestimmen ihren kürzesten Weg zum Ziel Z.

• In jedem Zeittakt wird aufgrund der zuletzt bestimmten kürzesten Wege gerou-
tet.

1. Beschreiben Sie, wie sich das Routing mit den Zeittakten entwickelt, wenn zu
Beginn des 1. Zeittakteswij = 1 für alle Kanten angenommen wird.

2. Was ändert sich, wenn ein Biasfaktor vonα = 1 eingeführt wird?

3. Durch welche zusätzliche Maßnahme könnte man Oszillationen entgegenwir-
ken?

Aufgabe 25:3 Pkt

Es sei das obige Netz gegeben. Betrachtet wird die folgende Situation: A möchte
eine Nachricht per Broadcasting verschicken, wobei Flooding mit Folgenummern
angewendet wird.

Bestimmen Sie die Anzahl der Meldungen, die im Netz ausgetauscht werden. Zei-
gen Sie beispielhaft auf, dass diese Anzahl auch von der zeitlichen Reihenfolge
gewisser Ereignisse abhängt.
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Aufgabe 26: Zeigen Sie: IstG ein Graph undC ein kreisfreier Routing-Plan fürG, 5 Pkt
so kann jeder Knoten jeden anderen erreichen, d. h. in jedemG(→ k) existiert ein
gerichteter Weg von jedem Knotenx 6= k nachk.

Aufgabe 27: Auf dem GraphenG = K5 sei der dargestellte Routing-PlanC mit 5 Pkt
π = 2 gegeben.

5

1 2

3

4

1 2 3 4 5
1 - 2;5 3;2 4;5 5;2
2 1;3 - 3;1 4;3 5;1
3 1;2 2;4 - 4;2 5;4
4 1;5 2;3 3;5 - 5;3
5 1;4 2;1 3;4 4;1 -

C

IstC kreisfrei bzw. bidirektional? Stellen Sie fest, ob stets ein möglichst kurzer Weg
zum Ziel gewählt wird.
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Aufgabe 28: Auf dem GraphenG = K7 sei der dargestellte Routing-PlanC mit7 Pkt
π = 2 gegeben.

IstC kreisfrei bzw. bidirektional? Stellen Sie fest, ob stets ein möglichst kurzer Weg
zum Ziel gewählt wird.

Übungsaufgaben zum Kapitel "Zuverlässigkeit in Netzen"

Aufgabe 29: Gegeben sei der vollständige GraphG = K5 mit 5 Ecken. Jede Kante4 Pkt
vonG habe eine Wahrscheinlichkeit vonp = 1

2
für ihre Funktionsfähigkeit. Bestim-

men Sie die Wahrscheinlichkeit, dassG zusammenhängend ist.
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Aufgabe 30: Auf dem GraphenG = K4 sei der folgende kreisfreie Routing-Plan6 Pkt
C mit den jeweils zwei Einträgen gegeben:

1 2 3 4
1 - 2;3 3;2 4;2
2 1;3 - 3;1 4;1
3 1;2 2;1 - 4;1
4 1;2 2;1 3;1 -

C

Die funktionsfähigen Zustände seien dadurch gekennzeichnet, dass jeder Knoten an
jeden anderen Nachrichten versenden kann. Bestimmen sie das Zuverlässigkeitspo-
lynom.

Aufgabe 31: Die beiden folgenden GraphenG1 undG2 mit jeweils 5 Ecken und 7 6 Pkt
Kanten seien gegeben. Vergleichen SieG1 undG2 hinsichtlich ihrer Zuverlässig-
keit, wenn die Funktionsfähigkeit durch den Zusammenhang der Graphen gegeben
ist.

G 1
G

2

Aufgabe 32: Man bestimme mit der in Anhang G beschriebenen Determinanten- 5 Pkt
methode die Anzahl der Gerüste des vollständigen GraphenK6 mit 6 Ecken und 15
Kanten.
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Aufgabe 33: Gegeben sei der folgende GraphG:6 Pkt

Ermitteln Sie die einfachen und die Spernerschen Schrankenfür das Zuverlässig-
keitspolynom.

Aufgabe 34: Für ein MengensystemM ⊆ P(M) über eine MengeM bezeich-6 Pkt
nen wir eine MengeT ⊆ M als Transversale, wennT mit jeder Menge ausM
höchstens ein Element gemeinsam hat. DasProblem der maximalen Transver-
salenbesteht darin, zu gegebenemM eine Transversale mit möglichst vielen Ele-
menten zu finden. Zeigen Sie: Das Problem der minimalen Knotenüberdeckung ist
auf das Problem der maximalen Transversalen reduzierbar.

Aufgabe 35: Der Durchmesserdiam(G) eines GraphenG = (E,K) ist der maxi-5 Pkt
male Abstandmax{|a, b|

∣

∣a, b ∈ E} zwischen zwei Ecken von G.

Gegeben sei der vollständige GraphK7 mit 7 Ecken und 21 Kanten.

a. Bestimmen Sie ein Gerüst mit möglichst kleinem Durchmesser.

b. Zeigen Sie: Es gibt genau 7 Gerüste mit dem minimalen Durchmesser wie in
a).
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Aufgabe 36: 6 Pkt
a. Es seien ein GraphG = (E,K) und ein kreisloser Routing-PlanC (mit π = 2

Einträgen) gegeben.

Zeigen Sie: Für die AnzhalC2 der minimalen kritischen Kantenmengen gilt
stets

C2 ≥
∑

x∈E

⌈γ(x)
2
⌉.

(Dabei bezeichnet wie üblichγ(x) den Grad der Eckex und⌈a⌉ die kleinste
natürliche Zahll mit l ≥ a.)

b. Gegeben sei der vollständige GraphK4.

Zeigen Sie: SP-Routing mit Präferenz führt zu einem Routing-Plan, der opti-
mal ist bezüglich der Approximation

ž = 1− C2 · q2

für das Zuverlässigkeitspolynom.

Aufgabe 37: Für den GraphenK5 sei der folgende Routing Plan gegeben: 6 Pkt

1 2 3 4 5
1 - 2;3 3;2 4;5 5;4
2 1;3 - 3;1 4;5 5;4
3 1;2 2;1 - 4;5 5;4
4 1;5 2;3 3;2 - 5;1
5 1;4 2;3 3;2 4;1 -

Bestimmen Sie die Anzahl der minimalen kritischen Kantenmengen. Interpretieren
Sie das Ergebnis.

Übungsaufgaben zum Kapitel "Kleine Welten"

Aufgabe 38: In einem GraphenG = (E,K) bezeichnet man die Länge eines kür-6 Pkt
zesten Kreises alsTaillenweiteg(G). Zeigen Sie:

Enthält der GraphG = (E,K) einen Kreis, so giltg(G) ≤ 2 · diam(G) + 1.

Aufgabe 39: Wie groß ist die mittlere Kantenzahl der GraphenG ∈ G(n, p) ? 4 Pkt
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Aufgabe 40: Bestimmen Sie den mittleren Abstand und den Cluster-Koeffizienten6 Pkt
in dem GraphenK109,103 .

Aufgabe 41: In einem skalenfreien Graphen mit 1000 Ecken sei fürk > 204 Pkt

p(k) ≈ 100 · k−2.

Vergleichen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass eine beliebig herausgegriffene Ecke
100 bzw. 200 Nachbarn besitzt, mit den entsprechenden Wahrscheinlichkeiten in
einem ZufallsgraphenG ∈ G(1000; 0, 1).

Aufgabe 42: Bestimmen Sie die epidemische Schrankeλc für einen vollständigen6 Pkt
GraphenKn, in dem zum Startzeitpunkt ein Knoten infiziert ist und die Ausbreitung
der Infektion entsprechend dem SIS-Modell erfolgt.

Aufgabe 43: Geben Sie zwei Graphen mit 5 Ecken und der Gradfolge (3,3,2,2,2)6 Pkt
an, die unterschiedliches(G)-Werte besitzen.
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Lösungshinweise zu Übungsaufgaben

Lösung zu Aufgabe 1:

Es wird die Kette von Implikationen i)→ ii) → iii) → i) gezeigt.

i) → ii): Ein Baum ist als zusammenhängender Graph ohne Kreise definiert. Es sei
alsoP ein Baum undk = {e, f} eine Kante, die keine Endkante ist. Wärek keine
Brücke, so müsste inP\k ein Weg zwischene undf existieren, mitk zusammen
ergäbe sich dann inP ein Kreis. Also mussk eine Brücke sein.
ii) → iii): Da P als zusammenhängend vorausgesetzt ist, muss nur gezeigt werden,
dass zwei Eckena und b niemals durch zwei verschiedene Wege inP verbindbar
sind. Wäre dies aber für zwei Eckena undb der Fall, so wäre jede Kante auf einem
dieser Wege, die nicht zu dem anderen Weg gehört, weder Endkante noch Brücke.
iii) → i): Es folgt sofort, dassP zusammenhängend ist. WürdeP einen Kreis ent-
halten, so würden Eckena und b existieren, die durch mehrere Wege verbindbar
wären.

Lösung zu Aufgabe 2:

ii) und iii) ergeben zusammen die Definition eines Baumes. Sind i) und iii) erfüllt,
so ist nach Satz 1.2-3G ein Baum. Nun seien fürG i) und ii) erfüllt. Nach ii) istG
ein Wald.G habek Komponenten . Mit Hilfssatz 1.2-2 folgt, dass für die Anzahl
der Kanten vonG gelten mussm = n − k. Mit i) hat man schließlichk = 1, d. h.
G ist zusammenhängend.

Lösung zu Aufgabe 3:

e und f seien beliebige Ecken vonG. Zu zeigen ist, dasse und f in G durch
einen Weg verbunden werden können.Ne ⊆ E bezeichne die Menge der Nach-
barecken vone, Nf ⊆ E entsprechend die Nachbarn vonf . Nach Voraussetzung
haben sowohlNe als auchNf mindestensn−1

2
viele Elemente. FürN ′

e = Ne ∪ {e}
undN ′

f = Nf ∪ {f} gilt dann

|N ′
e| ≥

n− 1

2
+ 1 =

n + 1

2
, |N ′

f | ≥
n+ 1

2
.

Also könnenN ′
e undN ′

f nicht disjunkt sein, denn dann hätteN ′
e ∪ N ′

f mindestens
n+1

2
+ n+1

2
= n+1 viele Elemente. Dies bedeutet aber, dass die MengeN ′

e∪N ′
f einen

zusammenhängenden Untergraphen vonG aufspannt,e undf sind also verbindbar.

Lösung zu Aufgabe 4:

M habek Zusammenhangskomponenten,B1, . . . , Bk seien die Bäume, die den
WaldB bilden.z1, . . . , zn−k seien die Zweige (bezüglichB) undS1, . . . , Sn−k die
zugehörigen fundamentalen Schnitte. Es ist zu zeigen, dassS1, . . . , Sn−k eine Basis
des VektorraumsS∗ bilden. Da jeder der Zweigezi nur zuSi und keinem der übri-
genSj gehört, kann keiner der SchnitteSi als Summe der restlichenSj dargestellt
werden, die SchnitteS1, . . . , Sn−k sind folglich linear unabhängig. Es bleibt zu zei-
gen, dass jeder SchnittS ∈ S Summe einiger dieser SchnitteSi(1 ≤ i ≤ n − k)
ist. Sei alsoS ∈ S beliebig, undzi1 , . . . , zir seien diejenigen unter den Zweigen



430 Lösungshinweise zu Übungsaufgaben

z1, . . . , zn−k, die zuS gehören. Wir behaupten, dassS = Si1 + . . . + Sir gilt.
Da nämlichS und Si1 + . . . + Sir genau die gleichen Zweige enthalten, enthält
S ′ = S + (Si1 + . . . + Sir) überhaupt keine Zweige. WegenS ′ ∈ S∗ folgt jetzt
S ′ = ∅ und damit die Behauptung.

Lösung zu Aufgabe 5:

In dem folgenden Diagramm ist ein Teilgraph des Petersen-Graphen dargestellt, der
zuK3,3 homöomorph ist. Nach dem Satz von Kuratowski kann der Petersen-Graph
damit nicht planar sein.

Lösung zu Aufgabe 6:

M habe k viele Komponenten. Es kann vorausgesetzt werden, dassI die in
Abschnitt 2.2 beschriebene diagonalähnliche Gestalt hat.Es gilt dann

rg2(I) = rg2(I(M1)) + . . .+ rg2(I(Mk)).

Nach Folgerung 2.2-1 giltrg2(I(Mj)) = ρ(Mj) für jede der KomponentenMj ,
d. h. es folgt

rg2(I) = ρ(M1) + . . .+ ρ(Mk) = ρ(M).
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Lösung zu Aufgabe 7:

i.

Die Elemente vonC sind C1 = {k1, k4, k5}, C2 = {k2, k3, k4}, C3 =

{k1, k2, k3, k5}. Damit ergibt sich

C(G) =





1 0 0 1 1

0 1 1 1 0

1 1 1 0 1





ii.

I(G) =











1 0 0 0 1

1 1 0 1 0

0 1 1 0 0

0 0 1 1 1











Damit erhält man:

I· Ct =











1 0 0 0 1

1 1 0 1 0

0 1 1 0 0

0 0 1 1 1











·















1 0 1

0 1 1

0 1 1

1 1 0

1 0 1















=











0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0
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Lösung zu Aufgabe 8:

Gegeben seien reelle Zahlena1, . . . , an. Es wird die kleinste dieser Zahlen heraus-
gesucht.

Algorithmus :

begin
m := a1;

i := 1;

while i < n do
begin

i := i + 1;

if ai < m

then m := ai;

end
end
.

Da die while-Schleife(n − 1)-mal durchlaufen wird und in ihr ein Vergleich und
höchstens eine Zuweisung vorgenommen werden, handelt es sich um einen Algo-
rithmus der KomplexitätO(n)

Lösung zu Aufgabe 9:

Es seiX ⊆ E eine Knotenüberdeckung inG, ferner seien{e, f} ∈ E\X. Es folgt
sofort {e, f} ∈ K bzw. {e, f} ∈6 K, denn wäre{e, f} ∈ K, so müsstee ∈ X

oderf ∈ X sein. Umgekehrt sei nun fürX ⊆ E vorausgesetzt, dassE\X in G ein
Simplex als Untergraphen bildet, ferner seik ∈ K mit k = {e, f}. Zu zeigen ist,
dasse ∈ X oderf ∈ X ist. Wären abere, f ∈ E\X, so müsste gelten{e, f} ∈ K
bzw.{e, f} ∈6 K im Widerspruch zur Voraussetzung.

Lösung zu Aufgabe 10:

Die vier Zusammenhangskomponenten sind in dem folgenden Bild angedeutet:

Wie man sieht, haben die zwischen zwei Komponenten laufenden Bögen stets die
gleiche Richtung.
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Lösung zu Aufgabe 11:

Wir wählen das hier dargestellte Gerüst:

Dies führt zu den folgenden (mit einer Orientierung versehenen) fundamentalen
Schnitten:

Durch Linearkombinationen ergeben sich zusätzlich die Schnitte:

Damit hat man als Schnitt-Bogen-Matrix:

S =























0 −1 0 −1 −1

−1 0 0 −1 −1

0 0 1 1 1

−1 1 0 0 0

0 1 −1 0 0

1 0 −1 0 0

1 −1 −1 −1 −1























Die BewertungenfS1 , fS2 undfS3 bilden eine Basis des VektorraumsS(IR):
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Lösung zu Aufgabe 12:

Die einfachste Argumentation ist die folgende: Da~G (bzw.G) ein Baum ist, gilt
µ(G) = 0, d. h. der VektorraumC(W ) hat (nach Satz 5.2-5) die Dimension Null
und besteht nur aus dem Nullvektor.
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Lösung zu Aufgabe 13:

Es ergeben sich die folgenden Matrizen:

D0 =















0 0 3 ∞ 4

∞ 0 1 3 ∞
∞ ∞ 0 1 ∞
∞ ∞ ∞ 0 1

∞ 0 ∞ ∞ 0















D1 = D0

D2 =















0 0 1 3 4

∞ 0 1 3 ∞
∞ ∞ 0 1 ∞
∞ ∞ ∞ 0 1

∞ 0 1 3 0















D3 =















0 0 1 2 4

∞ 0 1 2 ∞
∞ ∞ 0 1 ∞
∞ ∞ ∞ 0 1

∞ 0 1 2 0















D4 =















0 0 1 2 3

∞ 0 1 2 3

∞ ∞ 0 1 2

∞ ∞ ∞ 0 1

∞ 0 1 2 0















D5 =















0 0 1 2 3

∞ 0 1 2 3

∞ 2 0 1 2

∞ 1 2 0 1

∞ 0 1 2 0















AusD5 können nun die Abstände abgelesen werden.

Lösung zu Aufgabe 14:

Die zu Anfang definiertend-Werte bezeichnen wir mitd1(e), die in der(k − 1)-
ten Iteration der repeat-Schleife definiertend-Werte mitdk(e). Mit Induktion wird
jetzt zunächst überlegt, dassdk(e) die Länge eines kürzesten Weges vons nache
ist, der höchstensk Kanten enthält. Fürk = 1 ist dies offensichtlich. Es gelte nun
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die Induktionsvoraussetzung, dass für ein beliebiges festesk ≥ 1 dk(e) für jede
Eckee die Länge eines kürzesten Weges vons nache mit höchstensk Kanten ist.
Die Eckee sei jetzt ebenfalls fest gewählt. Nach der Definition des Algorithmus
folgt nun, dass entwederdk+1(e) = dk(e) ist oder es eine Vorgängereckef von
e gibt mit dk+1(e) = dk(f) + w(fe) < dk(e). (f sei so gewählt, dassdk(f) +

w(fe) minimal wird.) Da nundk(f) nach Induktionsvoraussetzung die Länge eines
kürzesten Weges mit höchstensk vielen Kanten vons nachf ist, folgt daraus, dass
dk+1(e) die Länge eines kürzesten Weges vons nache mit höchstensk + 1 vielen
Kanten sein muss. Damit ist die Behauptung über die Wertedk(e) gezeigt.

Da(G,w) keine negativen Kreise enthält, kann ein kürzester Weg höchstens|E|−1

viele Kanten enthalten. Somit muss die until-Bedingung in der repeat-Schleife spä-
testens beik = |E| − 1 erfüllt sein. Es sind dann die kürzesten Abstände bestimmt,
und man hat eine Komplexität von0(|E|3).

Lösung zu Aufgabe 15:

Angenommen,G enthält zwei minimale GerüsteB1 = (E,K1) undB2 = (E,K2).
Wir können die Kanten vonB1 undB2 ohne Beschränkung der Allgemeinheit so
numerieren, dass folgende Bedingungen erfüllt sind:

K1 = {k1, . . . , ki−1, ki, . . . , kn−1},

K2 = {k1, . . . , ki−1, k
′
i, . . . , k

′
n−1}

mit

1 ≤ i ≤ n− 1,

w(k1) < . . . < w(kn−1)

und

w(k1) < . . . < w(ki) < w(k′i) < . . . < w(k′n−1).

Fügen wir nunki zuB2 hinzu, so erhalten wir den KreisCB2(ki). Nach Satz 6.2-2
gilt

w(ki) ≥ w(k) für jede Kantek inCB2(ki).

Da die Gewichte alle verschieden sind, müssen die Kantenk 6= ki in CB2(ki) unter
den ersten Kantenk1, . . . , ki−1 vonB2 sein. Da diese Kanten auch zuB1 gehören,
enthältB1 den ganzen KreisCB2(ki), und dies ist ein Widerspruch. Damit ist der
Beweis erbracht.

Lösung zu Aufgabe 16:

Ein maximaler Fluss kann mit dem Algorithmus von Edmonds undKarp bestimmt
werden. Ausgehend vom Null-Flussf0 ergibt sich zuerst der zunehmende Wegq →
f → s, auf dem der Fluss um zwei Einheiten erhöht werden kann:
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q
√

a
√

b
√

f
√

c

d

s

Nach der Flussvergrößerung hat man also folgendes Bild mit Flussf1:

Wir wollen nun in der Lösung einige Schritte überspringen. Nach acht Flussvergrö-
ßerungen ergibt sich der in dem folgenden Diagramm dargestellte Flussf8. (Dabei
sind stets, falls eine Wahl zu treffen war, die Nachbareckeneiner abgesuchten Ecke
in alphabetischer Reihenfolge markiert worden.)

w(f8) = 30

Ein weiterer Schritt des Algorithmus führt zu den folgendenMarkierungen und dem
herausgehobenen zunehmenden Weg:
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q
√

a
√

d
√

e
√

c
√

b
√

f
√

s

Nach der Flussvergrößerung hat manf9 mit w(f9) = 31. Im nächsten Schritt stoppt
der Algorithmus. Das folgende Bild zeigt den maximalen Flussf9 und die Markie-
rungen aus dem letzten Algorithmusschritt, der resultierende minimale Schnitt kann
ebenfalls abgelesen werden.

q
√

a
√

d
√

Lösung zu Aufgabe 17:

a. Je nach Absuchreihenfolge der bereits markierten Ecken,für die beim Algo-
rithmus von Ford und Fulkerson eine gewisse Freiheit besteht, kommt man
verschieden schnell zu dem (hier eindeutigen) maximalen Fluss. Sucht man
z. B. im ersten Schritt in der Reihenfolgeq, a, b, e, f ab, so ergeben sich die
folgenden Markierungen mit herausgehobenem zunehmendem Weg:

Beim nächsten Schritt ist folgendes Bild möglich
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Indem man in dieser Weise fortfährt, kommt man erst nach20 Flussvergröße-
rungen zum maximalen Fluss, der hier dargestellt ist:

Mit dem Algorithmus von Edmonds und Karp bekommt man diesen Fluss
schon nach zwei Flussvergrößerungen.

b. Verallgemeinert man das obige Beispiel dahingehend, dass man die Kantenka-
pazität10 durch irgendeine natürliche Zahlp ersetzt, so zeigen die überlegun-
gen aus a), dass der Algorithmus von Ford und Fulkerson bei ungeschickter
Vorgehensweise2p viele Flussvergrößerungen bis zur Ermittlung des maxi-
malen Flusses braucht. Die Komplexität ist also von den Kapazitätswerten
abhängig und kann folglich, da letztere beliebig groß sein können, nicht durch
ein Polynom in der Anzahln der Ecken des Digraphen abgeschätzt werden.
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Lösung zu Aufgabe 18:

Die Aussage, dassGp-fach zusammenhängend ist, bedeutet: man muss mindestens
p Ecken ausG entfernen, damit der Rest des Graphen nicht zusammenhängend ist.
Wenn je zwei Ecken inG durch mindestensp viele eckendisjunkte Wege verbunden
sind, ist dies offenbar erfüllt.

Nun sei umgekehrtG als p-fach zusammenhängend vorausgesetzt,q und s seien
Ecken inG. Jedeq und s trennende Eckenmenge muss mindestensp viele Ecken
enthalten. Setzt manq unds als nicht-benachbart voraus, so gibt es nach dem Satz
von Menger (für ungerichtete Graphen) mindestensp viele eckendisjunkte Wege
von q nachs. Es bleibt der Fall zu betrachten, dassq und s benachbart sind.G′

sei der Graph, der durch Entfernen der Kante{q, s} entsteht.G′ ist (p − 1)-fach
zusammenhängend, und daq unds inG′ nicht benachbart sind, kann man wie oben
auf die Existenz vonp − 1 vielen eckendisjunkten Wegen vonq nachs in G′ (und
damit auch inG) schließen. Zusammen mit der Kante{q, s} hat man inGp viele
Wege.

Lösung zu Aufgabe 19:

G = (E1 ∪ E2, K) sei ein regulärer bipartiter Graph,γ ≥ 1 sei der allen Ecken
gemeinsame Grad.A ⊆ E1 sei eine beliebige Teilmenge, wir setzena := |A|. Es
gibt genauaγ viele Kanten der Formef mit e ∈ A und f ∈ E2. Da jede Ecke
von E2 auf genauγ vielen Kanten liegt, müssen dieaγ vielen Endecken inE2

dieseraγ vielen Kanten mindestensa verschiedene Ecken enthalten, was|Φ(A)| ≥
|A| bedeutet. Mit dem Satz von Hall kann nun geschlossen werden,dassG eine
vollständige Korrespondenz besitzt.

Lösung zu Aufgabe 20:

Man kann das Problem so lösen, wie in Abschnitt 7.6 beschrieben. Es ist dann zuerst
irgendein zulässiger Flussf0 zu finden, davon ausgehend kann mit dem Algorith-
mus von Ford und Fulkerson (d. h. durch zunehmende Wege) ein maximaler zuläs-
siger Fluss bestimmt werden.

Man kann sich jedoch auch die Lösung der Aufgabe 6.1 (Einsendeaufgabe zu
Abschnitt 7.6) zunutze machen, wo der folgende maximale Fluss für das dort gege-
bene Fluss-Netz gefunden wurde:
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Bei der vorliegenden Aufgabe handelt es sich um denselben Digraphen, die obere
Kapazität ist nur auf der gerichteten Kantedb von2 auf4 geändert. Wegen der nun
auch gegebenen unteren Kapazitäten ist der obige Fluss nicht zulässig. Man sieht
jedoch sofort, dass auf dem Wegq → a → d → b → c → f → s der Fluss um2

erhöht werden kann, Resultat ist der folgende zulässige Fluss:

Da der Fluss auf allen die MengeQ = {q, a, d} verlassenden Kanten die obere
Kapazitätsgrenze erreicht, muss dieser Fluss maximal sein.

Lösung zu Aufgabe 21:

Wir wählen zwein-elementige MengenQ = {q1, . . . , qn} undS = {s1, . . . , sn}
und zwei weitere Elementeq und s. Auf der EckenmengeE := Q ∪ S ∪ {q, s}
definieren wir einen DigraphenG. Die KantenmengeK besteht aus allenqx, allen
xy und allenys (mit x ∈ Q und y ∈ S). Jeder Kantek ∈ K wird die Kapazität
c(k) = 1 zugeordnet. Für das Fluss-Netz(G, c, q, s) definieren wir noch eine Kos-
tenfunktion durchγ(q, x) := γ(y, s) := 0 undγ(qi, sj) := aij, wobei wie üblich
aij den Eintrag in deri-ten Zeile undj-ten Spalte der MatrixA bezeichnet. Nun
entsprechen die ganzzahligen Flüsse vom Wertn mit minimalen Kosten genau den
Lösungen des Zuordnungsproblems für die gegebene MatrixA.



442 Lösungshinweise zu Übungsaufgaben

Lösung zu Aufgabe 22:

Die Nachricht kommt nur dann nach11 msec beiF an, wenn einer der kürzesten
Wege

A → B → D → F
A → B → E → F
A → C → D → F
A → C → E → F

genommen wird.

Jeder dieser Wege tritt mit einer Wahrscheinlichkeit von

1

2
· 1

3
· 1

3
=

1

18

auf, mithin beträgt die gefragte Wahrscheinlichkeit4
18

bzw. 2
9
.

Lösung zu Aufgabe 23:

Zunächst versendetB vier Meldungen (mit Zählerwert 1) an seine vier Nachbarn.
Danach entstehen folgende Meldungen mit Zählerwert 2:

A → C
C → A,D,E
D → C,F
E → C,F

Dies ergibt in der Summe 12 Meldungen.

Lösung zu Aufgabe 24:

a. In den folgenden Diagrammen ist die Entwicklung in den ersten drei Zeit-
takten dargestellt, wobei o.B.d.A. A im ersten Takt den Nachbarn B als Zwi-
schenknoten nutzt. Die Verkehrsbelastung einer Kante ist durch die Anzahl der
Pfeile angedeutet. Im folgenden wechseln sich stets die im 2. und 3. Zeittakt
vorliegenden Situationen ab.
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b. Mit einem Biasfaktor vonα = 1 ergibt sich ein Oszillieren zwischen den bei-
den folgenden Mustern:

c. Eine Erhöhung des Biasfaktors würde hier keine weitere Verbesserung bewir-
ken. Der Grund liegt in der Symmetrie des gegebenen Graphen.Abhilfe schaf-
fen könnte hier die Einführung verschiedener "Grundlasten" αk für die einzel-
nen Kantenk, um die Symmetrie auf diese Weise zu brechen.

Lösung zu Aufgabe 25:

Wir setzten o.B.d.A. voraus, dass jeder Knoten von A zuletzteine Nachricht mit
Folgenummer 1 erhalten (und diese abgespeichert) hat. Ferner sei zunächst voraus-
gesetzt, dass die Laufzeiten auf den Kanten sehr groß sind gegenüber den Verarbei-
tungenszeiten in den Knoten.
A sendet Meldungen (mit Folgenummer 2) an B und C. Daraufhin schickt

• B entsprechende Meldungen an C, D unde E,

• C Meldungen an B und E.

Schließlich sendet

• D eine Meldung an E,

• E ein Meldung an B oder C und an D
(abhängig von der Reihenfolge der Verarbeitung der erhaltenen Meldungen von
C. bzw. B).

Insgesamt ergeben sich so 10 Meldungen.

Ohne die obige Voraussetzung über Lauf- und Verarbeitungszeiten mag es z. B.
möglich sein, dass B eine Meldung von C erhält, bevor die Meldung von A in B
eintrifft. In diesem Falle würde B nur Meldungen an D und E schicken, jedoch
keine an C.
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Lösung zu Aufgabe 26:

Zwei beliebige Knotenx undk(x 6= k) seien gegeben. Zu zeigen ist: inG (→ k)

gilt entwederx → k, oder aber es existieren Zwischenknotenx1 , x2 , . . . , xt (t ≥
1) mit

x → x1 → x2 → . . . xt → k .

Angenommen, es ist nicht bereitsx → k , denn in diesem Fall muss nichts gezeigt
werden. Da den Knotenx inG (→ k) mindestens zwei gerichtete Kanten verlassen,
kann einx1 mit x → x1 gewählt werden.x2 sei nun ein Nachfolger vonx1 in
G (→ k) , der nicht gleichx ist. Entsprechend kann eine Folge

x → x1 → x2 → . . . xi−1 → xi → xi+1 . . .

konstruiert werden derart, dass stets (fallsxi 6= k ist) xi+1 als Nachfolger vonxi

mit xi+1 6= xi−1 gewählt wird. DaG (→ k) nur endlich viele Knoten enthält,
aber auch kein gerichteter Kreis entstehen kann, bleibt nurdie Möglichkeit, dass
die Folge abbricht, indem einmalxi+1 = k wird. Damit ist der Beweis erbracht.

Lösung zu Aufgabe 27:

Zunächst ist es hilfreich, sich z. B.G (→ 1) zu veranschaulichen:

An dem Routing-Plan liest man ab, dass die DigraphenG (→ 2) , G (→ 3) usw.
durch “Rotation” aus obigem Bild entstehen. Daran sieht mansofort, dass in keinem
derG (→ k) ein gerichteter Kreis mit mehr als zwei Kanten existiert, mithin istC
kreisfrei.

C ist nicht bidirektional: fallen z. B. die Kanten 15 und 25 aus, so kann zwar Knoten
5 noch Nachrichten an 1 versenden (über 5→ 4→ 1), jedoch 1 keine an 5.

Da bei diesem Routing-Plan stets der Erstweg aus einer direkten Kante besteht und
es genau einen Zweitweg gibt, welcher zwei Kanten hat, wird immer unter den
physikalisch noch möglichen Wegen ein möglichst kurzer ausgewählt.
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Lösung zu Aufgabe 28:

G (→ 1) sieht folgendermaßen aus:

Der Routing-Plan ist hier so aufgebaut, dass z. B. die aus denKnoten 1,5 und 6
bestehende “Zelle” auch inG (→ 5) undG (→ 6) entsprechend genutzt wird.
Mathematisch verbirgt sich dahinter eine Überdeckung der Kantenmenge durch 7
Dreiecke (“Zellen”), die für das Routing verwendet werden.

Aus dieser Struktur ergibt sich sofort, dassC sowohl kreisfrei als auch bidirektional
ist und dass stets möglichst kurze Wege gewählt werden.

Lösung zu Aufgabe 29:

Gefragt ist nach dem Wert vonf5, wennp = 1
2

eingesetzt wird (s. Satz 9.2-1). Mit
der in Satz 9.2-2 abgeleiteten rekursiven Formel hat man

f5 = 1−
(

4

0

)

f1

(

1

2

)4

−
(

4

1

)

f2

(

1

2

)6

−
(

4

2

)

f3

(

1

2

)6

−
(

4

3

)

f4

(

1

4

)4

,

wobeif1, f2, f3 undf4 aus Beispiel 9.2-4 übernommen werden können.

Es ergibt sich:

f1 = 1
f2 = 0,5
f3 = 0,5
f4 = 0,59375

Mit obiger Formel erhält man darausf5 = 0, 7109375.
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Lösung zu Aufgabe 30:

Das gesuchte Polynom hat die Form

z(G) = F3p
3(1− p)3 + F4p

4(1− p)2 + F5p
5(1− p) + F6p

6,

denn es istF0 = F1 = F2 = 0, da eine funktionsfähige Kantenmenge notwendiger-
weise einen zusammenhängenden Teilgraphen aufspannen muss.

Offensichtlich istF6 = 1. AuchF5 ist leicht zu sehen, denn je 5 der 6 Kanten reichen
(wegen der jeweils 2 Einträge und der Kreisfreiheit) für dieFunktionsfähigkeit aus.

Zur Bestimmung vonF4 greifen wir auf die Beziehung

F4 = 15− C2

zurück; es genügt also, die AnzahlC2 der zweielementigen kritischen Kantenmen-
gen zu bestimmen.

Wie man anhand des Routing-Plans nachprüft, sind die Mengen
{A,B}, {A,D}, {A,E}, {A,F}, {B,E}, {C,D}, {D,E} und {E,F}; jede der
übrigen 7 zweielementigen Kantenmengen (z. B.{A,C} oder {B,D}) ist nicht
kritisch, d. h. ihr Ausfall stört nicht die Funktionsfähigkeit des Netzes. Es folgt also
F4 = 7.

Da es sich bei dem vorliegenden Routing-Plan um SP-Routing mit Präferenz han-
delt (vgl. Abschnitt 8.6), sieht man schließlich leicht, dass{A,D,E} die einzige
dreielementige funktionsfähige Kantenmenge ist, d. h. es gilt F3 = 2.

Im Ergebnis lautet das gesuchte Polynom

z(G) = p3(1− p)3 + 7p4(1− p)2 + 6p5(1− p) + p6

= p3 + 4p4 − 5p5 + p6.
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Lösung zu Aufgabe 31:

Wir bestimmen die KoeffizientenF4, F5, F6 undF7 für G1 bzw.F ′
4, F

′
5, F

′
6 undF ′

7

für G2.

Offenbar giltF7 = F ′
7 = 1 und, da keiner der beiden Graphen eine Ecke mit nur

einer inzidenten Kante enthält,F6 = F ′
6 = 7.

Die beiden Ecken vonG1 von Grad 2 indizieren 2 zweielementige kritische Kanten-
mengen. Da keine weiteren zweielementigen kritischen Kantenmengen existieren,
gilt C2 = 2 und damit

F5 =

(

7

2

)

− 2 = 19

Mit analoger Argumentation folgtF ′
5 = 20.

Auch bei der Bestimmung vonF4 bzw. F ′
4 ist es etwas günstiger, die krtischen

dreielementigen Kantenmengen zu betrachten. Man findetC3 = 14 undC ′
3 = 11,

woraus sich (wegen
(

7
4

)

= 35)

F4 = 21
und F′4 = 24

ergibt.

Insgesamt hat man somitF ′
i ≥ Fi für alle i mitF ′

5 > F5 undF ′
4 > F4. Daraus folgt,

dass (sogar jede Kantenwahrscheinlichkeitp) G2 zuverlässiger ist alsG1:

z(G2)(p) > z(G1)(p)

Lösung zu Aufgabe 32:

Es wird zunächst die negative Adjazenzmatrix aufgestellt,in der Hauptdiagona-
len werden zusätzlich die Eckengerade eingetragen. Streichen der letzten Zeile und
Spalte führt schließlich zu der MatrixM ′.

M ′ =















5 −1 −1 −1 −1

−1 5 −1 −1 −1

−1 −1 5 −1 −1

−1 −1 −1 5 −1

−1 −1 −1 −1 5















.

Die gesuchte Anzahl der Gerüste ist gleichdet(M ′).

Zur Berechnung vondet(M ′) wird die Matrix auf Diagonalgestalt gebracht. Man
erhält:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5 −1 −1 −1 −1

−1 5 −1 −1 −1

−1 −1 5 −1 −1

−1 −1 −1 5 −1

−1 −1 −1 −1 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣
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=
1

5 · 5 · 5 · 5 · 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5 −1 −1 −1 −1

0 24 −6 −6 −6

0 −6 24 −6 −6

0 −6 −6 24 −6

0 −6 −6 −6 24

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

43 · 54

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5 −1 −1 −1 −1

0 24 −6 −6 −6

0 0 90 −30 −30

0 0 −30 90 −30

0 0 −30 −30 90

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

32 · 43 · 54

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5 −1 −1 −1 −1

0 24 −6 −6 −6

0 0 90 −30 −30

0 0 0 240 −120

0 0 0 −120 240

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

2 · 32 · 43 · 54

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5 −1 −1 −1 −1

0 24 −6 −6 −6

0 0 90 −30 −30

0 0 0 240 −120

0 0 0 0 360

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

2 · 32 · 43 · 54
· 5 · 24 · 90 · 240 · 360

= 1296

Der GraphK6 besitzt also 1296 Gerüste. Dies entspricht dem erwarteten Ergebnis,
denn nach dem Satz von Cayley ist fürK6 die Anzahl der Gerüste gleich64.

Lösung zu Aufgabe 33:

Es istn = 5 ( alsol = 4) undm = 8. Weiter gilt offenbarc = 2, denn die beiden
zu Ecke 1 inzidenten Kanten bilden eine kritische Menge.

4

2 3

5

1

Da keine weitere zweielementige kritische Menge existiert, istC2 = 1 und damit

R2 = F6 =

(

8

2

)

− 1 = 27
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Rm−l = R4(= F4) ist die Anzahl der Gerüste und wird durch Aufstellen der Matrix
M ′ (wie in Anhang G beschrieben) ermittelt:

M ′ =











2 −1 −1 0

−1 4 −1 −1

−1 −1 4 −1

0 −1 −1 3











Man errechnetR4 = det(M ′) = 40, und damit ergibt sich

S = p8 + 8p7(1− p) + 27p6(1− p)2 + 40p4(1− p)4

Wegen
(

8
3

)

= 56 lauten die einfachen Schranken

S ≤ z(G) ≤ S + 56p5(1− p)3.

Die Sperner-Schranken ergeben

S +

(

8
3

)

(

8
4

)40p5(1− p)3 ≤ z(G) ≤ S +

(

8
3

)

(

8
2

)27p5(1− p)3

bzw.

S + 32p5(1− p)3 ≤ z(G) ≤ S + 54p5(1− p)3.

Lösung zu Aufgabe 34:

Ein beliebiger GraphG = (E,K) sei gegeben. Wir bilden folgendes Mengensys-
tem: Als GrundmengeM wird die KnotenmengeE gewählt.M besteht aus allen
zweielementigen Teilmengen vonE, die durch die Kanten des Graphen gegeben
sind. Ist nunT eine maximale Transversale dieses Mengensystems, so ist offenbar
M − T bzw.E − T eine minimale Knotenüberdeckung vonG. Mit einem polyno-
mialen Algorithmus zur Lösung des Problems der maximalen Transversalen hätte
man somit auch einen solchen für das Problem der minimalen Knotenüberdeckung.

Lösung zu Aufgabe 35:

a. In einem GerüstB vonK7 muss es offenbar Ecken geben, die nicht durch eine
Kante verbunden sind, folglich gilt auf jeden Falldiam(B) ≥ 2.

Für das folgende GerüstB1 ist diam(B1) = 2:
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b. Wir behaupten, dass die GerüsteB1, B2, . . . , B7 die einzigen Gerüste vonK7

mit Durchmesser 2 sind; dabei ist mitBi das Gerüst bezeichnet, welches iso-
morph zuB1 ist mit der Eckei als "Zentrum".

Es seiB ein beliebiges Gerüst vonK7 mit diam(B) = 2. e, f seien Ecken,
die in B Abstand 2 haben;x sei eine Ecke, die mite und mit f verbunden
ist. Wedere nochf können außerx weitere Nachbarn haben, denn dies würde
entweder der Voraussetzungdiam(B) = 2 oder der Tatsache widersprechen,
dassB keinen Kreis enthält. Also kann nurx weitere Nachbarn haben. Aus
dieser Überlegung folgt nun unmittelbar, dassx das "Zentrum" dieses Gerüsts
ist und alle anderen Ecken nur mitx verbunden sind.

Lösung zu Aufgabe 36:

a. Seix einbe beliebige Ecke. Zu jeder zux inzidenten Kantee = xy gibt es
eine weitere Kantef = xz derart, dass{e, f} eine minimale kritische Kan-
tenmenge ist:f sein inG(→ y) die zweite die Ecke x verlassende Kante. Also
gibt es mindestens⌈γ(x)

2
⌉ viele minimale kritische Mengen, deren zwei Kanten

die Eckex gemeinsam haben.

Da für verschiedene Auswahlen vonx alle sich so ergebenden minimalen kri-
tischen Mengen verschieden sind, folgt die Ungleichung.

b. Da inK4 alle Ecken den Grad 3 haben, folgt aus a): jeder Routing-PlanfürK4

erfüllt

C2 ≥ 4 · ⌈3
2
⌉ = 8.

Da für SP-Routing mit Präferenz giltC2 = 8, kann es fürK4 keinen Routing-
Plan mit weniger minimalen kritischen Mengen geben, mithinist der Routing-
Plan optimal bezüglicȟz.

Lösung zu Aufgabe 37:

Der Routing-Plan hat folgende Eigenschaften:

Die Ecken 1,2 und 3 sowie die Ecken 1,4 und 5 bilden "dreieckige Zellen" in dem
Sinn, dass eine Ecke jeweils die Kanten zu den beiden anderenEcken als Erst- und
Zweitweg für Ziele innerhalb der Zelle nutzt.

Dies führt zu den minimalen kritischen Kantenmengen

{12, 13}, {12, 23}, {13, 23}

und

{14, 15}, {14, 45}, {15, 45}

Weiter gilt: Die Ecken 2 und 3 nutzen jeweils für Ziel 4 die Kante zu Ecke 5 als
zweite Priorität und entsprechend für Ziel 5. In analoger Weise nutzen 4 und 5 ihre
Kanten nach 2 und 3.
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Dies führt zu den vier minimalen kritischen Kantenmengen

{24, 25}, {34, 35}

und

{42, 43}, {52, 53}

Weitere minimale kritsche Kantenmengen existieren nicht,es gilt alsoC2 = 10. Da
K5 10 Kanten besitzt und folglich für jeden Routing-PlanC2 ≥ 10 gelten muss, hat
der gegebene Routing-Plan die kleinstmögliche Anzahl minimaler kritischer Kan-
tenmengen.

Lösung zu Aufgabe 38:

C sei ein kürzester Kreis inG. Angenommen, es seig(G) ≥ 2 · diam(G) + 2. C
muss dann zwei Eckenx undy enthalten, die inC einen Abstand von mindestens
diam(G) + 1 haben. Dax undy in G geringeren Abstand haben, gibt es zwischen
ihnen einen kürzesten WegW , der nicht inC enthalten ist. Zusammen mit dem
kürzeren der beidenx − y−Wege inC ergibtW nun einen kürzeren Kreis alsC,
und dies ist ein Widerspruch.

Lösung zu Aufgabe 39:

Da in den betrachteten Zufallsgraphen jede der
(

n

2

)

vielen möglichen Kanten unab-
hängig voneinander mit Wahrscheinlichkeitp vorhanden ist, ist der Erwartungswert
der Kantenzahl der GraphenG ∈ G(n, p) gleichp ·

(

n

2

)

.

Lösung zu Aufgabe 40:

Nach Satz 10.3-1 gilt für den Cluster-KoeffizientenC = 3(103−2)
4(103−1)

≈ 0, 75.

Zur Bestimmung des mittleren Abstands reicht es aus Symmetriegründen, den
durchschnittlichen Abstand einer fest gewählten Eckee zu allen anderen Ecken
zu ermitteln. Aufgrund der Konstruktion vonKn,z hat e zu 103 vielen Ecken den
Abstand 1, zu103 weiteren den Abstand 2 usw. Für den mittleren Abstand erhält
man so:

l ≈ 103·1+103·2+...+103·106

109−1

Dies ergibt

l ≈ 103· 10
6

2
·(106+1)

109 ≈ 106

2
= 500.000.

Die präzise Formel lautet

l = n(n+z−2)
2k(n−1)

, was offenbar in der Nähe vonn
2z

liegt; als genauerer Wert ergäbe sich
hier ca.500.000, 5.

Lösung zu Aufgabe 41:

In dem skalenfreien Graphen gilt offenbarp(100) ≈ 0, 01 undp(200) ≈ 0, 0025. In
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dem ZufallsgraphenG hat man allgemeinpi =
(

n−1
i

)

pi(1− p)n−1−i (siehe Lemma
10.5-1), für die hier gegebenen Werte erhält manp100 ≈ 0, 04 undp200 ≈ 10−21.

Lösung zu Aufgabe 42:

Wir behaupten, dassλc = 1
n−1

die epidemische Schranke ist.

Gilt nämlich für die Ausbreitungsrateλ ≥ 1
n−1

, so sind erwartungsgemäß im zwei-
ten Zeittaktλ·(n−1) > 1 viele Knoten infiziert (da der zu Anfang infizierte Knoten
n−1 viele Nachbarn besitzt), im dritten Zeittaktλ2 ·(n−1)2 > 1 viele Knoten usw.
Da der Graph endlich ist, kann langfristig ein stetiges "Flackern" erwartet werden,
bei dem jeweils eine Hälfte der Knoten infiziert ist.
Gilt für die Ausbreitungsrateλ < 1

n−1
, so stirbt die Infektion wegen

λi · (n− 1)i →∞

erwartungsgemäß langfristig ab.

Lösung zu Aufgabe 43:

Im untenstehenden Bild sind zwei Graphen mit dieser Gradfolge dargestellt – dabei
gilt s(G1) = 36 unds(G2) = 37.
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